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Superficies Parametrizadas

°De la misma forma que en el caso de las curvas, las superficies seran

aquellos conjuntos que se puedan ver como la imagen de una funcién
derivable definida sobre ciertos subconjuntos del plano.

*Si nos movemos sobre una curva solo podemos ir hacia atras y hacia

adelante siguiendo una direccion, por lo tanto es suficiente utilizar un
parametro para representar una curva.

*Para superficies podemos avanzar en dos direcciones, luego se necesitan dos

parametros para su representacion. En general expresamos las coordenadas
(X; y; z) de un punto en una superficie S en términos de

*Es decir x = F1(u; v), y = F2(u; v), z = F3(u; v)



Una superficie parametrizada es la representacion paramétrica o vectonal por medio
de una funcién  continua en un conjunto conexo D de R* en R®, tal que ¥(u,v) € D

T(u,v) = [2(u,v),y(u,v), 2(u, )| , 0 sea (D) = S




Py 4=
La superficie es la grdfica del campo escalar F2,y) = ¢ -2t -y
sobre o regidn plana 2* +y* < |

entonces t=u, y=0, 2= \/ [ =gl =2

T(u, v)-[ub\/l

don.de u. U varan dentro del ctreulo unatario




Para encontrar una parametrizacién de una superficie de revolucién generada por la
grafica de una funcién y = f(z) con @ < 2 < b, cuando gira alrededor del eje z es
r(u,v) = [u,f(u) cosv, f(u)senv] cona <u<b 0<v< 2

Ejemplo 6.1.3 Hallar la ecuacion paremetrica de la superficie de revolucion genereda

por la gréfica de y = - pora 1<z<10

, l l e s
r(u,v) = [u,—cosv,—senv| con 1 <u <10, 0<v<2r
U U




. :Si S es una superficie parametrizada por medio de una funcion
de D conjunto conexo de R2 en R3 :

*i) Si es diferenciable entonces S es una superficie diferenciable
*ii) Si es inyectiva entonces S es una superficie parameétrica simple.
*iii) Si es constante entonces S es un punto. (Superficie degenerada).

*iv) Si depende solamente de un parametro u o v, entonces S determina una
curva.(superficie degenerada).

*Asi como la parametrizacion de una curva en general nos permite calcular
vectores tangentes (y por lo tanto, rectas tangentes), una parametrizacién de
una superficie también nos proporciona la manera del calcular vectores
normales a la superficie (y por lo tanto, planos tangentes).



Sea S es una superficie paramétrizada por medio de una funcién = de un conjunto

D conexo de R? en R?, diferenciable en (ug.vy) de D. Si fijamos u en u, obtenemos una

R? tal que ¥(ug,t) determina una curva C; contenida en S, cuyo vector
or ox o

tangente en 7(ug,vg) s T, (ug, V) = (%o, V) = | =5—(ug. ), 5%(110. Vo ). 3_( Ug, Vo)

ov ov v

funcién ¥ de R en

De igual manera si fijamos v en v, obtenemos una funcién ¢ de R en R? tal que &(¢, vg)
determina una curva C; totalmente contenida en S, cuyo vector tangente en 7(ug.vg) €s

or ox Ay 0z

T..(uo,v9) = —(up,v0) = | (%o, o), = (o, Vo) —;(llo- Vo)
/

ou ou Ju




S1 .S es una superficie paramétrizada por medio de una funcién 7 de un conjunto D
conexo de R? en R® diferenciable en (ug.vo) de D, entonces el vector n = T, x T, es
normal a la superficie S.

Una superficie S de R® paramétrizada por medio de una funcién = de un conjunto D
conexo de R? en R®, se dice que es suave en 7(ug,v) si n =T, x T, # O en (ug, vp).

S1 S es suave entonces n varia en forma continua en S

Nota : S1 una superficie S es suave en 7(ug, Vo) entonces existe el plano tangente a Sen
(20, v0)-

S1 S es una superficie paramétrizada por medio de una funcién 7 de un conjunto D
conexo de R? en R¥, suave en 7(ug,vy) entonces n =T, x T, es normal a S en 7(ug, %) ¥
ne(xr—xg,y—1y z— ) = 0 determina la ecuacién del plano tangente a S en (g, ¥, 29)-

S1 S es una superficie paramétrizada por medio de una funcién 7 de un conjunto D

2 3 a:¢ - £ -
conexo de R* en R*, diferenciable en D, entonces 2,y y z son diferenciables en D y ademas
or Or

— X — es llamado producto vectorial fundamental.

dv JOu




Ejemplo 6.1.5 Una superficie esta parametrizada por medio de 7(u,v) = [2cosv, 3senv, u].

_ . : 3v2
Hallar la ecuacion cartesiana de S y la ecuacion del plano tangente a S en P = (l. \)/_ 2)

La superficie es un cilindro eliptico cuya ecuacion implicita es
2 2
22 2
98 o
« T "
— X — = [—3Cosv,2Senv, 0]

Ju
3\/‘—_’ iy
2

St P= L. ,2| entonces u=2y v= 3

la normal del plano tangente en P es igual a

n= 5 (23) <2 (23) = (3. ¥50)

Ejemplo 6.1.6 entonces
3 32
(—E\/_%O) ° (:c— l,y — 5
—3x+2V3y=3V6—-3

es la ecuacion del plano tangente a S en P




Area de Superficies




Dada una parametrizacién de una superficie S: 7{(u,v) = (z,,2) = (2(u,v),y(u,v), 2(u, v)), (u,v) € D,
consideremos los incrementos Au y Av en el punto (u,v) € D para formar el recténgulo de la Figura 10.8,
con un drea igual a AuAv. : '

Fi




Supongamos que u y v representan el tiempo; cuando u se incrementa en Aw, un punto situado sobre S en
7(u, v) se desplaza a lo largo de una u—curva (para v fija) en el tiempo Au una distancia aproximadamente

or or
ou ou

mantiene fija, el punto se desplaza a lo largo de una v—curva en el tiempo Awv una distancia aproximadamente

2%

ov

paralelogramo determinado por los vectores 7, Au y 7y Av y cuya drea es la norma de su producto vectorial;
es decir, 2

igual a Au, donde representa la velocidad a lo largo de esta u—curva. Andlogamente, cuando u se

igual a Av. Asi, la imagen del rectdngulo de drea AuAw, es aproximadamente igual a la de un

QCAU X @Av

o o = |y X Fufl Audv,

que se denomina elemento de drea de la superficie S y que lo denotaremos AS = ||y X Ty|| Au Av o también
dS = ||Fu X To|| dudv.




- x| —\ <
Como l < B> , se sigue que
8F 67'

- 2 g 2 — 2 g - 2
5= X 5ol = I x Al = [I7ull” 7] R

Si notamos por E = (7 | Ty) = IFll?, F = (Ful ). G = (Ful i) = |7, ||%; entonces,

57')(67'
Ou Ov

— ||, x 7|l = VEG - F2.

Por lo tanto,

dS = |7y x 7|| dudv = VEG — F2 dudv.

El vector dS = (7u X Ty) dudv se denomina vector elemento de superficie.




Definicion (de drea de una superficie) Dada la parametrizacion (u, v) de clase C* sobre una regién
D del plano UV 'y tal que todos los puntos de D son regulares (7, X 7, # 0 en #(u,v)), excepto para un
nimero finito de curvas suaves, se define el drea de la superficie parametrizada S como:

Area(S)z//dS=//||Fuva|| dudvz//'EG—FZdudv.
§ D 0




S: (z,y) = (z,y, f(z,y)); con (z,y) € D.

Encuyocaso,ﬁ,-=§1=(1oaf> Fy=@-=<o,19-’f);|uego,f'xxfy_—_(?i of )y

9z ' 9 By

E . Af\° - (0F {
Iz > 7y|| = \/1 + (5—5> + (B_y-) . En consecuencia,

" Oy oz’ 8y’

Area(S) = // \/1+ (%)1 (%)2@@.
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