SERIES NUMERIQUES




1 Généralités
1.1 définitions

gf définition 1: sommes partielles

Soit (ty,)n>n, une suite de nombres réels ou complexes définie a partir du rang n
n/nzngp S 140
n
1. La quantité Sy, = un, + Uny+1 + -+ uUn = D ur s’appelle la somme partielle d’indice n
I\‘.=71[)
2. On appelle série numérique de terme général u,, et on note > u,, ou >  uy, la suite (Sy)nzn,-
nz=nq

On retiendra qu’une série n’est rien d’autre qu’une suite définie de maniére particuliére.



: ; I
I'étude de la série de terme général u,, = —
n

correspond a l'étude de la suite (S,,) définie par

What you see is what you get



g/ définition 2: CV, DV, somme d’une série

Soit ) wu, une série.
nz=no
i) On dit que la série ) u,, converge (CV) lorsque la suite des sommes partielles (S;,) converge.

o0
Dans ce cas, on appelle somme de la série ) u,,, et on note u |ou | > uy |, la limite de la suite
no

des sommes partielles
o0

E ur = lim S,, = lim E U
n— oo n— oo
no k=ngq

ii) Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général u,, diverge (DV)

o0
rem: on fera bien la différence entre > wu, et > uy
nz=ngo k=ng




tg positif < (S,,) croissante

clairement lim S,, = +o0
n—oo




suite (S,) NON monotone

(S,,) NE posséde PAS de limite




1.00
0.50
0.33
0.25
0.20
0.17
0.14
0.12

tg positif < (S,,) croissante

on montrera que lim S5,, = +00
n— 00




-1.00
-0.47
-0.30
-0.22
-0.17
-0.14
-0.12
-0.10

tg négatif < (S,,) décroissante
on montrera que (.5,,) converge







exemple 1:

Pour chacune des séries déterminer la somme partielle d’indice n et préciser si la série converge




1.3 grossiére divergence

(Q: DANS CERTAINS CAS, PEUT-ON RAPIDEMENT DIRE QU’UNE SERIE DIVERGE?

V\ { 7’ » - .« . » .
-@-theoreme 1: condition nécessaire de convergence

Pour qu’une série converge. il faut que son terme général tende vers 0 .
Attention ! La réciproque est fausse : le terme général d’une série peut tendre vers zéro sans que pour autant
la série ne converge(cf. exemple plus bas ).

Z un, CV = limu,, =0 MAIS limu, =0+ Z u, CV

définition 3: grossiére divergence

Soit Y u, une série.

On dit que la série > u,, est grossiérement divergente (GDV) lorsque son terme général ne tend pas vers
0, cad lorsque la suite (u,) ne tend pas vers 0




exemple 2:

Parmi les séries ci-dessous, indiquer celles qui sont grossiérement divergentes

a) n? b) Z n.

n=1 n=1

.,2‘2()50




exemple 3: la série harmonique est DV mais pas GDV
. : , 1
La série harmonique est la série ) — .
n 1 L
2
1. prouver que pour tout n = 1,52, — S, > 1/2

On note S,, =

; i 1 .
2. en raisonnant par ’absurde, montrer que ) — diverge
n

1. Soitn = 1.
On a

1 + 1 +
Cn+1 n+ 2

On a

et donc




exemple 3: la série harmonique est DV mais pas GDV

, : : 1
La série harmonique est la série ) — .

n 1
=3

1. prouver que pour tout n = 1,52, — S, > 1/2

On note S,, =

; i 1 .
2. en raisonnant par ’absurde, montrer que ) — diverge
n

1
. Supposons que la série ) — converge.
n
Notons S la limite finie de la suite (S,), cad S = lim S,,.

n—r o0
Comme (S2,) est une suite extraite de la suite (S,,), on sait que lim Ss,, = S également.
n—o0
Ainsi lim S,, — 5, =5-85=0.

n—r oo

Or comme pour tout n on a Sa,, — Sy, = —, on doit avoir lim S, — S, =

1
G 2 n— 0o
contradiction

Conclusion: la série de terme général — est divergente
n

remarque: on montre qu’il existe une constante v tel que S,, = Inn + v + o(1)



D-théoréme 1: condition nécessaire de convergence

Z % CV = hwreg, =40

Pour qu’une série converge, il faut que son terme général tende vers 0 .

i L0=> Z u, DV

Ensemble des séries divergentes (DV)

limwu,, =0

Ensemble des séries grossiérement divergentes (GDV)




1.4 procédé télescopique

exemple 4:
1

vn+1l+4+/n

avecn =1

g Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

7

S 7 » - . . » . - . »
-@-theoreme 2: lien entre suite et série - a savoir redémontrer

la suite (v, ) converge si et seulement si la série de terme général u,, = v, 1 — v, converge
c’est a dire:

(vn,) converge <= E Un+1 — Un CONVErge

+00

Dans le cas de convergence: > (vg41—vx) =( lim wv,)—v

no
n—-+400

k=ng




1.5 Convergence absolue

» |’Ug| |UJ|
+ ] |




1.5 Convergence absolue

Vf définition 4: convergence absolue

On dit que la série ) ° un est absolument convergente lorsque la série de terme général |u,| converge,
cad lorsque ) |u,| converge

Si > u, est une série ACV alors ) u,, est une série CV.
et 'on a la majoration

"Toute série absolument convergente est convergente” E i ACV = E TR 4%

mais la réciproque est fausse) E u, CV #= E u, ACV




Ensemble des séries convergentes (CV)

Ensemble des séries absolument convergentes (ACV)




1.6 Les 3 exemples de référence

-\@'-théoréme 4: séries géométriques
Soit a € C.

-

La série ) a™ converge |converge absolument| ssi |a| < 1|, et dans ce cas

- l1—a

D’une maniére plus générale, une série géométrique est une série dont le terme général est du type
C.a", ot a et C sont deuxr constantes indépendantes de n

—\@'-théoréme 5: exponentielle complexe

n

5 S z
Pour tout complexe z, la série de terme général — est absolument convergente et
n!

-

g b » - » . . » » .
-@-theoreme 6: Séries de Riemann (énoncé classique)
Soit a € R.

la série de terme général — converge si et seulement si a > 1.
ne

|
rem: comme le terme général — est positif, les cas de CV et d’ACV sont les mémes:
ne

: . 1 :
La série de terme général — est ACV ssia > 1
ne




-‘@'—théoréme 4: séries géométriques
Soit a € C.
I

l1—a

La série ) a™ converge |converge absolument| ssi |a| < 1|, et dans ce cas | > a"™ =

D’une maniére plus générale, une série géométrique est une série dont le terme général est du type
C.a", ot a et C sont deux constantes indépendantes de n




-‘@'—théoréme 5: exponentielle complexe

Pour tout complexe z, la série de terme général ~—' est absolument convergente et |exp(z)
n!

exemple 5:

- - (im)"
On consideére la série )
n!

nz=1

Gréace au théoreme précédent, on peut affirmer DIRECTEMENT que
i) cette série est ACV

oo [(g-\T ‘ 4 i 0
ii) la somme de cette série est > Gn) ' (om)

— exD(z 1 — pim
g=1 o n! 0! =exp(im) —1=e 1




V\ L. s & P . . . .
-@-theoreme 6: Séries de Riemann (énoncé classique)
Soit a € R.

la série de terme général — converge si et seulement si o > 1.
ne

1
rem: comme le terme général — est positif, les cas de CV et d’ACV sont les mémes:
ne

: 1 :
La série de terme général — est ACV ssia > 1
n

remarque 6 (a propos des séries de Riemann)

a < ()‘ a=1(

+00

GDV (et DV) | GDV (et DV) | DV (pas GDV) | ACV (et CV)

"

(-1

N’est PAS une série de Riemann! (car (—1)" n’est pas une constante)




1.7 approximation de la somme d’un série convergente

Sn, sommedenjan

5=&+mj

R, somme de n+1 a linfini




W' définition 5: reste

Lorsque ) u, est une série convergente, de somme S, on appelle reste d’ordre d’ordre n la différence

o0

R =.85—S.. = E U = Up41 + Upgo + U3z + ...
k=n+1

On encadre R, (ou on majore R,|) pour estimer Ierreur commise sur I’approximation

S, sommedenjan

somme de n+1 a l'infini




1.8 Somme de séries numériques

~

. d » - . » *, » » .
-@-theoreme 7: linéarité de la somme pour les séries convergentes
Soient " u, et ) v, deux séries

oo o

00
i) si ) u, CVetd v, CValors ) u,+uv, CV,etl’'ona| Y untvn= > tupn+ D, vn

n=ngq n=ng n=ngq

si Y u, DV et > v, CV alors ) u, + v, DV

si Y up, DV et Y v, DV alors pas de conclusion directe quant a la convergence de > u, + vy,

o0 o0
si ) u, CV alors VA € K, la série > Au, CVetl'ona| > Aup,=X > u,

n=nomo n=mngo

si Y u, DV alors VA € K non nul, la série ) Au,, DV

exemple 6:

. . 2 3 .
on peut affirmer que la série — + — est divergente
® 01 ut affirmer que 1 ri 5 & t divergent
n n

n? n

) ) 2.2 2 ) st . 3
car c’est la somme d’une série convergente | Y — | et d’une série divergente | ) —

-1 1 -1
e on sait que les deux séries Y — et ) — sont divergentes, mais la série > — + — est convergente!
n n n n



2 Séries a termes positifs

tg positif < (.5),) croissante

exemple 7:

1 1

e La série ) — est une série dont le terme général est positif (c’est — > 0)
n n

e On sait que cette série est une série divergente.

On peut donc | affirmer | que la suite de ses sommes partielles tend vers 4

n—00 n

1 1
e On vient de montrer que | lim (1 + 5 + -+ —> = 400

x4 - -~
-@-theoreme 9:
Soit > u, une série de terme général u,, POSITIF
1. La série ) _ u, converge ssi la suite de ses sommes partielles (S,,) est majorée

2. la série ) u,, diverge ssi lim S,, = 400 (cad les sommes partielles tendent vers +o0)




~

N 7 » - » - . . .
-@-theoreme 10: théoréme de comparaison par majoration

Soient ) u, et > v, deux séries telles que pour n suffisamment grand, 0 < u
i) Si) v, converge alors) u, converge.
ii) Si)  u, diverge alors) v, diverge
ce qui s’écrit encore:
i) Y v, converge = > u, converge
> uy, diverge =) w, diverge

apartirdurang Nona Un < Un

et donc pour toutnon a




on peut supposer que Vn = ng,0 < u, < v,
e Notons S, [resp. T),| la somme partielle d’'indice n de la série ) u, [resp. > v

e Comme les séries sont de terme général positif, on peut affirmer que

les suites des sommes partielles (S,,) et (7},) sont deux suites croissantes

1. Montrons une inégalité entre S5,, et 7,,.

pour tout k € |[7'z,0,n.]] onal( < ur < g

o1l a par sommation

pe————

On vient de montrer que




2. Montrons que Z Un converge = ) u, converge
(o IRALY I, a G . . . | Y

N » -
-@-theoreme 9:
Soit ) u,, une série de terme général u,, POSITIF

1. La série > _ u, converge ssi la suite de ses sommes partielles (S,,) est majorée
2. la série ) u,, diverge ssi limS,, = +o0 (cad les sommes partielles tendent vers +oc)

Par transitivité de la relation < on en déduit que Vn = ng.S,, < M
= ] = 1)y 2 <

On vient d’établir que la suite (.5,,) est majorée.

Comme la suite (.5),) est croissante et majorée,

elle est On vient de montrer que |Vn = ng, S, < 71,




Soient ) u, et ) v, deux séries telles que u, ~ v, et v, positif pour n assez grand.
o0

Alors, les séries > u, et > v, sont de méme nature.

On rappelle que de méme nature signifie que les séries sont simultanément convergentes ou simultanément
divergentes.

-@-théoréme 11: Reégle des équivalents

ou bien v_n négatif pour n assez grand

ou bien v_n de SIGNE STABLE pour n assez grand




2.2 comparaison avec une série géométrique

r

-@-théoréme 12: régle de D’Alembert

Un+1

Soit ) u, une série telle que lim =1 € R" U {400} existe.

o | U,
Alors:

i. si!> 1 alors ) u, GDV

ii. sil <1 alors ) u, ACV (en particulier lim wu, =0)

n—-4o0

iii. si [ =1 alors pas de conclusion quant a la nature de la série

rem: Attention! Il n’y a pas de réciproque a la régle de D’Alembert. . .

exemple 8: les exemples typiques

n!
% Déterminons la nature des séries suivantes » s et Z :
n n!




3 Convergence absolue - suite sommable

&7/7 définition 7: convergence absolue, complément a la déﬁnition

On dit que la série > u,, est absolument convergente (AVC), ou encore que la suite (u,) est sommable
lorsque la série de terme général |u,| converge, de lorsque Y |u,| converge.
oo

Dans ce cas, on peut noter Z |u ,1| < 400 et Z u, est appelée somme de la suite
n=ng n=ng

rem: la notion de convergence absolue est liée a une série, la notion de sommabilité est liée a une suite

exemple 10:

2
: T
On sait que la série ) — est une série (absolument) convergente et que sa somme vaut —

nzl 7? )

72
On pourrait dire de maniére équivalente que la suite (— 5 Jn>1 est sommable et que sa somme vaut 3
n







~

N 7 » -~ » -~ .
-@-theoreme 15: théorémes de comparaison

Soit Y u, et > v, deux séries numériques
1. comparaison avec les inégalités:
lun| < |vp|a partir d'un certain rang
> vpest ACV
. comparaison avec les O:
= O
> vpest ACV
. comparaison avec les o:
Up = O(UTL)
> vpest ACV
. comparaison avec les équivalents:

alors ) u, est ACV

Si alors Y u, est ACV

Si alors ) u, est ACV

I'absolue convergence de ) u, équivaut a ’absolue convergence de > vy,
les séries > |uy| et Y |v,| sont de méme nature

> up ACV < > v, ACV

> |un| DV <= " |v,| DV

: a chaque fois, on aurait pu écrire "(u,) est sommable " a la place de "> wu, ACV"

Si w,, ~ v, alors




exemple 11:

Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

e Onau, ~ ( 5

-1

e La série de terme général v,, est une série géométrique de raison g = > avec |q| < 1;
la série ) v, est donc ACV

e La regle des équivalents permet d’affirmer que la série > u,, est ACV aussi

4. comparaison avec les équivalents:

Si wy, ~ v, alors <

19 ’ v ~ bl
I'absolue convergence de ) u, équivaut a ’absolue convergence de vy,
les séries ) |un| et Y |vn| sont de méme nature

> uy ACV <= > v, ACV

|3 [un| DV <= 3" |va| DV



5 Séries alternées

@f définition 8: série alternée

On appelle série alternée toute série Y u,, telle que pour tout n, uy.tuy4+1 <0

rem: le terme général d’une série alternée se présente sous la forme (—1)".v, ou (—=1)"*t.u, avec (v,)
suite positive

exemple 13: parmi les séries suivantes, lesquelles sont des séries alternées?

. COSTL (_l)n (_1)n+1 (_1)n+1 " ) 1
Z(——l) " n2 Z vn Z ninn Z 23n—4 Z(_l) alcsm(;)

n=1 n=2




N » - . - » . ,_ »
-@-theoreme 17: critére spécial de convergence des séries alternées

Soit > u,, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.

Alors :
i.) la série > u,, est une série convergente

ii.) pour tout entier n, la somme de la série est comprise entre deux sommes partielles consécutives, S,
et Sn+1

iii.) pour tout entier n, le reste d’ordre n, R, est du méme signe que uy4+1
iv.) pour tout entier n, |R,| < |ty 41|




(on note que cette série n’est pas ACV)

o (ette série est clairement une série alternée
e La suite (|u,|) est clairement décroissante et tend vers zéro.
(_1)71

D’apres le CSCSA on peut affirmer que la série Y ——— est convergente
; T
nz1

\

L., » - . - » . » . »
-@-theoreme 17: critére spécial de convergence des séries alternées

Soit ) u,, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.
Alors:

i.) la série ) u, est une série convergente

exemple 14: la série harmonique alternée

(=)"

n

On s’intéresse a la série de terme général u,, =




| N » -~ LY P s -
-@-theoreme 17: critére spécial de convergence des séries alternées

Soit > u, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.
Alors:
i.) la série Y u,, est une série convergente
ii.) pour tout entier n, la somme de la série est comprise entre deux sommes partielles consécutives, S,
et S1x-+-1
ili.) pour tout entier n, le reste d’ordre n, R,, est du méme signe que u,,

iv.) pour tout entier n, |R,| < |tn41]

1 L 1 D
L] OnaSl=—1,52=—1+§=—§ (3tS3_—‘SQ——=—3

3 6

- oC

_‘(_)igszz_

On a ainsi

1
n+1

. : . 1 ;
Pour obtenir une v.a. de S a 10~2 pres, il suffit donc de choisir n tel que = <1072, cad n = 99.
n

e Ona IRnI < I'Un.+l| e

Ainsi Sogest une v.a. de S a 1072 pres
e Comme sg(Rgg) = sg(uig0) > 0, on en déduit que

Sog est une v.a. par défaut a 102 pres




[démonstration du critére spécial des séries alternées]

On considére une série alternée Z Up.
n=0

On se place dans le cas ot les termes d’'indices pairs[impairs| sont positifs|négatifs]
On a donc Vn = 0,u, = (—1).|u,|
On suppose que la suite (|u,|) est décroissante et tend vers 0.

e On note pour tout n € N
mn
— S, = > uy la somme partielle d’'indice n
k=0

= Tn - 5271
- I111 - ~92n+l

1. On montre que les suites (7},) et (W,,) sont deux suites adjacentes
(en classe)
2. On montre que (S,,) est une suite convergente
(a) Comme les suites (73,) et (W,,) sont adjacentes, on sait d’aprés le théoréme sur les suites adja-
centes(théoréeme 18 du poly "suites numériques") que ces deux suites convergent vers une meéme
limite [
(b) On sait maintenant que les suites extraites (Ss,) et (S2,+1) convergent vers une méme limite.

On sait alors que 'on peut affirmer (grace au théoréme 3 du poly "suites numériques") que la suite
(S,,) converge vers cette limite [




7’

) 7 » -~ - - » . » . »
-@-theoreme 17: critére spécial de convergence des séries alternées

Soit ) u, une série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend vers zéro.
Alors:

i.) la série ) u, est une série convergente

ii.) pour tout entier n, la somme de la série est comprise entre deux sommes partielles consécutives, S,,
et Sn+1

iii.) pour tout entier n, le reste d’ordre n, R,, est du méme signe que u, 4+,
iv.) pour tout entier n, |R,| < |tun41|




2.3 comparaison avec une intégrale

exemple 9:

Montrer que la série de terme général u,, = est divergente.

S n.Inn
Solution:
e Notons [ f:]1,+ 0[] — R
1
t
t.Int
La fonction f est dérivable sur |1, + oo[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne
; : 1+Int
s'annulant pas. On a Vt > 0, f'(t) = —ﬁ,—{
2. In" ¢

e Sur l'intervalle [2, + oo, la fonction f est continue et décroissante.
On peut donc affirmer grace au théoréme précédent que:

£
La série Z f(n) converge <= lim / f(t)dt existe et est finie
2

T—r+400

. T I 1 s
Or /2 f(t)dt = /2 f.lnv(t)(“ = [In|Int|]; = +o0c lorsque  — 400

On en déduit que ) est une série divergente

n.Inn




= \

-\@'-théoréme 14: comparaison série intégrale - méthode des rectangles

Soit f une fonction définie et continue sur [ng, + oc[ . (ng € N fixé).

On note S,, = i f(k)

k=ng

1. Si f est décroissante sur [ng, + oo alors

n+1 n
pour tout n = ng on a / f(t)dt < S, < f(ng) + / f(t)dt
T nop

2. Si f est croissante sur [ng, + oo alors

n+1 T
pour tout n = ng on a / ft)dt = S, = f(no) + f(t)dt

Qo no

3. Si f est décroissante sur [ng, + oo| et que la série converge de tg f(n) alors

+o0 +00

pour tout n = ng on a / F@Edl < R, < / f(t)dt

n+1 Jn

NS




e illustration

flk+1) o flk+1) o i flk+1) o i

aire = f(k+1)
: " k+1 ' =
J(k) o flk) o - F(o)dt flk) o

k
aire = f(k)

k k+1 k k+1 k k+1




¢ Raisonnement dans le cas d’une fx croissante:
Si f est croissante sur [k,k + 1], on a

Vt € [kk+1], f(k) < f@) < flk+1)

et par croissance de l'intégrale




Cy

[ rwa< 3 10 = 5.~ (no
no k=np+1

1

g ng +

flng+1) @

N

AHA A MMM

AN
= DN

n
L
_ e dessin global dans le cas d’une fonction croissante: _
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2.2 comparaison avec une série géométrique

-\@'-théoréme 12: régle de D’Alembert

o o - Un 41
Soit Y u, une série telle que lim | —
0 | Uy
Alors:
i. sil>1 alors ) u, GDV
ii. sil <1 alors Y u, ACV (en particulier lim wu, =0)

n—4+0o0

=1 e R* U {+o0} existe.

iii. si l =1 alors pas de conclusion quant a la nature de la série

démonstration:
l'idée consiste a dire que
l'u-n-o-l|

T = 0.8 alors (|u,|) serait une suite géométrique de raison 0.8.
Unp

e si ['on avait

i l’”n+l| e 5 . P Y k
e silim ﬁ =1 < 0.8 alors (|u,|) est majorée par une suite géométrique de raison 0.8
Un




cas [l < 1

1. [On écrit la définition de la limite avec les 5]

Ve > 0,dN € N,Vn > N, |“'"+|]| -l Le cad Ve >0,AN e N Vn 2 N,l—¢ < |"|’n-+|1| L<l+¢
Un Unp

2; (On choisit judicieusement ¢ pour avoir une raison [ + ¢ < IJ
Comme | < 1, il est possible de choisir £ > 0 tel que [ + = < 1.

1-1>0 1-1
———— Par exemple, on prend ¢ = 5 ona alors

® ® *—
!

3. [On en déduit la suite géométrique majorante]

On montre en classe que ¥n = N, |u,| < (I +&)" VN.uy

4. (On conclut que )’ |u,| CV grace au théoréme |10




On en déduit que Vn = N, |u,| = |uy| et donc que ) |u,| est GDV

casl=1

Donner 2 exemples




4 Produit de Cauchy de deux séries numériques

Q: EST-IL POSSIBLE DE DEFINIR LE PRODUIT DE DEUX SERIES?

4

-‘@'—théoréme 16: Produit de Cauchy

Soit " u, et > v, deux séries absolument convergentes.

n
On note w, = ), UpUqy = D UpUpn—p = UUn + U1Vp—1 + ... Un—1V1 + U,V pour tout n =0
ptqg=n p=0

-+ 00 +OC =0

Uw,, =3 “")('Z Up)

n=(0 n=0

Alors la série de terme général w,, est absolument convergente et

n=

400
rem: on notera que Uon n'a pas (Y. un)( D, vn) = D uy.vn
n=0 n=0 n=0
rem: la formule du produit de Cauchy de deux séries numériques évoque la formule du produit de deux
polyndomes




exemple 12: produit de Cauchy et fonction exponentielle

n

-~

1. Montrer que pour tout complexe 2, la série de terme général — est convergente.
n:
“+ 0o 7'."

On rappelle que par définition on note [exp(z) = > — pour tout z complexe

n=I(

2. Retrouver avec cette expression de exp(z) que exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tout (a,b) € C?










