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KB 1. Fungsi Trigonometri

Trigonometri adalah ilmu yang mempelajari tentang hubungan antara
sisi dan sudut dari suatu segitiga serta fungsi dasar yang muncul dari
relasi tersebut.

1. Identitas Fungsi Trigonometri
a) Definisi dasar nilai fungsi trigonometri
Identitas trigonomtri adalah kesamaan yang membuat
perbandingan trigonometri dari suatu sudut
B
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Sifat dari fungsi trigonometri
1.  sin®?8 + sin®f = 1.
2. Jikacos® # 0,maka 1l +tan®8 = sec?@.
3. Jikasin® # 0, maka 1 + cot®8 = csc?@.
4. sin{—#) = —sin# dan cos(—8) = cos .

5. sin(g—ﬁ):casﬁ danccs(g—ﬁ):sinﬂ_

. . n e
6. sm(;+ 9)—c059 dancos(2+9) = —siné.
7. sin(m — @) = sin @ dan cos(mr — 8) = —cos@.
8. sin(m+68) = —sin@ dan cos(m +6) = —cos 0.
9. sin(%ﬂ—ﬂ): —cos@ dancos(%ﬂ—ﬂ) = —sinf.
10.  sin (3—ﬂ+ 3) = —cos @ dan cos (3—ﬂ+3) = sin@.

2z 2

11. sin(2mr—8) = —sin# dan cos(2m — @) = cosA.
12, sin(2m+ 8) = sin#f dan cos(2Zm + 8) = cos 6.

b) Aturan sinus menjelaskan hubungan antara perbandingan
panjang sisi yang berhadapan dengan sudut terhadap sinus
sudut pada segitiga.

Pada suatu segitiga ABC berlaku
Aturan sinus

a b c

SinA ~  SinB ~  SinC

Perluasan Aturan Sinus

a b c
SinA ~ SinB ~  SinC 2R

R merupakan jari-jari lingkaran luar segitiga

c) Aturan Cosinus menjelaskan hubungan antara kuadrat
panjang sisi dengan nilai cosinus dari salah satu sudut pada
segitiga.

2 2

a =b +c¢c — 2bccoscos A
2 2

b =a +c¢c — 2accoscosB

c = a2 + b2 — 2bccoscos C

d) Periode dan amplitudo fungsi triconometri




Sebuah fungsi f dikatakan periodik jika terdapat sebuah
bilangan positif p sehingga f(x + p) = f(x) Vx € Df. Nilai p
terkecil disebut periode

2. Invers Fungsi Trigonometri
a) Invers fungsi sinus
b) Invers fungsi cosinus
¢) Invers fungsi tan
d) Identitas invers fungsi trigonometri

3. Rumus jumlah dan selisih fungsi trigonometri.
a) Identitas jumlah dan selisih sudut

cos(a + ff) = cos.cosff + sina.sinf
sin(a + ) = sina.cosf + cosa.sinf

tan(a + ) =

b) Identitas sudut ganda

cos(2a) = cos2 a — sin2 f§
=2cos2 a — 1

=1 =232 a

c) Identitas setengah sudut

sin(z—r):— l—gusavsm(%) ’l—gﬂsa

cos(i) =— 1+?SHVC05(%) = 1+zoscr

-

d) Identitas jumlah fungsi trigonometri

. . (x+y x—y
smx-l—smy_Zsm( 5 ).ms( 5 )

B x+y X —y
msx+cns;-.-'_2ms( > ).cos( 5 )

¢) Identitas perkalian fungsi trigonometri




1
sinx.siny = — 5 |cos(x + y) — cos(x — y)|
1
COSX.COSY = E[ms(r + v) + cos(x — y)]

1
sinx.cosy = E[sin(x +¥) +sin(x — y)|

KB.2 Fungsi, Jenis Fungsi, dan Limit Fungsi
1. Fungsi, Jenis Fungsi dan Operasi pada Fungsi
a) Pengertian Fungsi
Suatu fungsi f dari himpunan A ke B merupakan pasangan
terurut f € A x B sedemikian sehingga memenubhi:

(HW¥x€eEAIyeEB3(xy)E fdan
(2)(xy)Efdan(x,2)Ef=2>y=2z

b) Jenis Fungsi
= Jenis fungsi berdasarkan sifatya dibedakan menjadi
e Fungsi satu-satu (injektif)
Misalkan fungsi f: A — B. Fungsi f dikatakan
satu-satu atau injektif (injective)
jika untuk setiap dua unsur beda di A mempunyai
peta yang beda. Definisi ini dapat
disajikan secara formal sebagai berikut:
Fungsi f dikatakan satu-satu: V x1, x2 di 4, x1 # x2
= f(x1)# f(x2).
e Fungsi pada (surjektif)
Dipunyai fungsi f: A — B. Fungsi f dikatakan pada
atau surjektif (surjective)
jika Rf = B. Definisi ini dapat disajikan secara formal
sebagai berikut:
Fungsi f dikatakan surjektifjikaVx € B,3y € A3
f)=x.
e Fungsi bijektif
Fungsi f: R — R dikatakan bijektif apabila fungsi f
merupakan fungsi injektif dan
sekaligus surjektif

= Jenis fungsi berdasarkan kemonotonannya dibedakan

menjadi:

e Fungsi naik
Dipunyai fungsi f: A — B. Fungsi f dikatakan naik
jika fungsi f melestarikan
urutan. Definisi ini dapat disajikan secara formal
sebagai berikut:
Fungsi f dikatakan naik: V x, y €A, x <y = f(x) <
).




Fugsi turun

Dipunyai fungsi f: A — B. Fungsi f dikatakan turun
jika fungsi f tak

melestarikan urutan. Definisi ini dapat disajikan secara
formal sebagai berikut:

Fungsi f dikatakan turun: Vx, y € A, x <y = f(x) >
f).

= Fungsi-fungsi yang tergolong jenis fungsi aljabar di

antaranya

Fungsi trigonometri

Fungsi invers trigonometri (siklometri)
Fungsi logaritma asli,

Fungsi eksponensial

Fungsi hiperboliks

» Fungsi-fungsi yang tergolong jenis fungsi aljabar di

antaranya:

fungsi linier, fungsi kuadrat, fungsi kubik, dan
seterusnya yang dikenal sebagai fungsi polinomial,
Fungsi polinomial mempunyai bentuk f(x) = anx
n+...+a2x

2+ alx+ a0,

pangkat tertingginya menunjukkan orde atau derajat
dari fungsi polinomial

tersebu

fungsi rasional

suatu fungsi berbentuk f(x) — P

Q)
dengan P(x) dan Q(x)
adalah polinomial atau suku banyak dalam x dan Q(x)
#0
fungsi irrasional
fungsi aljabar yang mengandung faktor penarikan akar.

Bentuk umumnya f(x) =g (x)
dengan g(x) >0

» Terdapat juga jenis fungsi khusus:

fungsi dengan nilai mutlak (modulus)
fungsi ganjil/genap.

fungsi periodik

fungsi tangga.

¢) Operasi pada Fungsi
Misalkan f dan g adalah fungsi-fungsi dan k suatu konstanta,

maka:




(@) (f +9)(x) = f(x) + g(x)
(b) (f —9)(x) = f(x) —g(x)
(c) kg(x) = k.g(x)

@) (f-9)(x) = f(2).9(x)
© B =29 %0

gix)

2. Komposisi Fungsi dan Fungsi Invers

a) Komposisi Fungsi
Dipunyai fungsi-fungsi f dan g dengan Rg N Df # @. Fungsi
komposisi f o g didefinisikan sebagai
(f o g)(x) = flg(x)] ¥V x € Rg N Df.

b) Invers Fungsi
Misalkan fungsi f: A — B. Jika terdapat fungsi
g: Rf — A sehingga nilai-nilai g[f(x)] = x, Vx € A maka
fungsi g disebut invers f dan ditulis g = f'

3. Limit Fungsi
a) Barisan dan limit barisan
Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah
himpunan bilangan bulat positif atau bilangan asli (N) atau
himpunan bagiannya.
b) Limit Fungsi
Dipunyai Ll_r?}l flx)=1L, L1_rﬂ g(x) = M, dan K sembarang

(a) JI:i_r.ré (f(x)+g(x)=L+M
(b) im K.f(x) =K - L
(¢) lim f(x) - g(x) =L -M

(d) lim£2 = = jika M # 0.

x—a gix)
¢) Limit fungsi trigonometri

(a) limsinx = sina
X—a

(b) limcosx =cosa
X—+d

(c) limtanx =tana
X—a

(d) limcscx = csca
X—a

(e) limsecx = seca
X—+d

(f) lim cotx = cota
X—+a

4. Limit Sepihak




Dipunyai fungsi f: (a, b) — R, dan c di selang (a, b). Limit fungsi f
untuk x

mendekati ¢ dari kanan adalah L, ditulis dengan

limx—c+

flx) =1

jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sehingga | f(x)
-Ll<e

apabilac<x<c+a

Dipunyai fungsi f: (a, b) — R, dan c di selang (a, b). Limit fungsi f
untuk x

mendekati ¢ dari kiri adalah L, ditulis dengan

limx—c-—

flx) =1L

jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sehingga | f(x)
-Ll<e¢

apabilac—-éd<x<c.

5. Limit Tak Hingga dan Limit di Tak Hingga
Dipunyai fungsi f: R—{a} — R.
limx—a
flx)=+2=VM>0385>05 f(x) >M apabilaO< |x —a] <é.

Dipunyai fungsi f: R — R.
limx—+ f(x)=LVe>03I M>03 |f(x) — L| < & apabilax>M.

6. Kekontinuan Fungsi
Syarat untuk suatu fungsi dikatakan kontinu: yaitu

1. f(x) ada
2. f(c)ada
3. f() = f()

KB. 3 Turunan dan Aplikasi Turunan
1. Definisi dan Rumus-rumus Turunan Fungsi
a. Definisi

Salah satu masalah yang mendasari munculnya kajian tentang
turunan adalah gradien garis singgung (m). gradien garis
singgung f di titik P dapat diperoleh dari gradien garis PQ
dengan Q sangat dekat dengan P. Dengan kata lain, gradien
garis singgung f di titik P (dinotasikan dengan m) dapat
diperoleh dengan

m = lim mg,, = IimﬂE th =7
Cg=p T h-o h '

b) Turunan Fungsi




Turunan dari fungsi f adalah fungsi f' dengan

= [ EED @

h—0 h

¢) Teorema-teorema turunan

Jika f'(c) ada maka f kontinu
pada ¢

d) Aturan rantai
Aturan rantai didasari dari turunan fungsi komposisi. Jika g

mempunyai turunan di x dan f mempunyai turunan di g(x)
Maka

dl(f e g)x¥)] _dl(f = g))] dlg(®)] _ .
dx T T dlg0] | dx = flg(x)]. g"(x)-

Mis:y = (fog)(x) danu = g(x)
dy _ dy du
dx ~ du’ dx

2. Turunan Fungsi Implisit dan Fungsi Invers

a. Turunan fungsi implisit
penulisan variabel x dan y dalam nilai fungsi berada pada ruas
yang berbeda atau dituliskan sebagai y = f(x).
Fungsi yang nilai fungsinya disajikan dalam ruas yang berbeda
yaitu
y = f(x) disebut fungsi eksplisit.

b. Turunan Fungsi Invers
Jika f mempunyai turunan pada I € R dan f' (x) # 0 pada |
maka
f! mempunyai turunan pada f(I) dan dapat ditentukan dengan

g _ 1 dx 1
(=) = RO e TR

dx

3. Aplikasi Turunan




Berkaitan dengan nilai ekstrim suatu fungsi yang mencakup nilai

ekstrim maksimum dan nilai ekstrim minimum

Diberikan fungsi f:I — R,/ € R, dan M = f(c) untuk suatu c € I.

(a) M merupakan nilai maksimum (mutlak) f apabila M > f(x) Vx
€l

(b) M merupakan nilai minimum (mutlak) f apabila M < f(x) Vx €
I.

(c) Nilai maksimum dan minimum suatu fungsi disebut nilai
ekstrim (mutlak) fungsi tersebut

Kemonotonan grafik fungsi: f'(x) > 0

Kecekungan grafik fungsi: f''(x) > 0

KB.4 Antiturunan, Integral, dan Aplikasi Integral

1. Antiturunan
a. Konsep Antiturunan
Antiturunan adalah yang merupakan balikan dari turunan,
disebut juga dengan pengintegralan tak tentu.

= Integral tak tentu antara lain:

i x dx =

r+1

X
r+1 +c
» Kelinieran

Dipunyai f dan g fungsi-fungsi yang mempunyai turunan
dan K suatu konstanta. Untuk f dan g berlaku aturan
berikut.

. [Kf(x)dx =K [ f(x) dx,
2. [[f(x)+g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x) dx,
3. [If() —g()]dx = [ f(x)dx — [ g(x) dx.

b. Teorema pergantian dan inegral parsial
» Teorema pergantian

Dipunyai g mempunyai turunan pada Dg dan Rg c |
dengan [ adalah suatu
selang. Jika f terdefinisi pada selang I sehingga

F'(x) = f(x), maka [ f[g(x)]g'(x) dx = F[g(x)] + C.

= Integral Parsial

Jika U dan V adalah fungsi-fungsi yang mempunyai
turunan pada selang buka I,
maka [U. dV =U.V -[V.dU.

c. Teknik Penginegralan
= Teknik pengintegralan yang diperoleh dari turunan

maupun integral




Teknik pengintegralan

! Idx=x+£'
2 | JK dx=K-x+C,dengan K suatu konstanta
3 |JK-f(x)dx=K- [ f(x) dx, K suatu konstanta
4
[flx)+ glx)]dx = | fix) dx+ | g(x) dx
5 Ih+1
Ix” dx = +C
n+1
d
b I—x=ln|xl+£'=ln|f.'|x|
X
=
' Je‘ der=e*+0C
8 j'urdx=£+£'dengana}lldana;1
9 )
siny dx = —cosx + C
10 Icusx dx =sinx +C
I Isec}-x dx =tanx + C
12
fcscl:r dr = —cotx+C
13 Isecx-tanx dy = secx +C
14
cscx ooty dy = —cscx +C
15 Itanx dx = —In|cosx| + € = In|secx|+ C
16 Icutx dx =In|sinx| 4+ C
17 Isecx dy = In|secx +tanx| + C
No | Teknik pengintegralan
13 Icscx dx = In|cscx —cotx| + C
19 dx
I—=sin'1x+ﬂ=—cns'1x+ﬁ'
V1 —x?
dx
20 — —=tan lx+C=—-cot lx4C
1+ x2
d
2 I— ,I= sec x| 4+ 0= —csc x|+ C
|x|vx2—1
22 il
Iv’az—u’- sin” ( )+r: — COS (E)+E
23 du u U
Ia2+u1 (E) = ——Eﬂt (E}+f
24

Iu—uu—a = %sec‘l (E) +C= —ltsc“ (E:] +C




= Integral Fungsi Trigonometri

Integral bentuk dapat diselesaikan dengan mudah
untuk beberapa kasus nilai m dan n yang tertentu.
Kasus m ganjil atau n ganjil dan Kasus m genap
dan n genap

= Integral Fungsi Rasional

Teknik pengintegralannya fungsi rasional tak sejati
diubah menjadi fungsi rasional sejati dengan
pembagian. Setelah menjadi fungsi rasional sejati,
berikutnya jadikan sebagai penjumlahan dengan
penyebut faktor-faktornya.

2. Deret dan Notasi Sigma dan Jumlah Rieman

a) Deret dan Notasi Sigma

b) Jumlah Riemann
Dipunyai [a, b] suatu selang tutup. Suatu partisi Pn untuk
selang [a, b] adalah sebarang himpunan yang terdiri (n + 1)
bilangan
{x0, x1, x2, ..., xn}, dengan
a=x0<xl<x2<--<xn=>b.

3. Integral Tertentu
Dipunyai fungsi f:[a, b] — R.
Jika limIPI—0 )’ f(¢i). Ai x ni=1
ada, maka dikatakan fungsi f terintegralkan secara
Riemann pada selang [a, b].
Selanjutnya ditulis
limIPI—0 Y. f(ti). Aix =] f(x)dx

Sifat Penjumlahan Selang

4. Aplikasi Integral
a) Luas daerah pada bidang datar
b) Volume benda putar

= Metode putar
= Metode cincin

= Metode sel silinder (kulit tabung)
¢) Panjang busur suatu grafik fungsi




d) Luas Permukaan benda putar

Daftar materi yang sulit
dipahami di modul ini

Identitas Trigonometri
Antiturunan
Volume benda putar

Daftar materi yang
sering mengalami
miskonsepsi

Identitas Trigonometri
Antiturunan
Volume benda putar




