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Epreuve spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

PROBLEME D'ANALYSE
PARTIE |

1. La fonction cosinus est continue sur e, et on a bien "%V €& 00s{x + )+ cos(x - y) =2 cos x cos y , donc cos € E.

X X LY Y X =X Yy X,y —x -y Lty ()
chxchy+shxshy:e +e ><e +e +e e Xe e :2e e’ +2e e _e +e =ch(x+y)
2. 2 2 2 2 4 2 )

On en déduit par imparité de la fonction sh que P (x=y)=chxch y-+shxsh y , puis en additionnant les deux
formules membre a membre que I (x+y)+ch (x—y)=2ch xch y , etenfin que ch € E.

vy el fo (x4 )+ fo (=)= flale+ p))+ flal—y))= floxx+ay)+ floxs—ay) = 2f(ex)f(ew) =21, (x)1, (v)
3. feE

La fonction Ja héritant de la continuité de £, on peut conclure que Ya € eaf; € E.

4. a.Enposantx=y=0, on obtient Zf(O): 2(f(0))2 , Ce qui entraine f(0)= Oou f(0)=
b. En posant y = 0, on a alors vx.2f(x)=2/(x)f (0) . d'ou f(0)=0=r=0 _
c. En posant x = 0, on obtient aussi vy, f()+ 1 (y)=2/0)1(y) . Donc, si /(0)=1 ,ona f(—y):f(y)_

/[ étant définie sur tout e, on en déduit bien que si f{0) = 1, alors f'est paire.

PARTIE 1l

A.

X+7,

= x+y,dx=du VxeN,I;f(x+y)dy f( )d”

1. a. Grace au changement de variable “ ,ona

—X+r

Vx el ,L’f(—x+y)dy f( )du

b. De méme, . Or I'nypothese f{0) = 1 implique la parité de f, d'aprés |.4.c.

Il en résulte que Sex+y)=flx-y) , et que de plus, en faisant le changement de variable v = —u, on a

—\’+i
I 1 (o4 )du —J. f(v)av
. Par conséquent, en utilisant la relation définitoire de E, on obtient:

Vx el M [21 ) () = [(£ (x4 9)+ ety = ; (wu+[" 1o

2. a.Comme £{0) = 1> 0, et que f'est continue en 0, freste strictement positive sur un voisinage [-r:r] de 0.

I (y)dy>0

b. f'est continue sur ps, donc admet des primitives sur es. Soit F I'une d'entre elles. F est de classe C' sur Pos

L )du+j fv)dv—j f )du— (x+r) F(

1

Il en résulte que pour cette valeur de r,

Alors .D'aprés 1.b. et 2.a.:



Vi el ,f(x)z F(x+r)—F(x—r)
2 f(r)ay

- . . . . 1 N
Jfapparait donc comme une combinaison linéaire de fonctions de classe C sur es. D'OUf € C*l(ﬁl

c. On déduit de la question précédente que F est de classe ¢ sur gx, puis qu'il en est de méme pour f.

Par une récurrence immédiate, on démontre alors que [ € C(ea).

o c=2[ f(v)dy >0
d. En reprenant la relation établie en b., et en posant 0

Vx ell ,cf’(x):f(x+r)—f(x—r)

, on obtient par dérivation que:

En redérivant la relation obtenue en 2.d., on a czf"( ):Cf’(xJ’r)_cf‘(x_r) .
En utilisant encore 2.d. on obtient ()= (F(r+2r)= f()= (£ (x) = £ (x=2r) = =2 (x)+ (f (& +2r)+ £ (x-2r)) .
Enfin, en appliquant la relation définitoire de E, on arrive a i (x): _Zf(x)+ Zf(x)f(Zr) .

lzzf@?—l

En posant ¢®  on montre donc bien que; 7+ € "X €l ()= 2

B.
i u>0—>{(,x achxﬁ+ﬁshxﬁla,ﬁe&}
i) u<0—>{(N,xM acosxﬁ+ﬂsinxﬁla,ﬂe@}

iy #=0->{0.x0 pr+a)a.pe}

Les éléments non identiquement nuls de E sont a chercher parmi les fonctions de I'une des trois formes
ci-dessus, vérifiant f{0) = 1 et paires (d'aprés 1.4.c.). Distinguons les trois cas i), ii) et iii):

i) La parité impose 3 = 0 et la condition f{0) = 1 impose a = 1. Réciproquement, d'apres les questions I.2. et |.3.,

les fonctions du type Xl ch x\/Z(z ch x(_ ‘/Z)) conviennent toutes.

ii) La parité impose B = 0 et la condition f{0) = 1 impose a = 1. Réciproquement, d'aprés les questions 1.1. et .3,

les fonctions du type * : Cosxv_“(z cos x(_ V_“)) conviennent toutes.
iii) La parité impose 3 = 0 et la condition f{0) = 1 impose a = 1. Réciproquement, la fonction constante égale a 1
vérifie bien la relation Sl y)+ fle=y)=2/()f () )

En conclusion: E :{xM chlx;x N cosAx, A €ll +}u{x@ 0}_

- +
Il en résulte immédiatement que F = {xN cosAx,A €l }

PARTIE llI

A.

Comme f'n'est pas la fonction nulle, on démontre comme en |.4.a. et 1.4.b. que f0) = 1.
de méme, on démontre comme en |.4.c. que fest paire. Or, par définition de E, f's'annule au moins une fois sur

ex, et ce n'est pas en 0. Il en résulte par parité que fadmet au moins un zéro strictement positif.



E est un ensemble non vide de réels (d'aprés la question précédente), minoré par 0.
Par conséquent, £ admet un rne inféri

On sait qu'il existe une suite u d'éléments de E qui converge vers a. Comme fest continue en a, f(u) — fla).
Mais la suite f(u) est la suite nulle, par définition de E. Donc f{a) = 0. Comme f{0) = 1, on en déduit que g > 0.

S'il existait *0 € [0:4] tel que lx)=<0 , alors on aurait 1(0)f(xo)<0 , et grace a la continuité de f; on pourrait
appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires: il existerait *1 € [0:x0 J = [0:.4] , tel que /(x)=0 .

ce serait en contradiction avec le fait que « est le plus petit élément de £. Donc "~ € [0:af(x)>0 .

B.

a

X = y = n
a. Soit ¢ € ®. Il suffit d'appliquer la relation Sl y)+ fle=y)=2/()f(2) 4 2" bour obtenir (car f{0) =

; f(ziq}l - Z{f [ 2 H

2
cosa = Z(COS gj -1

b. La formule bien connue montre que la fonction g vérifie également la relation encadrée

[ a a
ci-dessus pour /. Il suffit donc pour amorcer une récuurrence triviale de vérifier que 2 277,

T a a
g(a)z cos(z.a] =1 =f(a) i Vg el ,f(z—qj = g(z—q

Or j . De méme, on montre

Vp,q €ll ,f(pi}g(pi]
24 24

o a a
Vp,q €ll ,f[p7j=g(p—
249

Les fonctions de E étant paires (d'aprés 1.4.c.), le résultat 21 j s'étend a toutp € .

Cela se traduit alors par: "~ € D, /(x)=g(x)

Soit x € ea. Il existe une suite (x" ) d'éléments de D, qui converge vers x. Par continuité de fet de g en x, les

suites /() gt &0x1) convergent respectivement vers J() et 2x) | or tes suites /%) et 806) sont égales,
d'aprés 2.

Par unicité de la limite, on en déduit que f(x) et g(x) . Comme c'et vrai pour tout x, on a bien f= g.

C.

D'apres la question précédente, les fonctions de F sont toutes des fonctions du type * i cosox Et réciproquement,
toutes ces fonctions conviennent: elles appartiennent a E par I.1. et 1.3., et vérifient bien les conditions spécifiques

aux éléments de F. On retrouve donc que

F :{xN coswx,m €l +*}.

PROBLEME D'ALGEBRE

PARTIE | : Généralités, exemples



n

T(“(’”u,;)”"( i 1)) T((‘Xm +a'm' ;)) ey +am'y ):azn:mk,k +a'zn:m'k,k :aT((mi,j ))*a'T((m'f,/ )

a. k=1 k=1 k=1
Il en résulte que T est (une forme) linéaire.
T, (oM +a'M")=T(U(aM +a' M")) s al (UM )+a' T(UM")=aTy, (M )+a'T,; (M")
b. linéarité de T ,donc I, € E*.

C. KerTy =Hy , et par conséquent 4, est un sous-espace vectoriel de £.

E (1 oj P (0 1) - (o 0] [o 0]
L1 = 1.2 = 21~ 22 = . . .
a. 00 00 10 01 ) (51,1sE1,2,E2,1sE2,2) est la base canonigue de

Mz(g)

b+d b
[1 1}{0 bj:(a+c b+dj T[(Wrc b+dn=a+b+c+d Hy :{a djeMz(M ),a+b+c+d:0}
b. 1 1) (¢ d a+c b+d ot at+c b+ donc ¢ _

T,(1,)=4%0 dimImTy, >1 Im7, B = dimImT, <1 dimIm Ty, =1

. Finalement
dimkerTy; =3

C. , donc . Mais d'autre part
La dimension de M,(es) étant 4, et T, étant lingaire, le théoréme du rang permet d'affirmer que
or KerTy =Hy _donc dimHy =3

0

1 0
d. La matrice -1 est inversible (car diagonale a coefficients tous # 0) et dans H;, donc Hy NGL, (N );t Z

PARTIE Il : Quelgues résultats utiles pour la suite

a. m=1 k=1 \m=1 interversion des = =1 \ k=1 i jek =1 _1=1
tA:(aj-) (AB) ZZ 111/
b. (|1) i=1 j=1
n n n n n n n n
7(B.4)= (b,0a,)=>"> (a,,b,,)= (a,,5,,) = >N a, b, =T(4B)
) =1 =1 =t =1 =1 =1 1>y J=1 =1 .

a.SiU=0,alors T=0 et H, = E, donc dim H, = .
b. Sinon, U posséde au moins un terme non nul. Soit (jo’iO) l'indice de ce terme.

Comme le produit de U a droite par la matrice "/ est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles, sauf celle

de rang j,, qui contient la colonne de rang i, de U, le seul élément diagonal non nul de ce produit est le terme

i T, # 0
diagonal d'ordre j,, qui vaut précisément celui d'indice (JO”O) de U. Il en résulte que U( ’“’“)

. . . . 2
Par suite, T, est une forme linéaire non nulle sur E, dont le noyau H, est de dimensionn — 1.

T, \E,,)=T\E,;.E,)=T\'E, ;.E . . .
a. ”/( n ( H k”) ( o k”). D'aprés (1,), on obtient la somme des produits des termes de méme

indice de E;; et E;,. Pour qu'un tel produit soit non nul, il faut et il suffit que chacun de ses facteurs soit égal & 1.

Cela ne peut se produire que si (i,j) = (k,[), et dans ce cas il existe dans la somme un unique produit valant 1, les

7, (Eei)= {?:((' ')) ((,f ,l)) )

4

autres étant nuls. On peut en déduire que (symbole de Kronecker).



n n

ZZAU T, =0p

b. Supposons que ! /! . Alors en appliquant cette relation & chaque matrice E;;, on obtient
(kl 9222’11 i,j Ekl =0 ZZ)"I] lekl }“k,l'lzz’k.l
=l = . Or d'aprés la question précédente, =' /=!

on en déduit que la famille des T;; est libre dans E*. Comme elle posséde n elements et que dim E* = n on peut
conclure que les formes T, forment une base de E*.

L'application ¢ est linéaire. En effet (on utilise la linéarité de T):
[l +a' UNM) =Ty s (M) =T((@U +0' UM )= aT (UM )+ o' T(U' M )= (0T} +a' Ty M ) =|ap(U)+a' o (U)][M)

Cette relation étant vraie pour tout M € E, on a bien I'égalité entre les formes ‘P(aU“La'U') et a(p(U)+a'(p(U’) .
De plus, elle transforme la base canonique des matrices élémentaires de E en la base des T;,.

On en conclut que ¢ est un isomorphisme de £ vers E*.

a. Par définition d'un hyperplan d'un espace vectoriel de dimension finie, lajjmgngignjg_ﬂg@m_nzi_.

b, AEH = H o veet(4)= {0} Or 4 # 0, donc dim vect(4) = 1. D'aprés la formule de Grassmann, on en déduit que

H +vect(A) H +vect(d)=E E=H®vect(4)

vaut n2 -1+1= nz. Donc , et finalement

c¢. On sait qu'on peut définir une application linéaire par ses restrictions sur deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires.

Ainsi. [a.f néaire / dont | ction & 11 I . . imet bi _
AW eE H=H,

la dimension de

d. Soit U I'antécédent de [/ par ¢. On a alors H = Ker / = Ker T, = H,. Donc

PARTIE Ill : Le résultat général

a. Si on considére I'endomorphisme de px” canoniquement associé a P, cet endomorphisme envoie la base

canonique lerseasse,) de e sur la famille leaiienien) transforme donc une base de pa" €n Une base de py".
Il en résulte que P est inversible.
,
R Ty, (P):T(’R,.P):me. =0 bl
b. Comme “r = "7 laformule (I,) nous permet de calculer =l . Donc L

D'aprés 11.5.d., tout hyperplan H de E est de la forme H,, pour une certaine matrice non nulle U.

Hpy T(R,.P)=0

Si on désigne par r € [1;n] le rang de U, alors d'aprés 1.b., la matrice P appartient a , donc

Comme R, peut s'écrire sous la forme S,.U.S,, on a 7((5,:U:5,}P)=0
Mais 7(81:U.8,)P)=T7(5,.(U S, .P)) , qu'on peut d'aprés (I,) aussi écrire 7(U.s,.P)S,) . puis T(U(S,.PS,))

T(U(S,.P.S,))=0

Il en résulte que , et par conséquent que S,.P.S, € H, = H.

Mais S, et S, étant inversibles, S,.P.S, I'est aussi, ce qui achéve la démonstration du résultat général:

I lan d . . ice inversit



