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Premiere partie

t sur l'intervalle [_ﬂ’ﬂ[.

Soit >0 et Ja la fonction 27 -périodique valant e’

1. Pour cette question, on prend 4 = 2

a. Tracé du graphe de /2 sur [_2ﬂ’2ﬂ[ .

" s -, T .

Compte tenu de la période et de la définition de Ja sur [ [ , on peut dire que Ja est une
. . . 1

fonction paire, continue et de classe € par morceaux sur ¥ .

[-27,27] de celui sur [0.7] , en effectuant une symétrie par

AN

rapport a Oy, puis la translation de vecteur 271 dela portion du graphe correspondant a [0’ ﬂ[ ,

On déduit le tracé du graphe sur

et

wy

enfin la translation de vecteur 27 ¢ de la portion du graphe correspondant a [_ﬂ’ 0[ .

200+

200+

2004

1004

> restart:

> fi=proc(x)
local rep;
if x<=evalf(Pi) then rep:=exp(2*(x+2*P1));
elif x<=evalf(P1) then rep:=exp(2*abs(x))
else rep:=exp(-2*(x-2*P1));



fi;rep;
end:
> plot(f,-2*P1i..2*Pi); (Attention, la courbe passe par le point (0,1) et non pas (0,0), effet d'échelle!)

b. Mémes remarques pour le graphe de e

Attention, l1a aussi on a l'impression que la courbe passe par le point (7.0) avec une tangente

-2r
horizontale, ce n'est pas le cas, il s'agit du point (7,¢™) et clest un point anguleux.

2. Coefficients de Fourier d'une fonction 7-périodique, définie sur M continue par morceaux.

2"

On pose : @ etalorsona:
2 ¢r 21 .
a, = —j f(t)cos(nwt)dt et b, = —j f(t) sin(nowt) dt
rJo reo pour les coefficients de Fourier réels.
4a

Notons bien qu'avec cette définition, le premier terme de la série de Fourier de f est 2 .

1 ¢r
) S a=7[, S d N
Une deuxiéme convention consiste a prendre r . C'est celle-ci qui fait que la formule

demandée dans la troisieme partie, question 5 est juste. Ces deux conventions ont leurs avantages et
leurs inconvénients. ..

L'écriture ce ces coefficients de Fourier peut étre modifiée pour tenir compte de 1'éventuelle parité de f.

T
a, _4 j 2 f(t) cos(nwt) dt et b =0
Exemple, si f est paire, ree .



¢ =1 [ r@yerar
reo coefficients de Fourier complexes de f.

" fde et [T fL @) adrt
3. a. Calcul de J. o L’ .
2

Ona-: [ fwdi=2] f.@)ydi=2] " dl‘=;(e”” -1) |

[ rowdi=2] f @y de=2] ¢ di=-2(e" -1)

De méme, p
) 2 o § 2 —an
Conclusion : j_ﬂﬁz(t) dt=;(e —1) et J._ﬂf_a(t) dt:—;(e _1) |

b, Caleul d I: e” cos(nt) dt
. Calcul de .
u =cos(nt), u'=-nsin(nt)

vi=e" yv=—e

Une premicere intégration par parties donne : a d'ou :

.4

j " e cos(nt) dt = [1 e cos(nt)} 2 j " e sin(nt) dt = l[(—1)" e —1]+ n j " e sin(nt) dt
0 a o a*’ a a’’

u=sin(nt), u'=ncos(nt)

1
v'=e" v=—e
a

at

Une deuxiéme intégration par parties donne : de sorte que :

T at . : 1 at . : i nen at nen at
j e’ sin(nt) dt =| —e” sin(nt) | — —I e” cos(nt) dt = ——J. e” cos(nt) dt

2
o j "e" cos(nt) dt = é[(—l)“ e —1]—’;—2 j " e" cos(nt) dt
maliement : .

¢. Calculs des coefficients de Fourier de Ja .

[ fioyde=2(e" —1) etdonc a,=—[" f,(t)dt =—(e" —1)
D'aprés 3.(a), =" a e ar avec la
premiere
1
a, = —(e"” -1
convention et ar avec la deuxiéme convention.

D'apres 3.(b),

}’lz T at 1 "o Cet -
(l+a—2 J‘O o cos(nt) dt :;[(—]) e —1:| donc Jo e cos(nt) dt = PR

|:(_1)n o _1}

, et par



2 ¢n 2a
a, =—| e"cos(nt) dt =————| (-1)"e" —
suite : T J.O m(a® )[ ] .

a, :i(e”” —1) a, =L(e“” -1

Conclusion : ar ou bien ar au choix... et

2a

a =—— | (=D)"e” —=1| pour n>1
o +n)[( ) IE:

y =0 (parité)
On constate que la formule générale reste Valable pour 1= 0 avec
< an 1o

da
[e9 u\.«uAu.«uu.«

1o PPN
TapPr1 \.«1111\.«1 (VA vivsaa UlltlUll mats Pa

Y

d. Calculs des coefficients de Fourier de S .
Dans les calculs précédents, le fait que a soit strictement positif n'intervenait que pour dire ¢ # 0
et donc il suffit dans les formules précédentes de remplacer ¢ Par —¢

pour obtenir les coefficients
de Fourier de Ja .

' I a, = —i(e"“” -1 gy = —L(e‘”” —1)
Conclusion : | Pour /-« ona: ar ou bien ar et

a, =— )'e™ our n>1
! ﬂ(a +n )[( 4 } P b =0,
. AN

. . 1 : a,b Ca
4. a. Une fonction f est dite de classe € par morceaux sur un intervalle [ ’ ] par exemple, si il existe

.. a b = = .. .
une subdivision de [ ’ ] , fy=a<t<..<t,=b telle que les restrictions de faux intervalles

Lt ) ! t,t i=0.n-1
] i ’”[ se prolongent en des fonctions de classe € sur [ ! ’“] .

. . 1
La fonction f sera dite de classe € par morceaux sur ¥

. 1
,si elle est de classe €' par morceaux
sur

tout segment de U .

. : : 1 . : :
Attention, notons bien qu'une fonction de classe € par morceaux peut fort bien étre discontinue

.t
aux points .

Les fonctions Jo et L sont de classe C' par morceaux sur U . (Points anguleux en fp =k )

. et . -, T ~
Les fonctions fa f -a sont continues sur [ ’ [ et méme sur X

1 . \
b. Les fonctions Jo et L étant de classe € par morceaux sur U | elles vérifient les hypothéses de
du théoreme de Dirichlet - Jordan, leurs séries de Fourier respectives convergent en tout point # de

0 etont pour sommes, puisque Jo et f sont continues, Ja@) et £, () .



I‘l (l T

el = e_— 2a Z( — cos(nt)

+
Vt € [_ﬂ-ﬂﬂ[ s —aﬂ 1 (a 1 n _—am
el = — z( ) - cos(nt)
Par suite, on peut écrire : = (@’ +n
Et on en déduit, en faisant la somme des deux expressions :
e —e Q205 D" —e ™
SO+ [ () =—T ( > ) cos(nt)
ar T nel @ +n soit :
L0+ f (0= 4o = 250am)  da 5p CDTsh@n) oy
v T w1 @ tn Cqfd.

5. Calculs de :

+00 _1"1
=i

— n t+a

On fait =0 dans la formule précédente. On obtient :

2sh(a7r) 4a S (=1)"sh(ar) Lo DT 2 2 |\«
- 27 soit Z —{ }

a.

J.O+/f,0)=2=—"— 4
a .

2 2 2 -
TS a+n ‘=a +n sh(ar) an

e [ 1
~a*+n° 2a|sh(ar) an

+00 1

2 2
p. 1t ta On fait =7 dans la formule précédente. On obtient :

2sh(an)  4a *Z”:Sh(an) it Z": 1 {%h(m)_ 2 }1

240t 4a

fim)+f (—m)=e" +e 7 =

ar T wa +n sa+n sh(ar) ar

i 1 ch(ar) 1
~a +n 2a sh(ar) arn

Conclusion :

Deuxiéme partie

+o0 cos(xt)

Vxell , y(x)= I dt

Soit I'application ¥ , définie sur ¥ par: .
Rq: On nous affirme que cette application est bien définie sur ¥ , mais il me semble que la premiére
chose a faire aurait di étre la justification de ce résultat.

cos(xt
Vxell , tN #

. 0,+o0 .
Pour cela : cht  est continue sur [ ’ [ donc localement intégrable sur cet
intervalle. Le seul probléme d'intégrale généralisée est donc en +% .



cos(xt)

Or, au voisinage de 1% | cht  plest pas de signe constant, mais,

cos(xt 1 : 1 . 1
(1) <— et lims’—=0 ce qui assure que — <—
t—o>+wo o . .
cht cht ot cht cht 1" a4 voisinage de +9 , et par suite
que
+o ] +o cos(xt
J' —dt _f D) g
l'intégrale °° ¢ht  est convergente. Dés lors l'intégrale °°  cht est absolument

convergente, donc convergente.

cos(xt)
1) =
i X[O,+OO[ par g(x ) cht

X x[0,+oo

1. a. Soit g définie sur

Cette fonction est bien continue sur [ comme produit des deux fonctions continues :

(x,t) K 1 et (x,0) M cos(xt)
cht )

On a vu dans la remarque que :

eé+e’ € ) 1
>— ce qui assure que — < —
2 t

cos(xt)
cht

SL or ch(t)=
cht 2 cht e

b. Théoréme de continuité pour ¥ .
cos(xt)

o V¢ e[O,+OO[ , xN
cht  est continue sur ¥ .

cos(xt)

eVxell t N 0
’ ) +00
cht  est continue sur [ ’ [ .

2
s
e

cos(xt)

o V(x,t)ell x [O,+oo[ , »
c

. . 0, +o0
fonction indépendante de x, continue sur [ [ et telle

a

. , 0
que l'intégrale est-econvergen

Conclusion : V_est continue sur—L

2. a. Ca commence trés mal, puisque le premier membre de la formule n'a pas de sens pour X =—1

. 1 N . . (_1)N+1XN+1
VX#-1, VNell', —=>(-)'X" +——"—
1 P 1+ X

+X

Alors en faiton a : qui n'est autre que

la formule donnant la somme des premiers termes de la suite géométrique de raison —X .

i(_X)k B 1_(_1)N+1 XN+1
En effet: #=0 I=(=X)

ce qui donne la formule demandée.

1+ X)(1-X+ X+ ..+ =D XY ) =1+ (D" x ™
Ou bien fallait-il faire le calcul développé de (a+ )( A A ) =D .

N _ 1\ N+l
VX #-1, VNel™, ! :z(_l)ka+(l)—X
1+ X = 1+ X




) — 2 .
b. Dans la formule précédente, faisons X =€ " On obtient :

—Z( e, D
l+e” +e™ soit encore
=ﬁ( k g2k (_1)}‘19; o
9t e+e’ = I4e™
2

L Z( l)k e ( 1)N+1872(N+1)t
cht 2

. l+e
et finalement on peut écrire : k=0

¢. On déduit de 1'égalité précédente 1'écriture suivante :

(_ 1)]\[+1 e—2(N+l)l

N
Vxell , VNell", x)=["2¢" e +
yx) =] [Z( ) —

} cos(xt) dt

. o N . o (_1)N+1 e—Z(N+1)T
Vxell, VNell”, y(x)=2] e cos(x)| D (-1)e™ + = dt
Soit aussi : i e

)N+1 —2(N+1)t

R, (x)= J.M e’ cos(xt) - = dt
On pose 0 I+e

e’ cos(xt)

h(x,t) = oo
3. a. Soit la fonction 4 définie sur ! X[O’+OO[ par: I+e
e—l
V(x,t) el x[0,400[, |A(x,0)|<—— <€’ <1 o
Ona: l+e” , donc /& est bien bornée sur . X[O’ +OO[

b. On déduit de ce qui précede que :
(- )N+1 —2(N+D)t |

40 ; 1
di < fo AL S —

’ Ry (x) | < ﬂw e’ cos(xt) 2(N +1)

1+

lim R, (x)=0
Par suite, | N>+ v () .

Ji(x) = IM e cos(xt) e dt

4. Calcul de
Cette intégrale est bien sir convergente car absolument convergente.
1
| e cos(xt) e M| < e PV et J- e gt =
En effet 0 2k +1



u = cos(xt)
V' — e—(2k+l)t
Une premiere intégration par parties donne :

+00

cos(xt) e *F X e (k1)1
J (x)=| - - sin(xt) e =
() { 2k +1 . 2k+1-[0 (1)
u = sin(xt)
V= e—(2k+l)t

Une deuxiéme intégration par parties donne :

u'=—xsin(xt)
__ 1 o2k
2k +1 d'ou
1 o,
S J. sin(xt) eV dt
2k+1 2k+1°0

u'= xcos(xt)
1
2k +1

o k+Di

d'ou

1 . £) e~k to .
Jk (x) = X B sin(xt) e n LJ. cos(xt) oD g
2k+1 2k+1 2k +1 o 2k+1°0 )
c'est a dire :
1 x? x? 1
J, (x)= - J,(x) ce qui fournit : J (x) |1+ =
() 2k+1  (2k+1) () ceq g ){ (2k+1)2} 2k +1

Vxell , Vke{0,.,N}, J (x)=

Conclusion :

2k +1
x>+ 2k +1)°

5. D'apres les questions 2.,3.,4.,on a :
vrell , YNel’, ) —2%(—1#L
’ ’ part x* + 2k +1)
écrire :
Y 2k +1
Vxell , x)= lim 2) (-)f ——
ViR, ;( S +(2k +1)°

+ 2R, (x)

ce qui est la définition de y(x) = Z

lim R, (x)=0
et comme N—o+*

+00

(=D (4k +2)
x* + 2k +1) ‘

k=0

+00

Vxell , w(x):z u,(x), avec u,(x)=

k=0

Conclusion :

(=1 (4k +2)
x>+ 2k +1) |

Troisieme partie

, on peut

sin(2N + 1)t
. o . e B\{km, kel Sy =———
Pour NV €N | on considére la fonction Sy définie sur { } par: sin?
N ) N ) N ) 1= —2iNt 1= 2iNt _ l_e—ZiNr v 1_eZiNr
Z eZ:k{ — 1+ Ze—ZIkI + ZeZIkI — 1 +e—2n — 2it — — 1+ e—ll . — + ell — .
1.Ona ¥V = = l—e 1-e e’ —e e’ —e
N —it it (2 N+1)it —(2N+1)it .. .
. e —e" e —e 2isin(2N +1)t  sin(2N + 1)t
ZeZkrzl_l_ ¢ . _—°_ —1-1+ ( ) — (. ) =S,
Soit : k=N e’ —e e’ —e 2isint sint



N .
Z M 51n(2N+ D)t _ 5, ()
sint

Conclusion : Lk==N

. 2ik . . L .
2. a. Chaque fonction  —>¢€ " est continue sur U . L'expression précédente de Sy permet donc de

N
D> 1=2N+1
dire SN 1 . 4 A : kTC . k (S N =
que se prolonge par continuité aux points , par la valeur =~
lim sm(2N +1)¢
Une autre fagon de faire serait d'étudier ~**  sinf . Orsionpose = kr+h ona:
sin2N + 1)t sin[ 2N +D)(km +h)] (1) sin2N + 1)k sin2N + 1)k 2N +1
. - . - k . - .
sint sin(km + h) (=1 sin(h) sin(/) quand
h—>0
1 . SN QO I’\YI\]{\Y\"D eNn-1Hne 'Fl\ﬂf‘fi‘l\ﬂ N f‘l\ﬂfiﬂ“ﬂl QL M
Concluslon . A PLULULA&U VIT UV TUTIVITUTT CUTITIITOVU OUr

N
viell , 8 )= ™
@ N
N k=—N

2N +1 fonctions 27 -périodiques.

b. est 27 -périodique car et donc "V apparait comme la somme de

Viell , ’;@N (t)‘ < Z\: ‘em
k=N

1\"
8 =Y 1=2N+1
N k=—-N .

c. est bornée sur U car,

L,={"e* & @) adt
3. Soit @ >0 on considére l'intégrale J.O )

1
On montre que “" est convergente en montrant qu'elle est absolument convergente.
t e 8 (1)

2

+oo]

En effet, est continue sur [

seul
probleme d'intégrale généralisée est donc en +© .

donc localement intégrable sur cet intervalle. Le

2N +1

e 8, (]| <@N+D e et jo“”(zzvﬂ) e dt =

Or 2a | ce qui assure le résultat.

+o0 o N ' N v
Ia,N = J-O ef2at @N (f) dr = _[0 ea_at Z eZZkt dt = z J'O e2zkteﬁ2at dt
4. On a, par définition de “V : P et |

ikt _-2at
Jo e"e™" dt u=2t du=2t

s'écrit, en effectuant le changement de variable sous la forme :



J‘(;w eZikte—Zat dt = %J.(:w eikue—au du = ZJ‘ZWH)H ikue—au du

2pr
car:
1 p40 . . 1 e2t4)z . 2(p+h)r _ 2(p+h)z _
_J- etkue au du — llm - etkue au du _ llm _ZI lkue au du ZJ‘ lkue au du
24Jo n—+0 D J0 n—>+0 2pm 2pn
1 &L &2,
aN — E Z J.z etkue au du
. . . r ’ _ pr
On déduit des deux résultats précédents que : k=N p=0

) {f_a(z‘) si te[0,7]
5. Soit 8« l'application 27 -périodique définie par : e tmm) site [ﬂ’zﬂ[ .
a. Pour te [O,n[ ,ona;: 8a O =rf.O)=e" par définition de S .

te [71.’271.[ , I—-TT€ [0’7.[[ g, (t) — e—unf'_a (t _n_) — e—anefa(l—ﬂ) — efat

Pour etona:

vie[0,2z], g,(t)=e"

Conclusion : , et c'est maintenant que I'on peut affirmer que S« est

. . . 1
bien continue par morceaux, (et aussi € par morceaux).

L e Lem .
a,(g,)= —I e “cos(kt)dt et b (g,)= —j e “ sin(kt) dt
b.Ona: mel oY .

Par ailleurs :

+00

2(p+hm /ku —au _ 1| & 2(p+l)” —au 2(p+1)7r /ku 711(11 —au
Lot S S e e[S e S S e
P r=0

2 2
rr =7 2pm

soit :
N 2(p+hm
Ly =5+ 5 [, cos(hu)e™ du
k=1 p=0
2(p+)m _
j cos(ku) e ™ du
Mais alors, considérons l'intégrale *>#~ et faisons le changement de variable

u=2pr+w , du=dw ...

2(p+hHm 2 : 2
L " cos(ku) e du = jo cos(k(2pm +w)) e P dw = 2™ J.O cos(kw) e ™ dw
e soit :

2(p+hm —au _ —2pra
cos(ku) e ™ du=me""a, (g,)

1
2pm ce qui permet d'écrire ~“"V sous la forme :
Ly= Z S e xa,(2,) S e na,(g,) = 7a, (ga)Ze‘Z“””
k=1 p=0 et comme p=0 ona:

N +00
Iy=o-+7 {Zak (ga)} {Ze_zm }
2a k=1 p=0 ‘

. . a
Or en prenant la deuxiéme convention pour ° (8.) ,ona:



I 2
ma,(2,)=7]

0 2a

e dt = L(1 —e " ) d'ou 1 _ra8) (8.) =ma,(g,) Ze_z“p”

2a 1-¢?"

T

Conclusion : | On peut finalement écrire

+00 1

z e—Zapzr —

c. J'ai déja utilisé le résultat : »=°

| SN . ~2an
, somme de la série géométrique de raison € <1 .

lim 7,
6. Etude de V-

T N
]a,N = —2ar Z ak (gﬂ)
l-e k=0

. 1
Une autre expression de ~“" est donc
Or d'aprés la question 5., on a dit que 8a était en fait de classe € par morceau sur U . Elle vérifie

donc les hypothéses du théoréme de Dirichlet — Jordan, donc la série de Fourier de &a converge en
tout

%[ga (t)+g,(t,)] |

point # et a pour somme

lim Zak (8.) ——[ga<04>+ga(o+)] =%a+e—2m)

AinSi, pour t=0 ’ N =+
lim 7, , = ﬂz l(1+e—2an ) _ E Tt+e Zch(an)
Conclusion: | 7~ 1-e¢™ 2 2 " —e ™ 2sh(ar)
FIN




	​​          Cette fonction est bien continue sur  comme produit des deux fonctions continues : 
	​​          On a vu dans la remarque que :  
	​​            . 

