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Vitejte v manualu ,,Jak prezit LGR za tri dny*“.

Pokud se tohoto textu chopite par hodin pfed zkouskou, budto jste pfikladem odvazné
odhodlanosti, nebo prosté student, ktery jesté nepochopil, Ze neni UpIné nejlepsi nechat vie
na posledni chvili.

Ale nezoufejte, ja byla na stejném misté a nyni je tu moje cesta k Uspéchu, abych vam
pomohla navigovat temnymi vodami definic, teorem a ukazkovych pfikladd.

Tento manudl je jako vas vlastni logicky kompas, ktery vas provede neprozkoumanou dzungli
grafll, aniz byste se ztratili. At uz jste matematicky Einstein nebo jen zoufaly student pfed
zkouskou, zUstante s nami a uvidite, ze i logika a grafy mohou byt zabavné — nebo aspori
snesitelné.

Tak pojdme na to!

PS: Ano uz mi hrabe - Kaja <3

Disclaimer:

Tento dokument je vysledkem intenzivniho no&niho maratonu studovani, pfi kterém
nechybély ani kava a mozna trocha Silenstvi. Berte to tak, Ze to je, jako byste se pokouseli
prelozit Shakespeara do Klingonstiny za pouziti prekladace Google. Nékteré definice jsou
zjednodusené, nékteré teorie jsou zkomolené a nékteré priklady jsou mozna tak trochu...
unikatni.

Dokument je zpracovan s nejlepSimi umysly a cilem usnadnit vam pfipravu na zkousku, ale
je mozné, ze obsahuje chyby, omylem, nebo kvuli unavé. Takze pokud narazite na néco, co
se zda byt zcela odliSné od toho, co vam fekl vas profesor, uz jste byli varovani!

Pokud se dostanete do bodu, kde se vase chapani LGR (logiky, grafl a reality) jevi jako by
pochazelo z paralelniho vesmiru, kde dva plus dva rovna se pét a kde grafy maji tendenci se
chovat vice jako Spagety neZz matematické konstrukce, prosim, neobvirnujte nas.

Stastny boj s LGR a hodné $tésti! A nezapomerite, studium je maraton, ne sprint - alespon
pro ty, ktefi necekaji az na posledni tfi dny pfed zkouskou.
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LOG I KA Pravdivost tvrzenl nema s jeho uvéritelnosti nic spo-

le¢éného. A naopak.
The Notebooks of Lazarus Long

Vyrokova logika:

Syntaxe a sémantika vyrokové logiky

Definice: Mame danou neprazdnou mnozinu A tzv. atomickych vyroku (téch jim fikame
logické proménné). Konecnou posloupnost prvkid z mnoziny A, logickych spojek a zavorek
nazyvame vyrokové formule (zkracené jen formule), jestlize vznikla podle nasledujicich
pravidel:

Kazda logicka proménna (atomicky vyrok) a € A je vyrokova formule.

Jsou-li a, B vyrokové formule, pak —a, (a A B), (a V B), (a = B) a (a « B) jsou také
vyrokové formule.

Nic jiného nez to, co vzniklo pomoci kone¢né mnoha pouziti bodu 1 a 2, neni vyrokova
formule.

VSechny formule, které vznikly z logickych proménnych mnoziny A, znacCime P(A).

Spojka — se nazyva unarni, protoze vytvaFi novou formuli z jedné existujici formule.

Ostatni spojky se nazyvaiji binarni, protoZe vytvareji novou formuli ze dvou formuli.
MnoZina atomickych vyroku (logickych proménnych) - mala pismena anglické abecedy jako
napfiklad a, b, c, ..., X, ¥, Z nebo x1, x2, ....

Vyrokové formule - malymi feckymi pismeny, napfiklad a, B, v, ... nebo ¢, y, ....

Syntakticky strom formule slouzi k vizualizaci zpusobu, jak formule vznika podle pravidel 1
a 2. Je to strom, kde kazdy vrchol, ktery neni listem, je ohodnocen logickou spojkou. Binarni
spojky maji dva nasledniky a unarni spojky maji pouze jednoho naslednika.

V ptipadé formuli ve tvaru (a A B), (a V B), (a = B) a (a < B) odpovida levy naslednik
formule a a pravy naslednik formule 3. Listy stromu jsou ohodnoceny logickymi proménnymi.
Syntakticky strom nam umozriuje identifikovat vSechny podformule formule a.



Pravdivostni ohodnoceni, t&€Z pouze ohodnoceni formuli, je zobrazeni u:P(A) -> {0, 1},
které splfiuje nasledujici pravidla:

(zpusob, jak pfifadit hodnoty "pravda" nebo "nepravda" formulim)

(1) negace —a je pravdiva pravé tehdy, kdyz a je nepravdiva

(2) konjunkce a A B je pravdiva pravé tehdy, kdyz a i B jsou pravdivé

(3) disjunkce a V B je nepravdiva prave tehdy, kdyz a i B jsou nepravdivé

(4) implikace a = B je nepravdiva pravé tehdy, kdyz a je pravdiva a B je nepravdiva

(5) ekvivalence a < (3 je pravdiva pravé tehdy, kdyz obé formule a a B jsou bud obé pravdivé
nebo obé nepravdivé.

Pravdivostni tabulky logickych spojek slouzi k vizualizaci vlastnosti ohodnoceni formuli.

1 1 ]
I 0 1 0 ]
1 1 1

Véta. Kazdé zobrazeni u0: A — {0, 1} jednoznacné ur€uje ohodnoceni u : P(A) — {0, 1}
takové, ze uO(a) = u(a) pro vSechna a € A.

Dusledek: Dvé ohodnoceni u, v:P(A) — {0, 1} jsou shodna praveé tehdy, kdyz pro vSechny
logické proménné x € A plati u(x) = v(x).

Definice:

Tautologie: Formule se nazyva tautologii, jestlize je pravdiva ve vSech ohodnocenich. Tedy,
v kazdém pfipadé, ve kterém se pfifadi hodnoty logickym promé&nnym, je formule pravdiva.

Kontradikce: Formule se nazyva kontradikci, jestliZze je nepravdiva ve vdech ohodnocenich.
Tedy, bez ohledu na hodnoty logickych proménnych, formule neni nikdy pravdiva.

Spinitelna formule: Formule je splnitelnd, jestlize existuje alespon jedno ohodnoceni, ve
kterém je pravdiva. To znamena, Ze existuje pfifazeni hodnot logickym proménnym, pro které
je formule pravdiva.

Jak zjistit, ze je formule tautologie/kontradikce/splnitelna bez vyuziti tabulky?

u((a A b) = a) veéfim, zZe to je tautologie, pokusim se to tedy vyvratit a fict Ze je neplatna, to
by znamenalo u((a A b) = a) =0 jenom kdyz u(a A b) =1 a zaroven u(a) = 0, protoZe podle
tabulky implikace je pouze 1=0 =0, u(a A b) =1 takze u(a) = 1 a u(b) = 1 protoze pouze

1 A 1=1, ale POZOR tady mame spor, zaroven u(a) = 0 a u(a) = 1, coz neni mozné a
protoZe tohle je jediny zpUsob jak by cela formule mohla byt nepravdiva (rovna nule)
znamena to, Ze je vzdy pravdiva a proto je tautologie.



Uplny systém logickych spojek

Definice: Reknéme, Ze mnozina logickych spojek A tvori Gplny systém logickych spojek (téZ
funkéné uplny systém logickych spojek), jestlize pro kazdou formuli a existuje formule (3,
ktera je s ni tautologicky ekvivalentni a pouziva pouze spojky z mnoziny A.

To znamena, Ze pomoci spojek z mnoziny A je mozné vyjadfit libovolnou logickou formuli o
tak, aby tato nova formule B byla s a tautologicky ekvivalentni.

(a=Db)|=| (ma V b)
(@ V b)|=| ~(-a A b)
(@ A b)|=| ~(a V b)
(@ V b)|=| (-a = b)
(@ A b)[=| ~(a = ~b)

Tautologicka/Sémanticka ekvivalence

Definice: Rekné&me, Ze formule ¢ a y jsou tautologicky ekvivalentni (také sémanticky
ekvivalentni), jestlize pro kazdé ohodnoceni u plati u(¢) = u(y). Fakt, Ze dvé formule ¢ a y
jsou tautologicky ekvivalentni, zapisujeme ¢ |=| p.

Pro kazdé formule a, B a y plati:
*a|= q,

*je-lia|=| B, pakip |= a,
‘jeslia|=|BaB =]y, pakial=]y.

Pro kazdé formule a, B a y plati:

e My |=| a;

*(a A B)I=F| (ma V B), *(a V B)|=| (ra A 7B) (de Morganova pravidla);
caABVYIFI@AB V@AY,aV BAY)IF(aV B) A (aV y)(distributivni
zakony);

*(@=B) = (ma V B).

Pro kazdé dvé formule a a B plati: a |=| B praveé tehdy, kdyz a < (3 je tautologie.

CNF, DNF a Booleovsky kalkul

Definice: Booleovou funkci n proménnych, kde n je pfirozené C&islo, rozumime kazdé
zobrazeni f: {0, 1} n — {0, 1}, tj. zobrazeni, které kazdé n-tici (x1, X2, . . ., xn) nul a jedni¢ek
pfifazuje nulu nebo jednicku (oznacenou f(x1, X2, . . ., xn)).

Formule v disjunktivnim normalnim tvaru (DNF) je definovana nasledovné:

Definice: Literal je logicka proménna nebo negace logické proménné.
Minterm je literal nebo konjunkce kone¢né mnoha literalu.

Rekneme, Ze formule je v disjunktivnim normalnim tvaru, zkracené& v DNF, jestlize je sloZena
z mintermu nebo disjunkci kone¢né mnoha mintermda.


https://www.youtube.com/watch?v=CuJE5MJjwKs&ab_channel=RaccoonRoyalty

Formule v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF) je definovana nasledovné:
Definice: Maxterm je literal nebo disjunkce kone¢né mnoha literalu.

Rekneme, Ze formule je v konjunktivnim normalnim tvaru, zkracené v CNF, jestlize je sloZena
z maxtermu nebo konjunkci kone¢né mnoha maxtermu.

OznacCme x = u(a) a y = u(b). Pak pro pravdivostni ohodnoceni u plati:

u(a V b) = max{u(a), u(b)} = max{x, y},

ui@a A b) = min{u(a), u(b)} = min{x, y},

u(—a) =1-u(a) =1-x

To motivuje zavedeni booleovskych operaci (pro hodnoty 0, 1) takto:
logicky soucin X -y = min{X, y},

logicky soucet X +y = max{x, y},

doplnék x=1-x.

Sémanticky dusledek

Formule a je logickym dlsledkem formule B, zapisujeme B + a, pokud existuje dikaz nebo
odvozeni, ve kterém Ize z formule § formalné odvodit formuli a pomoci pravidel logického
odvozovani.

Formule a je sémantickym disledkem formule B, zapisujeme 3 - a, pokud v§echna
ohodnoceni proménnych, ktera spliuji formuli B, také splfuji formuli a.

Definice: Reknéme, Ze mnozina formuli S je pravdiva v ohodnoceni u, pokud kazda
formule z S je pravdiva v u, coz znamena, ze pro kazdou formuli ¢ € S plati u(p) = 1.

Uvédomte si, Ze mnozina formuli S je nepravdiva v ohodnoceni u, pokud existuje alespon
jedna formule ¢ € S, ktera je nepravdiva v u. Tedy existuje alespori jedna formule z mnoziny
S, ktera ma pravdivostni hodnotu 0 v ohodnoceni u.

Definice: Reknéme, Ze mnozina formuli S je splnitelna, pokud existuje takové ohodnoceni
proménnych u, ve kterém jsou vSechny formule z S pravdivé. V opacném pfipadé, pokud
neexistuje zadné ohodnoceni, ve kterém by byly vSechny formule z S pravdivé, nazyvame
mnozinu S nesplnitelnou.

Definice: Reknéme, Ze formule ¢ je konsekventem (sémantickym nebo tautologickym
disledkem) mnoziny formuli S, pokud je ¢ pravdiva v kazdém ohodnoceni u, ve kterém je
pravdiva i mnozina S.

S={a,a=b},M:=b

S |= M, protoZze pro kladnou mnozZinu S je kladna mnozina M

Pro kazdé dvé formule a a B plati: a |= B pravé tehdy, kdyz a = B je tautologie.
Pro mnozinu formuli S a formuli ¢ plati: S |= ¢ pravé tehdy, kdyz S U {7¢} je nesplinitelna.
Pro mnozinu formuli S a formule ¢ a y plati: S U {¢} |= p pravé tehdy, kdyz S |= (¢ = y).



Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
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Predikatova logika:

Syntaxe predikatové logiky

Termy: intuitivné je dobré si termy pFedstavit jako objekty, o jejichz vlastnostech bude nase
logika vypovidat. Termem muze byt bud proménna nebo je term zkonstruovan z jinych termu
pouzitim funk&nich symbold.

Formule: intuitivné jsou to vlastnosti vytvofenych objektu.

Atomické formule jsou nedélitelné logické formule.
Existuji dva zplsoby vytvofeni atomické formule:
- jako rovnost termu (tvrdime, ze dva objekty jsou totozné) nebo

- jako aplikace predikatu na termy (predikat vyjadfuje atomickou vliastnost objektu).

Slozité formule jsou vytvofeny kombinaci formuli pomoci spojek z vyrokové logiky:

(a) True: tt s aritou 0. (d) Disjunkce: V s aritou 2.
(b) Negace: — s aritou 1. (e) Implikace: = s aritou 2.
(c) Konjunkce: A s aritou 2. (f) Ekvivalence: < s aritou 2.

K témto spojkam pfidavame jesté dvé specialni znacky:
V (obecny kvantifikator) 3 (existencni kvantifikator)

Arita je pfirozené Cislo, které udava, kolika objektt se dany predikat nebo funkéni
symbol tyka, nebo kolik proménnych ma funkéni symbol.
Aritu nazyvame také Cetnosti predikatového symbolu nebo funkéniho symbolu.

Jazyk predikatové logiky L obsahuje také specialni symboly:

Pred: Mnozina predikatovych symboll (neni prazdna) P(x), Q(x, y), R(z)...
Kons: MnoZina konstantnich symbolG (mdze byt prazdnd) a, b, c...

Func: Mnozina funk&nich symboll (muze byt prazdna) f(x), g(y), h(z)...

Mnozina termi je definovana nasledujicimi pravidly:

1. Kazda proménna a kazdy konstantni symbol je term.

2. Pokud je f funkénim symbolem s aritou n a t1, t2, ..., tn jsou termy, pak f(t1, t2, ..., tn) je
také term.

3. Nic, co nevzniklo koneénym pouzitim pravidel 1 a 2, neni term.

Atomicka formule je definovana nasledujicim zptisobem:

Atomicka formule je fetézec P(t1, t2, ..., tn), kde P je predikatovy symbol s kladnou aritou n a
t1, t2, ..., tn je n-tice termu.

Muze také byt fetézec P, kde P je predikatovy symbol s aritou O.

Formule je potom definovana nasledujicimi pravidly:

1. Kazda atomicka formule je formule.

2. Pokud F je formule a ¢ a y jsou dvé formule, pak ¢, (¢ A ), (& V ), (¢ = w), (¢ © y)
jsou opét formule.

3. Pokud ¢ je formule a x je proménna, pak (Vx ¢) a (3 x ¢) jsou opét formule.

4. Nic, co nevzniklo pomoci kone¢ného poctu pouziti pravidel 1 az 3, neni formule.



Syntakticky strom formule:

Ke kazdé formuli predikatové logiky muzeme pfifadit jeji syntakticky strom, ktery je podobny
syntaktickému stromu vyrokovych formuli. Rozdil je v tom, Ze kvantifikatory jsou povazovany
za unarni (maji pouze jednoho nasledovnika), a také vytvafime syntakticky strom pro termy.
Listy syntaktického stromu jsou vzdy ohodnoceny proménnou, konstantnim symbolem,
predikatovym symbolem arity O nebo F.

Podformule:
Podformule formule ¢ je libovolny podretézec ¢, ktery je sam formuli.

Vazani proménné je vyskyt proménné ve formuli, ktery je omezen kvantifikatorem.Vyskyt
proménné x ve formuli ¢ je reprezentovan listem syntaktického stromu obsahujicim tuto
proménnou. Vyskyt proménné x je vazany ve formuli ¢, jestlize pfi postupu od listu
ohodnoceného touto x ve sméru ke korfeni syntaktického stromu narazime na kvantifikator s
touto proménnou. (proménna a v obrazku stromu)

Volny vyskyt proménné je vyskyt proménné ve formuli, ktery neni vazan Zadnym
kvantifikatorem.

Pokud je proménna ve formuli vyskytujici se volné, mize byt nahrazena jinou proménnou
nebo konstantou, aniz by se zménil vyznam formule. Nesmi se taky stat vazanou.
Naopak, pokud je proménna vazana, nahrazeni by mohlo zménit vyznam formule.

¢ = (VX P(x, y)) [x/y] (x bude nahrazena y) -> ¢' = (Vy P(y, y)) y se stala vazanou -
problém!

Sentence a oteviena formule:
Formule, ktera ma pouze vazané vyskyty proménnych, se nazyva sentence, tedy uzaviena
formule. Formule, ktera ma pouze volné vyskyty proménnych, se fika oteviena formule.

Rovnost formuli:
Dvé formule jsou povazovany za stejné, jestlize se lisi pouze legalnim prejmenovanim
vazanych proménnych.



Sémantika predikatové logiky (pravdivost)

Interpretace predikata a funkénich symbolu
At L je jazyk predikatové logiky s mnozinou predikatd Pred a mnozinou funk&nich symboll
Func. Interpretaci predikatt a funkénich symboll rozumime nasledujici:

1. Mnozina U zvana universum interpretace.
Jinak: universum je ,svét”, jehoz prvky popisuji termy
a o vlastnostech téchto prvkd mluvi formule. (muze byt prazdna pouze pokud

interpretace neobsahuje konstanty - Dostal approved -i)

2. Prifazeni [[-]] ve své podstaté je funkce, ktera provadi pfifazeni interpretaci predikatovym
a funkénim symbolim.

(a) Kazdému predikatu P s aritou n pfifazuje [[P]], coz je mnozina uspofadanych n-tic prvkd z
univerza U. To znamena, Ze [[P]] obsahuje vSechny n-tice objektu, které maji "vlastnost" P.

(b) Kazdému funkénimu symbolu f s aritou n pfifazuje [[f]], coz je funkce [[f]]: U*n — U. To
znamena, ze [[f]] pfijima n-tici objektd a vytvafi z nich dalSi objekt.

Obecnéji se pfifazeni [[-]] mize vyjadfit jako usporadana dvojice {U, [[-]]}, ktera zahrnuje
univerzum U a pfifazeni interpretaci predikatovym a funk&nim symbolim.

Kontext proménnych je definovan jako zobrazeni p, které kazdé proménné x € Var
pfifazuje prvek p(x) € U, kde U je univerzum dané interpretace (U, [[-]]).

Pro dany kontext proménnych p, proménnou x € Var a prvek d € U oznacuje p[x := d]
kontext proménnych, ktery ma stejné hodnoty jako p, s vyjimkou proménné x, ktera je
pfifazena hodnotou d. Tento novy kontext proménnych se nazyva aktualizace (update)
kontextu p o hodnotu d v x.

Definice. M&jme interpretaci {U, [[-]]} a kontext proménnych p. Potom termy interpretujeme
nasledujicim zptusobem:

Pokud je term konstantnim symbolem a € Kons, pak jeho hodnota je prvek [[a]]lp = [[a]] (to
znamena, ze konstantni symbol neni ovlivnén kontextem proménnych, je ovlivnén
interpretaci)

Pokud je term proménnou x, pak jeho hodnota je [[x]]p = p(x)

Priklad: f(t1, . . ., tn) term -> [[f(t1, ..., tn)]]lpo = [l ([[t1]le, - - ., [[tn]lP )
Jinymi slovy, hodnota termu f(t1, . . ., tn) se ziska aplikaci funkce [[f]] na n-tici prvkd [[t1]]p, . .
., [[tn]lp z U.

Priklad: [[¢ o w]I =[]l ([[¢1lp. [wllp)
[[o]] je jakakoliv funkce arity 2 (bere hodnoty v zavorce a provede danou operaci)

[[ ¢ 1lp je zapsani ¢ v kontextu proménnych p, v zadani kontextu p tedy maze byt
¢ ->2, potom [[¢]]p =2
[[ w ]lp to stejné, napfiklad [[ w ]]p = 3 a [[0]] je nasobeni, vysledkem je tedy 2*3 = 6
S timto se poté muze pracovat dal podle podminek (napf. ze vysledky maji byt sudé ect...)
[[P1] ={2-z|z € Z} pak tedy [[ P 11(6) = 1 je pravdiva
Vice podrobné pfiklady budou dale, kde Ize pfifazovani krasné vidét.



Priklad s kvantifikatory:
VvV x ¢(x) je pravdiva pravé tehdy, kdyz formule ¢ je pravdiva v kazdém kontextu p[x :=d],
kde d je prvek U.

3 x ¢(x) je pravdiva pravé tehdy, kdyz formule ¢ je pravdiva v alespor jednom kontextu
p[x :=d], kde d je prvek U.

L=, 1) U=|N interpretace L = {U, [[]] }
fall=2 konstantné 2
[MQI={(m,n)]m<n} kontroluje zda je prvni hodnota menSi, pak pravda

[f]1=IN*|N->N (m,n->m+n) z dvou hodnot sedéte
p:y->4 v kontextupjey 4

L |=p VXM(x, f(a, y)) je tahle formule pravdiva? pro vSechny x z univerza U (v kontextu
P)?

[ VxM(x, f(a, y))l1p =17

(o e =1 YXM(x, f(a, y)) 1] p pro vdechny updaty x ma byt tahle formule pravdiva

pro vdechny x ma byt podle zadani x < aty ->x <6
x mUze byt jakykoliv update z univerza U, ktery nalezi pfirozenym €islim

[[ VXM(x, f(a, y)) lle = [[MT1 (x, [[f(a, y) 1 ) = ([ M1 (x[[£ 11 ([[al], [y 1lP) ) ->

Pro[[ VXM(x, f(a, y)) Ip [x:=11->[[M]](1,6) =1 jetopravda, 1 <6
ale pro [[ VXM(x, f(a, ¥)) Jlp [x:=8] -> [[ M ]] (8,6) = O je to nepravda, 8 !< 6
takZze spravna pravdiva formule je L |=p I xM(X, f(a, y))

Definice: Interpretace {U, [[-]]}, ve které je sentence ¢ pravdiva, se nazyva model
sentence ¢.

Definice:

Sentence ¢ se nazyva tautologie, jestlize je pravdiva v kazdé interpretaci.
Sentence ¢ se nazyva kontradikce, jestliZze je nepravdiva v kazdé interpretaci.
Sentence ¢ se nazyva splnitelna, jestlize je pravdiva v alespon jedné interpretaci.

Vzdy hledame obvious protipfiklady.

Definice:

Mnozina sentenci M je splnitelna, jestlize existuje alespon jedna interpretace {U, [[-]]}, ve
které jsou vdechny sentenci z M pravdivé. Takovou interpretaci pak nazyvame model
mnoziny sentenci M.

MnoZina sentenci M je nesplnitelna, jestlize pro kazdou interpretaci {U, [[-]]} existuje
formule z M, ktera je v {U, [[-]]} nepravdiva, tj. nema model.

Z posledni definice vyplyva, ze prazdna mnozina sentenci je splnitelna.

Tautologicka ekvivalence
pouze pro sentence, tedy formule bez volnych vyskytd proménnych
Definice: Reknéme, Ze dvé sentence ¢ a g jsou tautologicky ekvivalentni, jestlize maji stejné

modely, {j. jsou pravdivé ve stejnych interpretacich. Tento fakt znacime jako ¢ |=| p.
Necht ¢ a g jsou sentence. Pak plati:



¢ |=| w pravé tehdy, kdyz ¢ < y je tautologie. (napf. 7(Vx P(x)) |=| (I x 7P(x)) )

Sémanticky disledek

Definice: Je dana mnozina sentenci S a sentence ¢. Rekneme, Ze ¢ je sémantickym
dasledkem, tedy konsekventem, mnoziny S, jestlize kazdy model mnoziny S je také
modelem sentence ¢. Tento fakt znaCime jako S |= ¢.

Muzeme takeé fici, Ze sentence ¢ neni konsekventem mnoziny sentenci S, jestlize existuje
model mnoziny S, ktery neni modelem sentence ¢.

Priklad: vx3yM(x, y) |= 3yVxM(x, y) plati Ze pro kazdé Cislo existuje Cislo vétsi, ale
neplati, Ze existuje néjake Cislo vétsi nez vSechny ostatni, existuje model mnoZiny, ve kterém
prvni sentence plati, ale druha sentence neplati, proto neni sémantickym dusledkem

Necht ¢ a g jsou sentence. Pak plati: ¢ |=| g pravé tehdy, kdyz p |=p ay |= ¢.
Oboji znamena, Ze sentence ¢ a g maji stejné modely.

Necht ¢ a g jsou sentence. Pak plati: ¢ |= g praveé tehdy, kdyz ¢ = g je tautologie.
Oboji znamena, Ze neexistuje interpretace, ktera by byla modelem ¢ a nebyla modelem .

Véta. Pro kazdou mnozinu sentenci S a kazdou sentenci ¢ plati:
S |= ¢ pravé tehdy, kdyz S U {~¢} je nesplnitelna mnozina.

Prirozena dedukce v predikatové logice

Definice: Sentence ¢ je logickym disledkem mnoziny pfedpokladll S, coz znamena, Ze ¢
logicky vyplyva z S, pravé tehdy, kdyz existuje odvozeni z S takové, Ze poslednim
odvozenym vyrokem je ¢. Tuto relaci zapisujeme jako S + ¢.

Véta o uplnosti fika, Ze pro libovolnou mnoZinu vyrokd S a vyrok ¢ plati, Ze S logicky
vyplyvaz ¢ (S + ¢) praveé tehdy, kdyz kazdy model, ve kterém jsou vSechny vyroky ze S
pravdivé, takeé plati vyrok ¢ (S |= ).

Kvantifikator | Zavedeni kvantifikitoru Eliminace kvantifikdatoru

Xp

W ot ﬁtL evx
P _X[];"x] lp[t,' Xl
Vxo ivx
xg:  @xg/x]
olt/x] :
Ix 3 idx :
P TIxg X
X edx
Zavedeni Eliminace Symetrie Transitivita
= = i = = =
Pravidlo pro rovnost —_t = b=t @lt1/x] e= L= sym= b= t2 trans=
P t=t ; — —
[tz /x] =1 th=t3



Ukazkové otazky u zkousky minimalni ¢asti

Uloha 1 (2 body, testuje schopnost detekovat sémantickou

ekvivalenci)
Rozhodnéte, které z nasledujicich formuli jsou sémanticky ekvivalentni formuli avb=-c
a) c=>-(aVvb)
b) (a=-b)=>c
c) —c=>-(aVvhb)
d) ((aVb)v=c)
e) c= (aA-b)

(@aVb)=-=c

a b c

0 0 0 pravda

0 1 0 pravda

0 0 1 pravda

0 1 1 nepravda
1 0 0 pravda

1 1 0 pravda

1 0 1 nepravda
1 1 1 nepravda

a) je sémanticky ekvivalentni, je pravdiva pro stejné pfipady

b) neni, protozZe tahle formule je pravdiva pro vdechny pfipady kdy je a =0
c) neni, protoze tahle formule je pravdiva pro vSechny pfipady kdy je c = 1
d) neni, protoze tahle formule je pravdiva vzdy kdyz bud’ a nebo b = 1

e) neni, protoZe tahle formule neni pravdiva pro pfipad kdyaib=0ac =1

Aby byly ekvivalentni musi byt pravdivé ve stejnych ohodnocenich

Uloha 2 (2 body, testuje schopnost detekovat tautologie)
Rozhodnéte, které z nasledujicich sentenci predikatové logiky jsou tautologie.
a) vVx 3y (x=y).
b) Iy Vx(x=y).
Cc) VxVy((x=y).
d) IAx Iy (x=y).
e) Vy Ix(x=y).

tautologie vyvracime protipfikladem:
a) pravda - pro vSechny x existuje update [y:= x] Zze x=y neboli x=x
b) nepravda - existuje update kdy neplati, [x:= -x], pak x=-x
c) nepravda - update [y:= x] a [x:= -X], pak x=-x
d) nepravda - neplati v prazdném universu
e) pravda - pro vSechny y existuje update [x:=y] Ze y=y

Uloha 1 (1 bod) A
Zakreslete syntakticky strom nasledujici formule ¢ vyrokové logiky: /\

¢=(@=b)=c)A(@a=(b=c)



Zaciname hlavni spojkou, ta ktera spojuje dva nejvétsi “kusy” formule,
tedy A, to nam rozdéli formuli na dvé podformule,
kde opakujeme hledani hlavni spojky a rozdélujeme dal

Zapiste formuli y vyrokové logiky danou nasledujicim syntaktickym stromem:
o

oy

Tady zac¢iname taky od kofene, spojky A, rozdéluje dvé podformule, /\
pokraCuje teda prvni po jedné vétvi, nejlépe po levé a zacnu zapisovat od A -
nejvice levého listu, kdyZ narazim na spojku, pfidam i pravou vétev téhle spojky /\ |
a/ADb, kdyz postupuji nahoru tuhle formuli se spojkou dam pro prehlednost ;

a konvenci do zavorky (a A b) A @
ted pokraduji pravou vétvi dold, (a A b) A =(c = b) /\

c b

Uloha 2 (1 bod)

Rozhodnéte, které z nasledujicich formuli vyrokové logiky jsou splnitelné:

1.(@a=b) A 7(a V b).

Potfebujeme ohodnoceni, ve kterém jsou pravdivé obé Casti konjunkce. Prava Cast je negace
disjunkce, bude pravdiva, kdyZ a i b jsou nepravdivé. Zkusime tedy ohodnoceni, kde a=b =
0. Pro levou ¢ast, implikace a = b, je tato pravdiva pro dané ohodnoceni (pamatujeme si
pravdivostni tabulku). Takze, prvni formule je spinitelna.

2.7(ma V (b A c)).

Druha formule je negace disjunkce. Pouzijeme De Morgantv zakon (¢ V g) |=| "¢ Ay,
abychom formuli pfevedli na =~a A == (b A c). Po odstranéni dvojitych negaci vidime, ze
muzeme ovefit spinitelnost formule a A (b A c). Pravdivostni ohodnoceniuproa=b=c=1
spliuje tuto formuli.

3.(aVb) A~(ra A Tb).

Prava ¢ast konjunkce je sémanticky ekvivalentni s formuli a V b. TakZze se mizeme ptat, zda
je splnitelna formule (a V b) A (a V b), coz je sémanticky ekvivalentni s formuli (a V b).
Tato formule je splnitelna.

4.((@V b) Vc)= (ra A b).

Hlavni spojka je implikace. Hleddme ohodnoceni, které hodnoti pfedpoklad jako nepravdivy.
Pfedpoklad je disjunkce tfi atomickych formuli, takze je mizeme vSechny ohodnotit jako
nepravdivé. Tim se cela formule stava spinitelnou.

5, L V(a= 1)

Leva strana nikdy platit nebude, soustfedime se tedy na pravou stranu. Jak jsme si ukazali v
tabulce logickych spojek, tak pokud bude a nepravdive, tak je prava strana splfiena a
sentence je tedy cela splnitelna. (nepravda implikuje cokoliv)

Uloha 3 (2 body)

Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:

Pred ={P, Q, R}, ar(P) = ar(Q) = 1, ar(R) = 2,

Func = {f}, ar(f) = 1,

Kons = {a}.

Jsou dany formule predikatové logiky

¢ = VxR(x,y) a p= 3IyR(x, f(y))

(kde x, y a z jsou proménné).

Déle je term s definovan jako f(f(x)) a term t jako proménna y.

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva.



1. Term t je volny pro proménnou x ve formuli ¢.

x neni ve formuli volna proménna, proto nem(izeme nahradit, proto nezalezi na termu,
pravdivé

2. Term t je volny pro proménnou y ve formuli ¢.

y se nachazi jako volny vyskyt, dosadim term t, ktery je definovan jako y, tim padem jsme za
y dosadili y a nic se neméni, pravdivé

3. Term t je volny pro proménnou x ve formuli y.
x je ve formuli volny, tak chci dosadit term t, ktery je y, ale jejda pozor, to by nam zménilo na
vazany, protoze mame kvantifikator y, neni pravdivy

4. Term t je volny pro proménnou y ve formuli y.
y nema v @ volné vyskyty, toto tvrzeni je tedy okamzité pravdivé

5. Term s je volny pro proménnou x ve formuli y.
X je volny, mizu dosadit, ziskam 3 yR(f(f(x)), f(y)), ale proménna x je stale volna, pravdivé

Uloha 4 (2 body)

Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:

Pred = {P, Q, R}, ar(P) = ar(Q) = 1, ar(R) = 2,

Func = {f}, ar(f) = 1,

Kons = {a}.

Interpretace | jazyka L je dana nasledovné (pfipomenuti: O je pfirozené cislo):
U=N

[[P]1 =10, 3, 12} P kéduje vlastnost byt Cislo 0, 3 nebo 12°
[Q={4-z|z € N} Q koduje vlastnost byt nasobkem &tyfky*
[[RII={(m,n) € NxN|m<n} R koéduje vztah ,byt ostfe mensi nez*
[M:N—-=N n—-n+5 f kodduje funkci ,pficitani pétky*

[[a]l =2 a odkazuje na &islo 2

Rozhodnéte, které ze sentenci nize jsou v interpretaci | pravdivé.

1. VxVy(R(x, y) = P(x)).

At si vezmu jakakoli dvé pfirozena €isla n a m takova, Ze n <m, pak je n bud 0, 3, nebo 12.
To zjevné neni pravda.

2. I xR(a, x).
Néjake pfirozené Cislo je vétsi nez 2. To zjevné pravda je.

3. 3x(P(x) A Vy(Q(y) = R(x, y))).

Nékteré z Cisel 0, 3, 12 (oznalim ho n) ma tu vlastnost, Ze kazdé pfirozené Cislo m délitelné
Styfmi je vétsi nez n. To neni pravda: Pro 12 mohu vybrat tfeba 8 (Cislo osm je délitelné
Ctyfmi, ale neni vétsi nez dvanact), pro 3 mohu vybrat 0 (nula je také délitelna ¢tyfmi, ale
neni vétsi nez tfi), a pro 0 mohu ostatné také vybrat O (nula neni ostfe vétsi nez nula).

4. vx3y(R(x,y) A P(f(x))).

Ke kazdému pfirozenému €islu n existuje pfirozené Cislo m, které je vétsi, a navic ma Cislo n
+ 5 tu vlastnost, Ze je to 0, 3, nebo 12. To neni pravda: vezméme si tfeba pfirozené Cislo 4.
Cislo 4 + 5 (tedy 9) neni ani 0, ani 3, ani 12.



5. 3y vx(Q(x) = R(y, f(x))).
Existuje pfirozené €islo m s tou vlastnosti, Ze pro kazdé pfirozené n, které je délitené ¢tyrmi,
jem<n+5. To je pravda, mohu si zvolit napfiklad m = 0.



Casté otazky u zkousky standardni ¢ast

Otazka 1.

rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.
Vx(B(x) = (IyM (x, y) = IyM (y, X)),
VX(IyM (y, x) = M (x, X)),
“3A XM (x, x)
|- Vx(B(x) = Vy"M(x, y))

(VSichni blondati milovnici jsou milovani. VSichni, kdo jsou milovani, miluji sami sebe. Nikdo
nemiluje sam sebe. Proto blondati nikoho nemiluji.)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpretaci,
ktera to ukazuje.

Reseni

1. Yr(Bilx) = (IyM(x.y) = AyM(y,z))) P

2. Vr(dyM(y,z) = M(r,x)) P

3. —dzM(zx, x) P

4. o D

5. B(xg) P

6. B(xzg) = (JyM(zp.y) = JyM(y. x0)) evr, 1

7. JyM(x,y) = JyM(y, zq) e=>, 5 6

8. Yo D

9. M (zq, yo) P

10. JyM (xq, y) idy, 9
11. JyM (y, xo) e=, 9,7
12. JyM(y. xn) = M(xp, x0) evVr, 2
13. M (xq, xq) e=, 11, 12
14. JxM(x, x) 9z, 13
15. 1 e, 14, 3
16. ~M (0, yo) i-, 9-15
17. Yy—M(xg,y) ivy, 8-16
18. B(xy) = Yy—Mxg, y) i=, H-17

19. Vo (B(x) = Yy-M(z,y)) ive, 4-18



Otazka 2.

Rozhodnéte, zda je nésledujici mnozina sentenci spinitelna.
S={
VXVY((x=y) N M(x,y)) = M (y, X)),
VvV xM (a, x),
AyVzM (z, y),
AxIAy(x=y)
}

Pokud je mnozina S spinitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni spinitelna, odvodte
pfirozenou dedukci z S spor.

Reseni

Interpretace I:

U={uyv}

[fal] =u

[IMI] = {(u,v), (v,v), (u,u)}

Tyto typy otazek Ize podle mé fesit nejlépe tak, Zze jdeme od nejslabsiho tvrzeni a pfidavame
do universa prvky tak, aby byly sentence pravdivé.

Toto je pouze pro vysvétleni ve zkouSce neni snad potieba:

1. sentence VXV y((7(x=y) A M (x, y)) = M (y, x))

1.1. X=U,y=u
1.1.1.  implikace automaticky plati
1.2.  Xx=u,y=v
1.2.1.  pfedpoklad implikace plati -> 7M(v,u) je true
1.3. X=V,y=u
1.3.1.  implikace automaticky plati M(v,u) vraci false
14. x=vy=v
1.4.1.  implikace automaticky plati
1.5. plati
2. sentence VXM (a, x)
21. Xx=u
21.1.  M(u,u) vraci true
22. Xx=v
2.21.  M(u,v) vraci true
2.3. plati

3. AyvVzM (z, y)
3.1.  y=v



3.1.1.  z=u
3.1.1.1.  M(u,v) vraci truth
3.1.2. z=v
3.1.2.1.  M(v,v) vraci truth
3.2. plati
4., IAx3Ay(x=y)
41. X=U,y=V
4.1.1. (u=v) vraci false, negace false je truth

4.2. plati

Otazka 3.
Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek.
P (b) A Q(b), Vx(P (x) = x=a) |- Q(a)

Pokud dusledek plati, provedte dlikaz pfirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpretaci,
ktera to ukazuje.

Reseni

1. P (b) A Q(b) P

2. Vx(P(x)=x=a) P

3. P(b) eAq1
4. Pb)=>b=a ev 2,3
5. b=a e

6. Q(b) e,
7. Q(a) e=5,6



Otazka 4.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci splinitelna.
M={

Ax3IyO(x, y),

Vx(K(x) = Z(x)),

Vx(3y(K(y) A Ox, y)) = Ty(Z(y) A O, y)))
}

Reseni

U={u

[[O11 ={ (x,y) | x =y } nebo [[O]] = { (u,u) }
[(KII={u}

[([Zl1={u}

Otazka 5.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek:
Vx((3yM(x, y)) = 3y(M(x, y) N ¥ zM(y, 2)))
Ax3IyM(x, y)

= IxXVyM(x, y)

Reseni:

1. Ve((FyM(z,y)) = Jy(M(z,y) AVzM(y,z))) P

2. JxIyM (z, y) P

3. a: dyM(a,y) W

4. (FyM(a,y)) = y(M(a,y) ANVzM Iy, z)) evx, 3

5. Jy(M(a,y) AVzM(y, ) e=, 3, 4

6. b: M(a,b) N\VzM(b, z) W

7. VzM(b, z) efNg, b

8 Yo D

9. M (b, yy) evz, 7
10. YyM (b, y) ivy, 8-9
11. JaeVyM (z,y) idz, 10
12. JxVyM (z, y) edy, 5, 6-11

D
13. JxVyM (z,y) edz, 2, 3-12



Otazka 6.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici mnozina sentenci:
S={

Ax3IyR(X, y),

AxXVy(x=y),

Ax3IyR(X, y)

} Pokud je mnozZina S splnitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni spinitelna, odvodte
pfirozenou dedukci z S spor

Reseni

neni splnitelna

. 3y R(z, y) P
2. daVy(x = y) P

3. dzdy-R(z.y) P

4. a:Vyla=y) W

5. b:3yR(b,y) w

6. c:R(b,c) w

7. a="b eVy, 4

8. b=a sym=, 7

9. a=c eVy, 4
10. c=a sym—, 9
11. R(a,c) e=, 8,6
12. R(a,a) e=, 10, 11
13. R(a,a) edy, 5, 6-12
14. R(a,a) edx, 1, 5-13
15. b:3Jdy—-R(by) W
16. c:~R(b,c) w
17. a=1b eVy, 4
18. b=a sym=, 17
19. a=c eVy, 4
20. c=a sym=, 19
21. -R(a,c) e=, 18, 16
22, -R(a,a) e=, 20, 21
23. -R(a,a) edy, 15, 16-22
24, -R(a,a) edzx, 3, 15-23
25. 1 e, 14, 24
26. L edx, 2, 4-25




Otazka 7.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek:

Ax(P(x) N Vy(P(y) = x=y))
I-3xP(x) AN VyVz((P(y) A\ P(z)) = y=2)

Reseni

1 Jz(P(z) ANVy(P(y) = z=1y)) P

2 zg : P(xg) ANVY(P(y) = x9 =y) W

3 P(x) e, 2

4 dxP(x) Tz, 2

5 Vy(P(y) = zo = y) ey, 2

6 Yo D

7 2o D

8 P(yo) A P(z) P

9 P(yo) eAr, 8

10 P(zp) ez, 8

11. P(yo) = o = Yo eVy, 2

12. P(zy) = zo = 29 ey, 2

13 To = Yo e=,9 11
14. To = 2o e=. 10, 12
15. Yo = Zo e=, 13, 14
16. (P(yo) A P(29)) = yo = 2o i=, 815
17. Vz(P(yo) N P(2)) = yo = iVz, 7-16
18. VyVz(P(y) ANP(z)) = y==z2 vy, 6-17
19. JzP(z) ANVyVz(P(y) N P(2)) =y ==z in, 4, 18
20. JzP(x) ANVyVz((P(y) AP(z)) = y==2) e3z, 1,2-19




Otazka 8.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci splnitelna
M={

1V xP(x),

Vv x7P(x),

3 x7P(x),

3 xP(x)

Reseni

1. zacnéme od nejjednodussi sentence - tu vétSinou pozname tak, ze obsahuje
kvantifikator 3. Mame tedy na vybér mezi 3. a 4. sentenci. 4 sentence - 3 xP(x) - je
jednodussi tak zacnu s ni. Aby platila, bude nam stacit interpretace s univerzem o
jednom prvku U = {u} a predikatovy symbol P(x) = {u}.

2. Dale se pfesuneme k tfeti sentenci - 3 x~P(x). Zde ale nastava problém, jelikoz nas
jediny prvek univerza tuto sentenci nesplfiuje, rozsifim si tedy univerzum o dalsi
prvek U = {u,v} a zkontroluju, zda tato nova interpretace nerozbila minulé sentence,
se kterymi jsme pracovali v minulém(ych) bodu(ech). Sentenci 3 xP(x) naSe nova
interpretace stale splfiuje, takze mizeme pokracovat

3. Kouknu se na prvni a druhou sentenci a ovéfim, zda je naSe nejaktualngjsi
interpretace splfiuje. Zjistim Ze ano - dosli jsme tedy k FeSeni.

4. Mnozina sentenci je splnitelna v interpretaci L, kde U = {u,v} a [[P]] = {u}

TLDR

ZacCneme od sentence, ktera nam pfipada nejjednodussi a vytvofime interpretaci, ktera ji
spliiuje. Nasledné se pfesouvame postupné k dal§im sentencim a interpretaci upravujeme,
kdyz ji nesplfiuje. VZdy kdyZ interpretaci upravime, tak se vratime ke vSem pfedchozim
sentencim se kterymi jsme pracovali a ovéfime, jestli stale plati pro nase nové universum. To
pofad opakujeme dokola, nez najdeme FeSeni. Pokud bude$ mit u testu problém timto
zpusobem interpretaci najit, tak velmi pravdépodobné mnozina splnitelna neni.



Otazka 9.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek.

VX(3y(M (x,y) V M(y, x)) = M (X, x))

Ax3AyM (X, y)

|- XM (X, X)

(Kazdy, kdo miluje &i je milovan, miluje sam sebe. Nékdo nékoho miluje. Tedy nékdo
miluje sam sebe.)

Pokud dusledek plati, provedte dliikaz pfirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-

taci, ktera to ukazuje.
Reseni

Reseni Logicky dusledek plati. Predvedeme dukaz prirozenou dedukei.

1. Ve(dy(M(z,y) vV M(y,z)) = M(z,z)) P

2. JrdyM (x, y) P

3. xp @ JyM(zo,y) W

4. Yo : M(xq, yo) W

5. M(xo,y9) V M (yo, x0) ivy, 4

6. Fy(M (zo,y) V M(y, o)) idy. 5

7. Jy(M (zo,y) V M(y, zo)) edy, 3. 46

8. Jy(M (zo,y) V M(y,z0)) = M(z9,20) €Vr, 1

9. M (xg, zg) e=, 7,8
10. dxM(x, x) Wz, 9
11. daxM(x, x) edr, 2. 3-10



Otazka 10.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci spinitelna.
S ={

(VXP (x)) = (VxQ(x)),

3y(P (y) A ~Q(y)),

vV z7Q(z)
}

Pokud je mnozZina S splnitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte
pfirozenou dedukci z S spor.

Reseni

1. Zagnéme od nejjednodussi sentence, v tomto pfipadé zatneme s posledni V z7Q(z),
protoZe z ni miZeme odvodit predikatovy symbol Q. Pokud chceme aby tato
sentence platila, tak Q musi vzdy “vracet” negaci. Predikatovy symbol Q tedy musi
byt [[Q]] = {#}. Rovnou si také zavedu né&jaké univerzum, zatim o jednom prvku
U = {u}. (Univerzum muze byt sice pro spinéni posledni sentence klidné prazdné, ale
osobné se mi nad tim takhle lépe premysli.)

2. Presufime se ke druhé sentenci 3 y(P (y) A ~Q(y)). Cast ~Q(y) miZeme ignorovat,
jelikoz uz vime z minulého bodu, Ze vzdy plati. Sta€i nam tedy urcit predikatovy
symbol P, zvolim tfeba [[P]] = {u}.

3. Presuneme se k prvni sentenci (V xP (x)) = (V xQ(x)) a ovéfime, jestli ji naSe
aktualni interpretace splfiuje. Zjistim Ze ne, musim tedy zkusit interpretaci néjak
upravit. RozSifim univerzum o dalSi prvek na U = {u,v}, nyni prvni sentenci nase
interpretace splfiuje. Musime ale ovéfit, zda tato zména nasi interpretace nerozbila
splnitelnost ostatnich sentencich. Mame Stésti - nerozbila - dosli jsme tedy k FeSeni.

4. Je splnitelna pro interpretaci L, kde U = {u,v}, [[P]] = {u} a [[Q]] =2

TLDR

Zatneme od sentence, ktera nam pfipada nejjednodussi a vytvofime interpretaci, ktera ji
spliiuje. Nasledné se pfesouvame postupné k dalSim sentencim a interpretaci upravujeme,
kdyz ji nesplfuje. Vzdy kdyz interpretaci upravime, tak se vratime ke vdem predchozim
sentencim se kterymi jsme pracovali a ovéfime, jestli stale plati pro nase nové univerzum. To
pofrad opakujeme dokola nez najdeme feSeni. Pokud bude$ mit u testu problém timto
zpusobem interpretaci najit, tak velmi pravdépodobné mnozina splnitelna neni.



Otazka 11.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek.
VxVY((P (x) A (x=y)) = "Q(y) |- Vz7(P (z) A Qz))

Pokud dusledek plati, provedte dlikaz pfirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpretaci,
ktera to ukazuje

Reseni

L Vavy((Plz) ANz =y)) = -CQy) P

2. Zp D

3. P(zp) AN Q(z0) P

Lo Vy((P(z0) Az =y)) = ~Qy))  eVa, 1

5. (P(z0) A (20 = z0)) = —Q(z0) ey, 4

6. P(z) eNy, 3

7. Z0 = 2o i—

8. P(zp) A (20 = 20) N, 6, 7

9. —((z0) e=, 8, D
10. Q(z) eNg, 3
11. 1 e, 10, 9
12. =(P(z0) N Q(z0)) i—, 311

13.  Vz=(P(2) AQ(2)) vz, 212



Otazka 12.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci spinitelna.
M={

Vv xS(x, x),

(Vx3yS(y, x) = (yVxS(x, y))
}

Pokud je mnoZina M spinitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni spinitelna, odvodte
pfirozenou dedukci z M spor.

Reseni
Neplati:
1. VrS(z, x) P
2. (Vz3dyS(y,x)) = (yVx-S(z,y)) P
3. i) D
4. Sz, o) eV, 1
5. JyS(y, ry) idy, 4
6. YadyS(y, x) iVr, 3-5
7. JyVx-S(z,y) e=. 6, 2
Yo : VxS (z, yo) W
9. =5(Yo, Yo) eVr, 8
10. Sy, ¥o) eV, 1
11. L e, 10,9

12. 1L eJy. 7, 811



Otazka 13.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.

VXV y(3zM(y, z)) = M(x, y)), IxIyM(x, y) |- VxV yM(x, y)

(Kazdy miluje milovnika. Nékdo nékoho miluje. Proto vSichni vSechny miluji.)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz pfirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpretaci,
ktera to ukazuje.

Reseni

Logicky dusledek plati. Piedvedeme dukaz piirozenou dedukci.

1. Vrvy((3z=M(y, 2)) = M(z,y)) P

2. JrIy Mz, y) P

3. o D

4. Yy((3zM(y. z)) = M(yo.y)) eVr, 1

5. g : JyM(ag. y) W

6. (FzMiag, z)) = M(yo. ag) evy, 4

7. by @ Mag, by) W

8. dzM(ag. z) i3z, ¥

9. Mg, ag) e=, & 6
10 M(yo. ag) edy, 5, -9
11. =My, z) 13z, 10
12, =My, z) edr, 2, 511
13. YyIzM(y, z) iy, 3-12
14. Ty D

15. 1 D

16. Yy((FzM(y, 2)) = M(zg,y)) evr, 1
17. (FzM(yo, 2)) = M(xo, 1) ey, 16
18, My, z) eVy, 13
19. M(xo,y0) e=, 18, 17
20. WyM (0. y) iy, 15-19
21 Yr¥yM(z,y) i¥r, 14-20

Premisa: Kazdy miluje milovnika.
Premisa: Nékdo nékoho miluje.

Z prvni premisy mazeme odvodit, Ze pokud je nékdo milovnikem (tj. miluje nékoho), je
milovan v8emi. Druha premisa nam potom Fika, Ze existuje alespon jedna osoba, ktera miluje
nékoho (tedy je milovnikem).

Z téchto dvou premis Ize odvodit, Ze tato osoba, ktera je identifikovana jako milovnik podle
druhé premissy, je milovana véemi podle prvni premisy. Tim padem vSichni jsou milovnici a
tim padem vSichni miluji vSechny.



Otazka 14.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci spinitelna.
S={

AX(R(x, x) N VyQ(x, y)),

"3AX((3yR(x, y)) A Q(x, X))
}

Pokud je mnoZina S spinitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni spinitelna, odvodte
pfirozenou dedukci z S spor.

Reseni
Na prvni pohled se zda, Ze tato mnozina sentenci S neni splnitelna, ale pojdme se podivat
na podrobny myslenkovy pochod, abychom tento usudek ovéfili.

Mame dvé véty ve mnoziné S:

Ax(R(x, x) A VyQ(x, y)): Existuje néjaky x, takovy ze R(x, x) (x se vztahuje na sebe) a
zaroven pro vSechny y plati, Ze Q(x, y) (x se vztahuje na vSechny y).

= 3Ax((FYR(x, y)) A Q(x, x)): Neexistuje takovy x, pro ktery by existoval néjaky y tak, ze R(x,
y) (x se vztahuje na néjaky y) a zaroven Q(x, x) (x se vztahuje na sebe).

Pokud vezmeme prvni vétu, vidime, Ze existuje néjaky x, ktery se vztahuje na sebe (R(x, X))
a na vSechny y (Q(X, y)). TakZe to je potvrzeni, Ze takovy x existuje.

Nicméné, podle druhé véty takovy x nemuze existovat, protoZe druha véta fika, ze neexistuje
X, ktery by se vztahoval na né&jaky y (v€etné sebe, tedy R(x, x)) a zaroven Q(x, x).

Je zfejmé, ze existuji kontradikce mezi témito dvéma vétami. Pokud je pravdiva prvni véta,
pak druha véta nemuze byt pravdiva, a naopak. Tedy obé véty nemohou byt pravdivé
soucasné, coz znamena, ze mnozina S neni splnitelna.

MunoZina S neni splnitelna. Predvedeme odvozeni sporu pfirozenou dedulkei.

1 Jr(R(z,x) AVyQ(zx,y)) P

2. —~3x((yR(z.y)) A Q(x,x)) P

3. xg 1 Rirg, ro) AVyQ(zo, y) W

1 R(xzy, 7p) efy, 3
5 JyR(zo.y) idy, 5
6. Yyl xy, i) efg, 3
T Hxq, T0) ey, 6
& Ty Ry, y) A Qlxg, xg) M BT
9, 3r(IyR(x, y) A Qx, x)) idr, 8
10. 1 e, 9, 2

11. 1 edr, 1, 3-10



Otazka 15.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici dusledek.

Ax(P(x) N Vy(P(y) = x=y))|-P(a) = Vy@=y)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz pfirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpretaci,
ktera to ukazuje.

Reseni

Premisa fika, Ze existuje pravé jedno x, které spliuje vilastnost P. Takze pokud a spliuje P,
pak a musi byt toto jediné x.

Nicméné zavér tvrdi, Ze pokud a splfiuje P, pak a musi byt rovno vSem y, coz je silnéjsi
tvrzeni nez premisa. Zavér by platil jen v pfipadé, Ze existuje pouze jediny prvek v
univerzalni mnoziné, coz premisa nezarucuje.

Tedy dusledek neplati.

Reseni Dany dusledek neplati. To ukazeme konstrukei interpretace I, v niz bude pred-
poklad pravdivy, ale zavér nepravdivy.

Necht T je interpretace s dvouprvkovim universem [ = {u, v}, necht [P] = {u} a
[a] = u.
Pak je v I sentence

Jz(P(x) AVy(Ply) =z =1y))

pravdiva, nebot existuje prvek universa (u), ktery ma vlastnost [P], a viechny dalsi prvky
s vlastnosti [P] jsou mu rovny: prvek u je totiz jedingm prvkem s danou vlastnosti. Oproti
tomu je implikace

Pla) = Yyla =y)

v interpretaci Z nepravdiva: pfedpoklad P(a) je sice pravdivy (prvek u = [a] mé vlastnost
[P]), ale zavér (sentence Wy(a = y)) pravdivy neni. Ne viechny prvky universa U jsou
rovny prvku u = [a] (prvek v neni roven prvku u).

Alternativni reSeni

Necht nade universum je mnoZina U obsahuje prvky {a, b}, kde a # b, a necht P(x) je
vlastnost "x je a".

Podle nasi premisy I x(P(x) A Yy(P(y) = x =y)), mame, Ze "a" je jediny prvek, ktery
spliuje P.

Pokud se nyni podivame na zavér P(a) = Vy(a =vy), pak P(a) je pravdive, protoze "a"
splfiuje P. Ale zavér nam fika, ze pokud P(a) plati, pak a musi byt rovno véem y. To ovSem
neni pravda, protoze v nasi univerzalni mnoziné existuje prvek "b", ktery je rlizny od "a".
Tedy v tomto pfipadé je premisa pravdiva, ale zavér je nepravdivy, coz znamena, ze dany
disledek neplati.



Otazka 16.

Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozZina sentenci spinitelna.

M ={V xS(x, x), Vx3yS(x, y), VxVyVz((S(x, y) N\ S(y, z)) = S(x, 2))}

Pokud je mnozina M spinitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni spinitelna, odvodte

pfirozenou dedukci z M spor.

Reseni

Mnozina M je splnitelna, pokud pfedpokladame nekonecny pocet prvkd. Prvni véta vyzaduije,
aby se zadny prvek nevztahoval sam na sebe. Druha véta fika, ze kazdy prvek se musi
vztahovat na néjaky jiny prvek. Treti véta udava, ze vztah je tranzitivni. Tyto podminky jsou
splnitelné pouze v nekone¢né mnoziné prvkl, kde mizeme vytvofit nekonecény "fetézec"
prvku bez cyklu.

Regeni MnoZina M je splnitelna. Jejim modelem je napfiklad interpretace T, jejimi
universem U/ je mnozina pfirozenych éisel N, a kde [S] = {(m.n) | m < n}.

Sentence Yr—5(x,z) je v T pravdivd, nebot Zidné pfirozené ¢islo neni mensi nez ono
samo. Sentence Yr3yS(z, y) je v I pravdiva, nebot ke kazdému pfirozenému éislu existuje
vt pfirozenéd éislo. Sentence YaWyWz((S(z,y) A Sly.z)) = S(x.z)) je v I pravdiva,
nebof vetah . byt mensi nez” je na mnoZiné pifirozenvceh fisel transitivni.

Alternativni reSeni
Univerzum U, kterou budeme pouzivat, bude mnozina pfirozenych &isel N = {0, 1, 2, 3, ...}.

Definujeme relaci S tak, ze pro kazdé x z N plati S((m,n) || m <n).

Ligacks fesent alé Dostal "
Universum si ur€ime jako prdzdnou mnozinu.

Nase mnozina je automaticky platna, protoze nase sentence obsahuji pouze kvantifikator Vv,
ktery je pokazdy platny na prazdné mnoziné.



GRAFY

Zakladni pojmy:
Neorientovany graf je trojice G = (V, E, ), kde:

V je neprazdna koneéna mnozina vrcholi (téZ zvanych uzl()

E je koneéna mnozina jmen hran (neorientované, nemaji smér)

€ je pfifazeni, které kazdé hrané e € E pfifazuje mnoZinu {u, v} (kde u, v € V jsou vrcholy) a
nazyva se vztah incidence.

Orientovany graf G je trojice (V, E, €), kde:

V je neprazdna kone€na mnozina vrcholt (téz nazyvanych uzly).

E je koneéna mnozina jmen hran (téZ nazyvanych orientované hrany).

€ je pfifazeni, které kazdé hrané e € E pfifazuje uspofradanou dvojici vrcholli a nazyva se
vztah incidence.

Jestlize g(e) = (u, v) prou, v € V, fikame, Ze vrchol u je po¢ateéni vrchol hrany e a vrchol v
je koncovy vrchol hrany e.

Jestlize pocCatecni a koncovy vrchol jsou stejné, fikame, Ze hrana e je orientovana smycka.
Orientovany graf maze byt ohodnoceny - kazda orientovana hrana ma pak cenu

Paralelni hrany:

Jestlize v grafu existuji dvé razné hrany e1, e2, pro které plati, ze €(e1) = €(e2), fikame, ze
tyto hrany jsou paralelni.

Prosty graf:

Graf (orientovany nebo neorientovany) se nazyva prosty graf, pokud neobsahuje Zadné
paralelni hrany.

» . , . Y d(vy=2|E y
Pro kazdy graf G (orientovany nebo neorientovany) plati < kde |E| znadi
pocet hran grafu G. )
Dusledek: Kazdy graf ma sudy pocet vrcholt lichého stupné.

Uplny graf:

Uplny graf je takovy graf, kde je kazdy vrchol s kazdym jinym propojen hranou. Znagime K,,
kde n je pocet vrcholl grafu. Upiny graf K, m& nin—1) hran.



Diskrétni graf:

Diskrétni graf je specialni typ grafu, ktery se sklada z kone¢né mnoziny vrcholt a zadnych
hran mezi nimi.

Bipartitni graf:

Bipartitni graf je graf, ve kterém mdzeme rozdélit mnozinu vrcholl na 2 takové podmnoziny,
kde Zadné vrcholy jedné mnoziny nejsou spojeny hranou.

e NejdelSi cesta v bipartitnim grafu je n-1 kde n je pocet vrchold.

Uplny bipartitni graf:

Bipartitni graf, ktery obsahuje vSechny mozné hrany, znaCime K, ,, kde m a n jsou
podmnoziny vrcholu tvofici graf.

e Uplny bipartitni graf K, » ma m*n hran

Stupen vrcholu:
Stupen vrcholu v je po€et hran vychazejicich z vrcholu v. Znacime d(v) nebo deg(v).

e u orientovaného grafu navic rozdélujeme podle orientace hrany - d,; a d;,

Acyklicky graf:

Graf, ve kterém neexistuje zadny orientovany cyklus, tedy se neda projit z vrcholu zpét do
néj samého po orientovanych hranach.

Zdroj: Vrchol, ktery nema zadnou pfichazejici orientovanou hranu, tj. Zadna hrana
nevstupuje do zdrojového vrcholu. d;, (v) =0

Vylevka: Vrchol, ktery nema zZadnou vystupni orientovanou hranu, tj. Zadna hrana
nevystupuje z vylevkového vrcholu. d,(v) = 0



Prosty a oby¢ejny graf:

V prostém grafu mohou byt smyc¢ky - “hrany” z vrcholu s do vrcholu s. V oby€ejném ne.
Obycejny graf je tedy podtypem prostého - Cili zadné paralelni hrany ani zadné smycky.

e smycky se do stupné vrcholu zapogitavaji dvakrat !
Regularni graf:
Regularni graf (nebo r-regularni) je graf, kde kazdy vrchol ma stejny stupen r.

e Uplny bipartitni graf K, , je regularni, kdyZm =n

Podgraf:
Graf G' = (V', E') je podgrafem grafu G = (V, E), pokud V' € VaE' € E.
e Podgraf G' je faktor grafu G, pokud obsahuje vSechny jeho vrcholy - V'=V

Faktor grafu

Faktor grafu G je podgraf grafu G, ktery obsahuje vSechny vrcholy grafu G, ale ne nutné
v8echny jeho hrany.

Isomorfni grafy
Méjme dva grafy - graf G, a graf G,. Tyto grafy jsou isomorfni, pokud existuje bijekce:
f:V,— V,tak, ze {u, v} € E, prave tehdy, kdyz {f (u), f (v)} € E..

e Cesky: at posunes jakkoliv vrcholy jednoho grafu, véechny hrany graft se nebudou
nikdy prekryvat, pravé pokud jsou grafy isomorfni

e Pokud chces zjistit, zda jsou grafy isomorfni, vytvof tabulku vrcholl podle jejich
stupnu. Podle véty o skére, kdyz maiji dva grafy jiné skére jsou nutné neizomorfni
(tedy jiné), kdyz maiji stejné skére mlazou i nemusi byt isomorfni.

Cesta

Necht’ n = 0. Cesta (délky n) je graf isomorfniho grafu s mnozinou vrcholi V ={0,1,...,n}a
s mnozinou hran E = {{0, 1}, {1, 2}, . . . {n — 1, n}}. Znacgime ji P,..

e Cesky: vem si n&jaké 2 vrcholy grafu, pokud se miize$ po hranach dostat z jednoho
do druhého, tak existuje mezi nimi cesta. Cesta uvadi hrany, po ktery vede. Kazdy
vrchol mize$ navstivit pouze jednou. Délka cesty je pocet hran.

e Trivialni cesta je jednovrcholovy graf bez hran, trivialni cesta je tedy délky O

v
3
Va



Kruznice

Necht’ n = 3. Kruznice (délky n) je graf isomorfniho grafu s mnozinou vrcholt V ={1, ..., n}
a s mnozinou hran E ={{1, 2}, {2, 3}, .. . {n— 1, n}, {n, 1}, }. Znacime ji C,.

o Cesky: vem si né&jaky jeden vrchol B, ktery ma alespon stuperi 2. Pokud existuje
cesta z vrcholu B zpatky do vrcholu B, tak vrchol B a vSechny vrcholy po cesté tvofi
dohromady kruznici.

e Kazdy vrchol kruznice musi mit stupen s >= 2 @ @

e Graf bez kruznic nazyvame les (kdo to vymysilel...)

Sled
Sled (délky k) v grafu G je posloupnost vrcholl a hran vy, €4, v, €5, . . ., Vi, €, V, takova, ze
hrana e, je incidentni s vrcholy vi-1 a v, pro kazdéi=1,2,..., k.

e Cesky: vyberme si ngjaky bod a vydame se na vylet po hranach, postupné si
zapisujme navstivené vrcholy a hrany, vysledna posloupnost je sled

e pokud v, = v, tak nazyvame sled uzavieny (skoncili jsme na vrcholu na kterém jsme
zacali)

e Trivialni sled je takovy sled, ktery obsahuje jediny vrchol a Zadnou hranu

e
G
\-“10—50 Vi -V

Zelena €ara je sled na orientovaném grafu, modra ¢ara na neorientovaném.

Tah

Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji hrany. Pozor, neplati pro trivialni sled
Uzavieny tah

Uzavfeny tah je uzavieny sled, ve kterém se neopakuji hrany.

Cesta - kdyz uz vime, co je to tah

Cesta v grafu G je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy.

Kruznice - kdyz uz vime, co je to tah (pro prosty graf)

Kruznice v grafu G je uzavfeny tah s alespori jednou hranou, ve kiterém se neopakuiji vrcholy
s vyjimkou vO = vk.



Souvisly graf

Souvisly graf je takovy graf, pokud mezi jakoukoliv kombinaci dvou jeho vrcholl existuje
cesta.

Komponenty souvislosti*

Komponenta souvislosti je maximalni mnozina vrcholt A, pro kterou plati, Ze indukovany
podgraf uréeny A je souvisly.

Maximalni mnoZina zde znamena, Ze nelze pfidat Zadny dalSi vrchol k mnoziné A tak, aby
indukovany podgraf timto rozSifenim z(stal souvisly.

]

Silné souvisly graf

Reknéme, Ze orientovany graf G je silné souvisly, jestlize mezi kazdou dvoijici vrchold u a
v existuje orientovana cesta z u do v a orientovana cesta z v do u.

Silné souvislé komponenty souvislosti

Mé&jme dany orientovany graf G. Silné souvisla komponenta souvislosti je maximalni
mnozina vrchold A, pro kterou plati, ze z kazdého vrcholu v mnoziné A je mozné dosahnout
kazdého jiného vrcholu v této mnoziné pomoci orientované cesty.

K, K

Kondenzace grafu

Kondenzace grafu je proces, kdy se vSechny silné souvislé komponenty v orientovaném
grafu nahradi jedinymi vrcholy, takze kazdy novy vrchol pfedstavuje jednu silné souvislou
komponentu z plvodniho grafu. Vysledny graf je orientovany acyklicky graf, kde kazda hrana
ukazuje existenci cesty mezi komponentami v puvodnim grafu.

a b c Ia /
d e f d e




P - pfedchudci
e N - nasledovnici

@ O

Strom /
») O

Strom je souvisly graf neobsahujici zadnou kruznici
OO,

e Strom ma vzdy alespon 2 vrcholy
e Strom ma vzdy alespon 2 vrcholy stupné 1 ® @
e Strom ma vzdy n-1 hran, kde n je pocet vrcholu

Koiren stromu

Kofen stromu je vrchol grafu G, ze kterého vede orientovana cesta do vSech ostatnich
vrcholu grafu G.

e Korfen stromu mUize tedy byt pouze v orientovaném grafu
e Orientovany graf, ktery ma kofen a je strom, nazyvame kofenovy strom
o Pokud existuje hrana (u, v) v grafu G, fikame, Ze vrchol u je predchudce
vrcholu v a vrchol v je naslednik vrcholu u.
o Vrchol, ktery nema naslednika, se nazyva listem.

Kostra grafu
Faktor grafu G, ktery je stromem, je kostra.

e je mozné se dostat z kazdého bodu do kazdého
e kostra neobsahuje Zadné kruznice

/| ‘ < \|/

Minimalni kostra

Minimalni kostra ohodnoceného grafu G je takova kostra, ktera ma nejmensi soucet cen
hran ze vSech moznych koster grafu G.

e hrana = kost, cenu si pfedstavte jako délku hrany = délku kosti

Kruskalav algoritmus
je algoritmus pro hledani minimaini kostry v ohodnoceném grafu.

1. Zaénéte s prazdnou mnozinou, ktera pfedstavuje minimaini kostru.
Sefadte hrany grafu podle jejich ohodnoceni (vzestupné nebo sestupné).
3. Prochazejte sefazené hrany postupné a pro kazdou hranu:
a. Pokud pfidani této hrany do minimalni kostry nevytvafi kruznice (cyklus v
orientovaném grafu), pfidejte ji do kostry.
b. Jinak tuto hranu ignorujte.
Pokracdujte, dokud nejsou projety vSechny hrany.
Na konci algoritmu budete mit minimalni kostru grafu.

o~



Eulerovsky tah

Eulerovsky tah v neorientovaném grafu G je tah, ktery obsahuje vSechny hrany a vSechny
vrcholy grafu G.

e Pokud se uloha pta, zda jde nakreslit graf jednim tahem, tak hledas, zda v grafu
existuje eulerovsky tah
e Pokud v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah, nazyvame ho eulerovsky graf

Uzavieny eulerovsky tah

Eulerovsky tah v neorientovaném grafu G je uzavfeny tah, ktery obsahuje vSechny hrany a
v8echny vrcholy grafu G.

e Pokud se uloha pta, zda jde nakreslit graf jednim tahem tak, ze za¢ne$ a skonci$ ve
stejném vrcholu, tak hledate, zda ma graf uzavieny eulerovsky tah

Eulerovsky graf
Eulerovsky graf je graf ve kterém existuje uzavieny Eulerovsky tah
takovy graf ma bud’ vS§echny vrcholy sudého stupné -> potom ma uzavieny eulerovsky tah

nebo ma pravé dva liché vrcholy u,v -> potom ma eulerovsky tah, kde tah za¢ina ve
vrcholu u a kon€i ve vrcholu v

Nezavislost grafu

Nezavisla mnozina v grafu je takova mnozina vrcholu, ve které neexistuji zadné hrany mezi
témito vrcholy. To znamena, Zze Zadné dva vrcholy v této mnoziné nejsou spojeny hranou.

Nezavislost grafu G je pocet vrcholll v nejvétsi nezavislé mnoziné grafu G. Oznacuje se
symbolem a(G).

Tvrzeni: Pro libovolny graf G o n vrcholech plati:
1. a(G) - X(G) 2 n (X je barevnost)
2.0(G)+x(G)sn+1

Klikovost grafu

Klikovost grafu je maximalni pocet vrcholu, které tvofi kliku (Uplny podgraf, kde jsou kazdé
dva rlizné vrcholy spojeny hranou) v daném grafu. Jinymi slovy, klikovost grafu udava
velikost nejvétsi kliky, kterou Ize v daném grafu nalézt. Znaci se w(G)

Tvrzeni: Pro libovolny graf G plati: w(G) £ x(G)




Dominance grafu

Dominanci grafu oznacdujeme mohutnost minimalni dominujici mnoziny vrchold. Dominujici
mnozinou je takova mnozina vrchold, ktera svou mnozinou sousednich vrcholt pokryva

v8echny zbyvajici vrcholy grafu. B(G) @_. @—O @—O

Barevnost grafu

Necht G je neorientovany graf. Barevnost grafu G je minimalni pocet barev potfebny k
pfifazeni kazdému vrcholu grafu tak, aby zadni dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu.
Znacime x(G).

Sekvencéni barveni

Oznatme A nejvétsi stupen vrcholu grafu G. Pak x(G) S A + 1.

Nasledujici postup obarvi graf A + 1 barvami. Oznaéme mnozinu barev B ={1, ..., A + 1}.

1. Sefadime vrcholy grafu do posloupnosti (libovolné)
vl,v2,...,vn
2. Probirame vrcholy v tomto pofadi a vrcholu vi pfifadime vzdy tu nejmensi barvu,
kterou nema zadny jeho soused.

Algoritmus sekvencéniho barveni poskytuje horni odhad pro barevnost grafu. Nicméné, tento
odhad muze byt velmi vzdaleny od skutecné barevnosti grafu. Konkrétné existuji dvojbarvé
grafy, které mohou byt obarveny n/2 barvami (kde n je pocet vrcholl grafu) pfi nevhodném
usporadani vrcholl v kroku 1 algoritmu.

Pro kazdy neorientovany graf G bez smycek plati: a(G) + x(G) <n +1,
kde n je pocCet vrcholl grafu G.

Pfipomerime, Ze a(G) je nezavislost grafu G, tj. pocet vrcholl v nejpocetnéjsi nezavislé
mnoZziné grafu G.



Ukazkové otazky u zkousky minimalni ¢asti

Uloha (2 body, testuje porozuméni silné souvislosti)
Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

Kazdy silné souvisly orientovany graf obsahuje cyklus.

Kazdy orientovany graf o 10 vrcholech, ktery ma pfesné dvé silné souvislé
komponenty, obsahuje alespori 11 hran.

Kazdy orientovany graf G ma vice vrcholl, nez ma kondensace grafu G.

Pro kazdy orientovany graf G plati: Pokud je kazda hrana v G soucasti néjakého
cyklu, pak je G silné souvisly.

Zadny acyklicky graf neni siln& souvisly.

nepravdivé, pro graf o jednom vrcholu bezesmyCky neni cyklus, pfestoze to je silné
souvisly orientovany graf

nepravda, staci kdyZ dvé silné souvislé komponenty nepropojovat, mit dvé kruznice
a mame tak 10 hran

nepravda pro vice pfikladu, nejjednodus$eji graf o jednom vrcholu ma po kondesaci
opét jeden vrchol, to je rovnost ne ostra nerovnost, kdyz graf nema silnou
komponentu souvislosti budou se vrcholy rovnat

neni to pravda, pokud mame orientovany graf ktery se sklada z dvou nezavislych
cykld, tak neni souvisly a nemuze byt silné souvisly, protoze se neda z jakéhokoliv
bodu dostat do jakéhokoliv jiného bodu

nepravda, pro graf o jednom vrcholu bezesmycky je silné souvisly (jinak nejsou silné
souvislé)

Uloha (2 body, testuje porozuméni barevnosti, klik, nezavislych
mnozin)
Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

a) Lze zkonstruovat graf o 12 vrcholech, ktery ma klikovost 5 a nezavislost 8.

b) Kazdy graf s barevnosti 6 ma nezavislost alespon 6.

¢) Pokud algoritmus sekvencéniho barveni obarvil graf G osmi barvami, pak jeho
barevnost nemuze byt mensi nez 4.

d) Kazdy graf s klikovosti 5 ma barevnost 5.

e) Existuji alespor dva neisomorfni grafy se ¢tyfmi vrcholy, které maji barevnost 3.

a) ano, takze kdyz mas klikovost 5, pouze jeden vrchol z kliky mize byt nezavisly

12-5=7, kdyz zbylé vrcholy napojim na jiné vrcholy z kliky nez ten jeden nezavisly
a zaroven je nenapojim na sebe, tak mohou byt vSechny vrcholy nezavislé
tedy 1+7=8




b)

protipfiklad, vyuziji vzorce a(G) + x(G) < n + 1 a upIného grafu o 6 vrcholech
a(G)+6 <6+ 1, a(G) = 1, nezavislost pro uplny graf o 6 vrcholech a barevnosti je
jedna coz neni alepon Sest

nepravda, nemame jak dokazat, Ze graf nelze vybarvit tfemi ¢i dokonce dvéma
barvami, sekvenc¢ni barveni je horni hranice a nefika nam o grafu dostatek informaci
nepravda, protipfiklad je slozity, ale podle lemmata/véty plati w(G) < x(G) (Dostal

approved -i’)
3

N

ano, i vic A 2 1 3

4

Uloha (1 bod, testuje schopnost nalézt minimalni kostru)

Je zadan ohodnoceny graf G (mnozinou vrcholl a seznamem hran spolu s cenou). Pokud
ma minimalni kostru, zapiste jeji cenu a mnozinu hran, ktera ji tvofi. Pokud minimalni kostru
nema, odpovézte “G nema minimalni kostru.”

hrana | {a.b} {rf..rf} {a,e} | {b.c} {:'}:Trf} {FJ:r'} {b. f} | {c.e} | {e. F} | {d.e} | {e, f}

cena 1 ) 1 11 i 2 0 10 4 G 3

zabralo by to dlouho, popiSu postup, sefadim hrany podle ceny, postupné je

pfidavam do kostry dokud ne nebude tvofit kruh, pokud by se pfidanim do :ﬁ

kostry vytvofil tuhle hranu nepfidam a pokracuju dal, kdyz spojim vSechny
vrcholy, tak vim, Ze zbylé hrany by pouze tvofily kruhy, sectu ceny a 0\
nakreslim kostru, zde nam vyjde cena kostry 21 T

Uloha 5 (2 body)

Neorientovany graf G je dan Sesti prvkovou mnozinou vrcholl V = {a, b, ¢, X, y, z} a
mnozinou hran, ktera je popsana nasledujicim seznamem:

hrana {a, b} {a, x} {a, z} {b, c} {b, x} {c, vy} {c, z}

Rozhodnéte, ktera tvrzeni o grafu G plati:

1. G je souvisly.

Nakreslim a vidim, Ze je souvisly

2. G je eulerovsky.
Ze G neni eulerovsky, euler musi mit samé sudé.

3. G ma barevnost 2.
Ze G nema barevnost 2, vidim z toho, ze obsahuje trojuhelnik (uréeny vrcholy a, b a x).

4. G neobsahuje kruznice.
Ze G obsahuje kruznici, vidim z toho, Ze obsahuje trojuhelnik.



5. G obsahuje néjakou tfiprvkovou nezavislou mnozinu vrcholt.

Vidim, ze y a z tvofi dvouprvkovou nezavislou mnozinu vrcholll, a druhym pohledem vidim,
Ze neni maximalni: mohu pfidat i vrchol b a mnozina {b, y, z} bude stale nezavisla. Graf G
tedy obsahuje tfiprvkovou nezavislou mnozinu vrchold.

Uloha 6 (2 body)

Je dan orientovany graf H, o kterém vite jen to, Ze je acyklicky a Ze ma 7 vrchold.

Ktera z nasledujicich tvrzeni o ném nutné plati také?

1. H neni silné souvisly.

Ano, H neni silné souvisly. Ma vice nezZ jeden vrchol (dokonce 7), a kdyby byl silné souvisly,
urcité by obsahoval cyklus. Cykly ale H ze zadani neobsahuije.

2. H ma alespon 6 hran.

Pocet hran v H neni specifikovany, a sedmi-vrcholovy acyklicky graf, ktery ma méné nez 6
hran, existuje. Vezméme napfiklad diskrétni graf o sedmi vrcholech. (Diskrétni graf je graf
neobsahujici Zzadné hrany).

3. H je (bran jako neorientovany graf) souvisly.
Uz z pfedchoziho tvrzeni vidim, Ze diskrétni graf splfiuje specifikaci, a pfitom neni souvisly.
Treti tvrzeni tedy neplati

4. H obsahuje néjaky vrchol v, pro ktery plati dout(v) = 0.
Kazdy acyklicky graf obsahuje vrchol, ktery je vylevka. Tedy to plati i pro H.

5. H obsahuje néjaky vrchol u, pro ktery plati din(u) > 0.
Toto tvrzeni neplati, coZ vidim znovu z pfikladu diskrétniho grafu. Tam ma kazdy vrchol
vstupni stupen O.



1. Casté otazky u zkousky standardni éasti

vSechny nasledujici otazky jsou za 10 bodu u zkousky

Otazka 1.

Sestrojte pro kazdé pfirozené k > 1 prosty graf, ktery ma 2k vrcholt, kazdy vrchol ma stuperi
k, a nejkratsi kruZnice v ném ma délku 4 (obsahuje 4 hrany).

(Peclivé popiste strukturu grafu. Pojmenujte vrcholy a precisné popiste, které dvojice vrcholli
Jsou spojeny hranou. Dikladné argumentujte, Ze ve vaSem grafu nejsou kruZnice délky kratsi
nez 4.)

Reseni:
Vytvofime uplny bipartitni graf s 2k vrcholy.
Duakaz:

Graf G nema kruznice o délce 1 ani o délce 2, protoze nepodporuje smyc&ky a paralelni hrany

1. Graf G je uplny a bipartitni, ma 2k vrchold kde k>1
Oznacéme si vrcholy: v levé parité (leva strana bipartitniho grafu) jako L;,...,.L a v
pravé parité (prava strana bipartitniho grafu) jako R;,...,R;
2.1. Predpokladejme ze v Graf G existuje kruznice o délce 3
2.2.  Poté nutné musi existovat vrcholy L,, R,, L, nebo R,, L,, R,tak Ze mezi nimi
existuje hrana.
2.3. spor-mezil,al,ale hrana existovat nemuze, protoze maji stejnou paritu, to
samé plati pro R, a R,
3.  Vgrafu G neexistuje kruznice o délce 3

Otazka 2.

DokaZte, Ze v kazdém stromu s alespori dvéma vrcholy existuji alespori dva vrcholy stupné
1.

Reseni

Necht' S je strom s n>=2 vrcholy.

Ze stromu S vybereme nejdelSi cestu C, ta ma délku | <=n-1
Vv, - pocatecni vrchol cesty C, v, - konecny vrchol cesty C
Cesta C: vg-....-v,

d(vo)>=1, d(v))>=1

1. Muze nastat d(v,) > 1 P

2. Potom existuje hrana v, do w

3. Leziw na cesté c?
a. Ano P
b. Potom by v S existovala kruznice
c. Spor - S je strom (nema kruznice)



d. Ne P
e. Potom cesta C’zw do v, je delSinez C
f. Spor- C je nejdelSi cesta
4. Spor - kazda moznost vyustila ve spor
Nemuze tudiz nastat d(v,) > 1 proto d(vo) <= 1 a d(v,) >= 1 potom d(v) = 1 a v, je list

Analogicky Ize pro v, viz https://www.youtube.com/watch?v=UM9JU_FRDFo 8:10

Alternativni feSeni:

Vrchol stupné 1 v grafu je vrchol, ktery je spojen pouze s jednim jinym vrcholem. V kontextu
strom0 se takové vrcholy €asto nazyvaji listy.

PFedstavme si strom s alespori dvéma vrcholy.

V pfipadé, ze strom ma pouze dva vrcholy, pak jsou oba vrcholy spojeny pfimo s sebou a
jsou jediné v stromu, takZe maiji stupern 1.

Pokud ma strom vice nez dva vrcholy, pak vzdy existuje alespon jedna hrana spojujici dva
vrcholy, ktera nemUze byt soucasti zadného cyklu (protoze stromy nemaiji cykly). Tyto dva
vrcholy spojené touto hranou budou mit stupen alespon 1. Alespon jeden z téchto vrchol(
nemuze mit zadné dalSi sousedni vrcholy (jinak by vytvofil cyklus), takze ma stupen presné 1

Takze v kazdém stromu s alespori dvéma vrcholy existuji alespon dva vrcholy stupné 1.

Otazka 3.

UkaZzte, Ze jakékoliv dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu maji spolecny vrchol.

(Cesta v grafu je nejdel$i, pokud v daném grafu neexistuje Zadna delsi cesta. V grafu mize
existovat vice nejdelsich cest, pak ale maji nutné stejnou délku.)

Reseni
Necht spojity graf G ma vice nez jednu nejdelSi cestu. Vezméme libovolné dveé rizné
nejdelsi cesty C,D z grafu G.

1. Predpokladejme ze C,D nemaiji spolecny vrchol.

ProtoZe G je souvisly tak existuji 2 vrcholy u€C a vED mezi kterymi vede cesta,
ktera neobsahuje vrcholy z C nebo D (kromé u,v). Vybereme nejkratsi takovou cestu
X.

3. Z cesty C si vybereme ten hraniéni vrchol wg, ktery je vzdalenéjsi od vrcholu u. Z
cesty D si vyberu ten hranicni vrchol w4 ktery je vzdalengjsi od vrcholu v.

4. Poté cesta z wg, pres vrcholy u a v (mezi kterymi vede cesta X) do vrcholu wg,g,
ktera je delSi nez cesta C nebo D (kazdy usek na cestach C, D, ktery jsme si vybrali,
musi mit alesponi %z délky cesty nebo vice a cesta X musi mit délku alespon 1, takze
po secteni délek vSech Usekl a cesty X musime dostat delSi cestu nez C nebo D)

5. Spor


https://www.youtube.com/watch?v=UM9JU_FRDFo

Pfedpoklad je nepravdivy, C a D musi mit spoleCny vrchol

Otazka 4.

Pro obyé&ejny neorientovany graf G = (V, E) nazveme jeho doplrikem obyc&ejny neorientovany
graf Gy, = (V, E'), ktery ma mnoZinu vrcholti shodnou s grafem G, a v jeho mnoziné hran E’
Jsou pravé ty hrany, které v mnoziné hran E nejsou.

A. Sestrojte souvisly (obycejny neorientovany) graf G takovy, ze G, je také souvisly.
B. DokaZte, Ze pro kazdy (oby&ejny neorientovany) graf G plati: Pokud je G nesouvisly,
pak je Gy, sSouvisly.

Reseni
A. Muzeme sestrojit napf. graf nalevo
jehoz doplinék je graf napravo (Gg,p)

B. Dukaz:
a. V nesouvislém grafu G,
existuji n >= 2 komponent souvislosti Ay, A, .... A,
b. Vezméme si vrcholy u,v takze u€A; a vEA, (vezmeme si vrcholy z libovolnych
komponent souvislosti)
i. Pokudi#jtak v dopliiku Gy, existuje hrana {u,v} (podle definice
doplriku)
ii. pokud i=jtak existuje cesta u-w-v, kde wE A, kde t # i. ProtoZze musi

“wr

existovat hrana z u-w a z w-v, viz “i.

Otazka 5.

Necht ma graf G barevnost x(G). Dokazte, Ze pocet jeho hran je nejméné:

[X(G) - (x(G) - 1))2

(Upozornéni: graf G neni nutné upliny graf)

Reseni - (Dostal approved -i)
1.  Budeme pouzivat termin mnozina barvy jako neprazdnou mnozinu vrcholl se stejnou
barvou
2. Necht A, az A, kde k = x(G), jsou mnoziny barvy na grafu G, obarveného minimalnim
pocétem barev
3. ProtoZe mezi kazdou mnoZinou barvy musi existovat hrana do kazdé jiné mnoZziny
barvy mizeme si udélat upliny graf H kde vrcholy reprezentuji mnoziny barvy
4.  Vime ze v uplném grafu H je pocet hran roven [n*(n-1)]/2, kde n je pocet vrcholl v
grafu H
V nasem grafu H mame x(G) vrcholud, tedy mame [x(G) - (x(G) — 1))/2 hran
protoZze kazda mnozina barvy musi obsahovat minimalné 1 vrchol, pak v grafu G
musi existovat minimalné 1 vrchol za kazdou mnozinu barvy, takze v grafu G musi byt
minimalné x(G) vrcholt a minimalné [x(G) - (x(G) — 1))/2 hran

o o



Otazka 6.

Dokazte, Ze kazdy orientovany acyklicky graf G obsahuje vrchol v, pro ktery plati

dout(v) = O

Reseni

C je nejdelSi cesta v grafu G
Vo je prvni vrchol v cesté C

Vv, je posledni vrchol v cesté C

1. Predpokladejme ze d,,(v,) >= 1

2. Existuje vrchol w a hrana e takze e = (v,, w)
a. Predpokladejmew € C

b. potom existuje cesta z w->v,

c. takZe existuje cyklus v,->w->...->v,

d. spor - graf je acyklicky

e. Predpokladejme ze w ¢ C
f. potom existuje cesta v,->....->v,->w, ktera je delSi neZ cesta C
g. spor - C je nejdelSi cesta

3. Spor ani jedna z moznosti neni pravdiva

plati negace d,u(v,) >= 1

takze plati dou(v,) =0

Alternativni feSeni:
Orientovany acyklicky graf je orientovany graf, ktery neobsahuje zadny orientovany cyklus.

Stupen vystupu (dout) vrcholu v je poc€et hran, které z vrcholu vychazeji.

Predpokladejme, Ze existuje graf, ktery neobsahuje vrchol s dout(v) = 0. To znamena, ze
kazdy vrchol v grafu ma hranu, ktera z néj vede do jiného vrcholu. Sledujeme-li cestu podél
téchto hran, nikdy se nedostaneme do situace, kdy bychom nemohli pokracovat, protoZze
kazdy vrchol ma vystupni hranu. Nicméné, protoze graf je kone€ny, musime se nakonec
vratit do vrcholu, ktery jsme jiz navstivili, coz vytvofi orientovany cyklus. Toto je vSak v
rozporu s predpokladem, ze graf je acyklicky.

Tedy, naSe predpoklady vedly k rozporu, coz znamena, Ze nase plvodni pfedpoklady musely
byt nespravné. Z toho vyplyva, ze musi existovat alespori jeden vrchol v orientovaném
acyklickém grafu, ktery ma dout(v) = 0.



Otazka 7.

Dokazte, Ze pro kazdy souvisly orientovany graf G plati:

G je silné souvisly pravé tehdy, kdyz kazda jeho hrana lezi v néjakém cyklu.

Reseni
Dukaz implikace: G je silné souvisly -> kazda jeho hrana lezi v néjakém cykiu.

Graf G je silné souvisly graf

Muzeme si vzit libovolnou hranu e € E(G), e = (u,v), kde u,v € V(G)
Protoze graf G je silné souvisly, existuje cesta C z v->u

takze existuje cyklus u-(e)>v->...C...->u a e je jeho soucasti

5. kazda hrana lezi v néjakém cyklu

N =

Dukaz implikace: Kazda hrana lezi v néjakém cyklu -> G je silné souvisly

1. Graf G je souvisly a ma kazdou hranu v néjakém cyklu
. uv € V(G)

3. Existuje neorientovana cesta C (skuteny termin, Ize také fict polocesta) z u do v,
protoze graf je souvisly

4. Kazda hrana e na neorientované cesté C, ktera jde proti sméru u->v, maze byt
nahrazena cestou, ktera je zaru€ena tim, Ze e je soucasti cyklu.

5. po nahrazeni v8ech hran které na polocesté C jdou proti sméru u->v vznikne sled,

ktery |ze zkratit na cestu

Potom existuje cesta z libovolného bodu u do libovolného bodu v

Graf G je silné souvisly

No

Pokud chce nékdo komplikovanéj$i dukaz pro¢ prvni implikace musi byt pravda
Dikaz implikace G je silné souvisly -> hrana je soucasti cyklu

1.  Graf G je silné souvisly graf
hrana e € E(G), e = (u,v), kde u,v € V(G)
21. pfredpokladejme, Ze e neni soucasti cyklu
21.1. Predpokladejme dy(v) =0
2.1.2.  uje libovolny vrchol grafu G
2.1.3. protoze graf G je silné souvisly musi existovat cesta z v do u
21.4. ale dy(v) =0, takze z ného zadna cesta nevede
2.1.5.  spor - graf je silné souvisly, takze cesta z u do v musi existovat
2.2.  neplati do,(v)=0
2.21. predpokladejme d,,(v) >=1
2.2.2. potom existuje hrana f € E(G), tak ze f = (v, w), kde w € V(G)
2.2.3. potom existuje cesta z vrcholu w do vrcholu u, protoZe graf G je silné
souvisly
2.2.4. potom existuje cyklus v->w->....->u->v skrz hranu e (hrana e = (u,v))
2.2.5. spor- hrana e neni soucasti cyklu
2.3.  neplati do,(v) >= 1
2.4. takze neplati d (v) >=0
2.5.  spor - vrchol v nemuze mit hodnotu dg(v) mimo <0,«)
hrana e nemU(ze nebyt soucasti cyklu
hrana e je soucasti cyklu

W



Alternativni reSeni:

Silné souvisly graf je orientovany graf, v némz je mozné se dostat z libovolného vrcholu do
libovolného jiného vrcholu.

Cyklus v grafu je cesta, ktera za&ina a kon¢i ve stejném vrcholu.
Dukaz:

(=>) Predpokladejme, Ze G je silné souvisly graf. Potom, pro kazdou hranu (u, v) v G,
existuje cesta z vrcholu v do vrcholu u (protoZe G je silné souvisly). Tato cesta spolu s
hranou (u, v) tvofi cyklus. Takze kazda hrana lezi v néjakém cyklu.

(<=) Pfedpokladejme, Ze kazda hrana v G leZi v né&jakém cyklu. Chceme ukazat, Ze G je
silné souvisly. Vybereme libovolné dva vrcholy u a v v G. Pokud existuje hrana z u do v, pak
muazeme dojit z u do v pfimo. Pokud takova hrana neexistuje, pak existuje cesta z u do
néjakého vrcholu w a z w do v (protoze kazda hrana lezi v néjakém cyklu). Takze mizeme
dojit z u do v pfes w. Tim je ukazano, ze G je silné souvisly.

Otazka 8.

DokaZzte, Ze kazdy neorientovany graf G, ve kterém ma kazdy vrchol stupern alespori 2,
obsahuje Kruznici.

Reseni:
1. G je neorientovany graf kde kazdy vrchol ma stupen alespor 2
2. Necht C je nejdelSi cesta v grafu G, C zacina ve vrcholu v, € V(G) a konci ve
vrcholu v, € V(G)
3. d(v,)>=2
4.  Jedna hrana vrcholu v, vede do cesty C na vrchol v,.;, ale minimalné jeden dalSi “tr&i”
z vrcholu v, a vede do vrcholuw € V(G)
4.1. Predpokladejme, Ze vrchol w neni na cesté C
4.2. Potom existuje delSi cesta v,->....->v,->w neZ cesta C
4.3. spor C je nejdelSi cesta
vrchol w nemuze nebyt na cesté C
vrchol w je na cesté C
7. poté G obsahuje kruznici, protoze z v, vede hrana zpatky na cestu C

o o

Alternativni feSeni:

Pfedstavme si, Ze zaCiname v libovolném vrcholu grafu G a nasledujeme cestu do
libovolného jiného vrcholu bez navratu zpét. Vzhledem k tomu, Ze kazdy vrchol ma stupen
alespon 2, vzdy mlizeme pokracovat na cesté.

JelikozZ graf je konecny, tato cesta se nakonec musi vratit do nékterého jiz navstiveného
vrcholu. Tim se vytvofi kruznice. To je v rozporu s na8im pfedpokladem, Ze jsme sledovali
cestu bez navratu zpét, coz znamena, ze nase puvodni pfedpoklady musely byt nespravné.

Z toho vyplyva, Ze musi existovat alespori jeden cyklus v grafu G. Tedy, kazdy neorientovany
graf G, ve kterém ma kazdy vrchol stupen alespon 2, obsahuje kruznici.



Otazka 9.

Neorientovany graf G nazveme kritickym, pokud pro kazdy jeho podgraf H # G plati
X(H)<(G). Dokazte, Ze kazdy kriticky graf je souvisly.

Reseni:
strasné se mi to nechce dokazovat a jsem si celkem jisty, Ze jsme to nebrali, ale podle
oficialniho FfeSeni to ma byt takto:

ReSeni Tvrzeni dokdZeme obménou. To znamené, Ze dokdZzeme, Ze kazdy nesouvisly graf
je nekriticky (neni kriticky).

Méjme nesouvisly graf G s komponentami souvislosti Sy, ..., Sk, kde k > 1. Barevnost
grafu G, to jest x(G), miZeme spodcitat jako

X(G) = max x(5;).

1.k
(Myslenka argumentu je, ze kazdou komponentu miZzeme barvit nezavisle na ostatnich.)

Pro nékterou z komponent souvislosti grafu G' (ozna¢me ji napiiklad jako S;) plati

x(55) = x(G).

(Myslenka tohoto argumentu je, Ze na nékterou z komponent souvislosti bude tfeba nejvice
barev.) Komponenta souvislosti S; grafu G je podgrafem grafu G, neni celym grafem G
(nebot G méa komponent souvislosti vice), a pfitom pro ni neplati x(5;) < x(G). Graf G
tedy neni kriticky.

Alternativni feSeni:

Provedeme sporem, pfedpokladame ze existuje graf G ktery neni souvisly, to znamena ze
jde rozdélit alespori na dvé skupiny mezi kterymi nevede hrana. Piedstavme si tfeba kriticky
graf G o dvou vrcholech co nejsou propojeny hranou.

Barevnost podgrafu H, v nadem pfipadé jednoho vrcholu se pak bude rovnat barevnosti
grafu G, to je ale spor protoze musi platit x(H) < x(G).

Tedy kazdy kriticky kraf musi byt souvisly.

Otazka 10.

Dokazte, Ze pro libovolny (obycejny) neorientovany graf G plati a(G) - x(G) = n.
(Pfipomenuti znaceni: a(G) oznacuje nezavislost grafu G, x(G) oznacuje barevnost grafu G.)
Reseni

Vrcholy obarvené stejnou barvou tvofi nezavislou mnozinu

Graf G obarveny x(G) barvami -> existuje x(G) nezavislych mnozin

Kazda mnozina obsahuje maximalné a(G) vrchold, to znamena, Ze pokud v kazdé nezavislé
mnoziné bude a(G) vrcholu, tak a(G) - x(G) = n, kde n je poc€et vrcholl v grafu.

Pokud bude jen v nékterych (ne ve vSech) mnozinach a(G) vrchold, tak a(G) - x(G) > n, kde
n je pocet vrcholl v grafu.

Takze a(G) - x(G) 2 n



Otazka 11.

At je G souvisly neorientovany graf a vdechny jeho vrcholy maji sudy stuperi. Oznacme jako
(G - v) graf, ktery vznikne z grafu G po odstranéni vrcholu v a hran incidentnich s vrcholem
v. Oznaéme jako pk(G - v) pocet komponent souvislosti grafu G — v. UkaZte, Ze pro libovolny
vrchol v grafu G plati pk(G - v) < %5*d(v)

Reseni
Oznaéme d(v) stuperi vrcholu v, tedy pocet hran incidentnich s vrcholem v. Vrchol v ma sudy
stupen, takze d(v) = 2k pro néjaké pfirozené Cislo k.

Pokud odstranime vrchol v a vSechny jeho incidentni hrany, zdstanou nam vrcholy, které byly
sousedy vrcholu v. Tyto vrcholy tvofi “k” disjunktnich komponent souvislosti, protoZze kazda z
téchto komponent je spojena s vrcholem v pfesné pfes dvé hrany.

Tedy pk(G - v), pocet komponent souvislosti grafu G - v, je mensi nebo roven k, coz je
polovina stupné vrcholu v (d(v) = 2k -> k = d(v)/2), tedy pk(G - v) < '2*d(v).

Reseni potencialné opravené
Oznaéme d(v) stuperi vrcholu v, tedy pocet hran incidentnich s vrcholem v. Vrchol v ma sudy
stupen, takze d(v) = 2k pro néjaké pfirozené Cislo k.

Pokud odstranime vrchol v a vS§echny jeho incidentni hrany, zdstanou nam vrcholy, které byly
sousedy vrcholu v. Tyto vrcholy tvofi “k” disjunktnich komponent souvislosti, protoze kazda z
téchto komponent je spojena s vrcholem v pfesné pfes 2 hrany.

Tedy pk(G - v), poCet komponent souvislosti grafu G - v, je mensi nebo roven k, coz je
polovina stupné vrcholu v (d(v) = 2k -> k = d(v)/2), tedy pk(G - v) < '%2*d(v).

Otazka 12.

Jsou dany dvé kupky sirek (Kupka 1 a Kupka 2), Kupka 1 obsahuje 3 sirky, Kupka 2
obsahuje 2 sirky. Dva hraci (Hra¢ 1 a Hra¢ 2) hraji hru s nasledujicimi pravidly:

1. Hraci se stridaji na tahu, zacina Hrac 1.

2. Hrac na tahu si vybere jednu z kupek (obsahujici n > 0 sirek) a odebere z ni x sirek
(1<x<n).

3. Vyhrava hrac, po jehoz tahu jsou obé kupKy sirek prazdné (obsahuji O sirek).

Ma néktery z hracu vyherni strategii? Pokud ano, ktery? Pokud ne, dokaZte pro¢. (Sestavte
graf odpovidajici stavovému prostoru hry ze zadani. Rozhodnéte, zda muze Hraé 1 ¢i Hrac 2
vZdy volit svij tah tak, aby si zachoval mozZnost vyhry pro libovolny protihraciv nasledujici
protitah.)



Hraz ¢
Ho: 2 4
(5,2 )
prdl / \“\ ™
(92> (,2) (z,1) (92)

I

Zatnéme tim, Ze nakreslime graf, ktery reprezentuje stavovy strom. Jeho kofenem bude
(3,2) a potom budou hradi stfidat. Pfi tvorbé grafu mizeme vidét, Ze hra€ 1 ma pouze jednu
moznost, jak tahnout tak aby mél zaru¢enou vyhru. Budeme délat stavovy strom pro vyherni
strategii prvni hrace.

Vyhrava ten hrag, ktery jako prvni ma moznost ponechat stejny pocet sirek v obou kupkach
po svém tahu. Pokud bude hra¢ hrat podle stavového stromu ma zaru¢enou vyhru.

Alternativni feseni:
V této hife ma Hrac¢ 1 vyherni strategii.

Strategie pro Hrace 1 je nasleduijici:

Hrac 1 si vybere kupku s 3 sirka a odstrani 2 z nich. Poté jsou v Kupce 1 jedna zapalka a v
Kupce 2 jsou dvé zapalky.

Nyni Hra¢ 1 mlze reagovat na jakykoli tah Hrace 2 tak, aby vyhral:

e Pokud Hrac 2 vezme vSechny sirky z Kupky 2, pak Hra¢ 1 vezme posledni sirku z
Kupky 1 a vyhrava.

e Pokud Hrac 2 vezme vSechny sirky z Kupky 1, pak Hra¢ 1 vezme obé sirky z Kupky 2
a vyhrava.

e Pokud Hra¢ 2 vezme jednu sirku z Kupky 2, Hra¢ 1 vezme druhou sirku z Kupky 2. At
Hrac 2 vezme jakoukoli sirku, Hra¢ 1 vezme zbyvajici sirku a vyhrava.

e Pokud Hrac 2 vezme jednu sirku z Kupky 1, Hra¢ 1 vezme dvé sirky z Kupky 2. Bez
ohledu na to, jakou sirku Hra¢ 2 vezme, Hra¢ 1 vezme posledni sirku a vyhrava.

Tedy Hra¢ 1 ma vyherni strategii pro tuto hru.



Alternativni vysvétleni:

Tento ukol patfi do tzv. kombinatorickych her. Ve kterych hraci tahnou do jadra aby hru
vyhrali.

Jadro hry predstavuje mnoZinu strategii, ve které zadny hra€ nema motivaci odchylit se od
své strategie, pokud vSichni ostatni hraci také zlstavaji v jadru. V podstaté jde o koncept
stability, kdy zadny hra¢ nema motivaci odejit ze sou€asného stavu hry.

Tah do jadra je tedy strategie, ve které hraci provadéji své tahy s cilem dosahnout nebo
zUstat v jadru hry. Hracdi se snazi nalézt takové tahy, které minimalizuji moznost odchylky
ostatnich hracld a zaroven maximalizuji svuj vlastni vysledek.

V tomto pfipadé je na grafu v prvni feSeni ukazano jak musi hrat hra¢ 1 aby zustal v jadfe a
tim padem vyhral hru.
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