TEOREMAS EN FUNCIONES DERIVABLES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Teorema de monotonia
Sea f: I = R una funcién. Supongamos que f'(t;) > 0 en un punto t, interior. Entonces existe d > 0 tal que
f(s) < f(ty) <f(t) cuando s € (t,- O, t;) y tE (t,, t,+ O), es decir, es creciente en t,.
Analogamente si f'(t)) < 0, es decreciente en t,.

Teorema de Rolle
Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que f(a) = f(b).
Entonces, existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) =0

f(x)

La idea del teorema de Rolle es que una curva continua y sin “picos” que toma los mismos valores en los
extremos de un intervalo, necesariamente tiene algin punto con tangente horizontal.

En este ejemplo la funcién J () que es continua y sin “picos” y toma los mismos valores en los extremos

del intervalo [a,b] tiene dos puntos del intervalo en los que la tangente a la curva es horizontal (o sea de
pendiente cero).

La idea del teorema del valor medio es que en una curva continua y sin “picos” que va del punto A al
punto B, hay algin punto intermedio en el que la tangente a la curva en dicho punto es paralela al
segmento AB.

(Es decir, tienen la misma pendiente)

Sea f una funcién que verifica las siguientes hipotesis:

a) Es continua en el intervalo cerrado [a, b]
b) Es derivable en el intervalo abierto (a, b)
C) Toma el mismo valor en los extremos del intervalo, es decir f(a) = f(b)

Entonces, existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0, es decir, con tangente horizontal.
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Demostracion:

Como f es continua en un intervalo cerrado [a, b] alcanza en dicho intervalo un valor maximo y otro

minimo. (Teorema de Weierstrass)
Pueden darse dos casos:

@ Si el maximo y el minimo estan en los extremos, estos son iguales, ya que f(a) = f(b). Entonces se trata

de una funcion constante y, por tanto, f'(c) =0

@ Si el valor maximo o minimo se encuentran en un punto c de (a, b) la funcién alcanza un maximo y un

minimo (teorema de Weierstrass) y como f es derivable en c, se cumple que f'(c) = 0

Sk ok ke ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk k ok ok sk sk ok sk k

Interpretacién geométrica

Si una funcién verifica las hipo6tesis del teorema de Rolle, existe al menos un punto c del intervalo abierto

(a, b) donde la tangente a la curva en ese punto (c, f(c)) es paralela al eje de abscisas.

f(a)=f(b)

o
¢
o

Actividades
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La funcién f: [1, 3] — R definida por f(x) = x* - 4x + 11 verifica las siguientes hipétesis:

a) Es continua en [1, 3] por ser polinémica

b) Es derivable en (1, 3) por ser polinémica.

C) f(1)=8; f(3) =8

Skok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sksksksk skok sk

Entonces existe un punto c en el intervalo abierto (a, b) con derivada nula en dicho punto. Veamos:
f(x)=2x-4; f(c)=2c-4=0=>2c=4=>c=2

El punto c esta en el interior del intervalo.
Skskskok sk sk skske sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk skskesk sk skskok sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sksksk sk skoskskesk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que X' =3x+b=0 po puede tener mas de una raiz en el
intervalo [_ 1’1] cualquiera que sea el valor de b (hazlo por reduccidn al absurdo: sup6n que hay dos
raices en [_ 1’1] )-

La funcién f(x)=x*-3x+b es continua en [-1.1] (es un polinomio).

Es derivable en [-1.1] y su derivada es '(x)=3x" =3 :

5 x=1
' 3x -3=0=>
Si calculamos donde se anula la derivada, (f - 0) x=-1

3 —
Veamos pues, que ¥  —3x+b =0 po puede tener mas de una raiz en [ 1’1]

flx)=x"=3x+b

Supongamos que tiene dos raices %1 Y %2 en [-1.1] es decir

f(al):f(az)zo
f continua en [— 1,1]

f derivable en(— 1,1) = existe al menos un c € (al,a2 ) tal que f'(c) =0
ROHe: f(al):‘f(a2)
x=1

!
x=-1 P . —-1< <
Pero sabemos que /" seanulaen { que no estan incluidos en (al,a2) puesto que I<a,a, <1 ,

hemos llegado a una contradiccion.

3 _ /. . s —
Portanto X  —3x+b=0 Vb como maximo tiene una raiz en [ 1’1] .
3k sk 5k sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Sea f: R — R una funcién derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f’(x) tales que entre ellas no
hay ninguna otra raiz de f'(x). Razonar debidamente si puede ocurrir cada una de las siguientes
posibilidades:

1.- Entre a y b no existe ninguna raiz de f(x)

2.- entre a y b existe una sola raiz de f(x)

3.- entre a y b existen dos o mas raices de f(x).

Sksksksk sk sk skoke sk sk ks sk sk sksk sk sk sk skske sk sk skok sk sk skskok sk skosksk sk sk skske sk sk skoskesk sk sksksk sk skoskskesk sk skoske sk sk skosksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk

Determina si las siguientes funciones satisfacen en el intervalo dado, las hipétesis del Teorema de Rolle.

«_n

En caso afirmativo calcula el valor intermedio “c” que verifica la conclusién del mismo.

_ % = 9al — 42
a) f(x)=x" en el intervalo [-2, 2] b) f(x) 2|x‘ ¥ en el intervalo [-1, 1]

Skokesk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk ki sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sksksksk skk sk

2x+2, si— U <x<1
S(x)= A

5-(x=2)*,sil<x<4

Comprueba que la funcién cumple las hipétesis del Teorema de Rolle.

Averigua donde cumple la tesis
Sk sk ok sk ok ok >k ok sk ok K ok ok Sk ok ok ok ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
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Calcula b para que la funcidn f(x) = x* - 4x +3 cumpla las hipoétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, b]. ;Dénde se cumple la tesis?
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke Sk Sk Sk ok Sk ok Sk Sk ok Sk Sk Sk oKk Sk ok ok Sk ok Sk K ok ok R ok kR ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

(~cos x)

Demuestra que la funcion f(x)=In verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo

I=2n 4r
3°3

b

} y halla el valor de c que predice dicho teorema. Averigua, después si cumple esas hipétesis
I {271 8

2
en el intervalo 33 } . Sila respuesta es negativa, ;puede afirmarse que la derivada no se anula en

ningun punto del interior de dicho intervalo? Razona las respuestas.
Sk 3k sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ke Sk Sk ok Sk Sk ok ok Sk Sk Sk Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok Sk R ok ok R ok R Rk ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Determina si las siguientes funciones satisfacen en el intervalo dado, las hipétesis del Teorema de Rolle.

w_n

En caso afirmativo calcula el valor intermedio “c” que verifica la conclusion del mismo.

_ 3 2
a) /() =X-X" o el intervalo [-1, 1] b) S(X)=x"=3x+2 o el intervalo [-2,-1]
2x* +1 si 0<x<1
f(x) =
ix >
c) f(x) =x*- 4x+ 11en[1, 3] d) Lnx+3x six 21 en el intervalo [0, €]

Sol.: a) Si; clz_f;czz\? ; b)No ; c¢) Si; ¢c=2; d) No

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skosk skk sk

=32
La funcién f: [-1, 1] - R F(¥)=VX" toma el mismo valor en los extremos del intervalo
Encontrar su derivada y comprobar que no se anula nunca. ;Contradice esto el teorema de Rolle?
Sol.: No, porque no es derivable en (—1,1) al no ser derivable en x=0

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok Sk ok K 3k ok 3k ok ok ok ok >k >k ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok k sk ok ok ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k sk sk k

f(x)zxz;ébC

;Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién x—=2 enelintervalo [0, 4]?

Razona la respuesta. Sol.: No, porque no es continua (ni derivable) en x =2

Sk >k ok 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Sk ok >k ok Sk ok ok 3k ok Sk ok ok ok ok >k >k ok ok ok ok ok sk Sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk >k ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk k

f(x)_{x2+mx+n, si 0<x<?2
Seala funcion f: [0, 4] — R definida por pr+l, si2sxs4

(a) Determina m, ny p sabiendo que f es continua en el intervalo cerrado [0, 4], derivable en el intervalo

abierto (0, 4) y que f(0) = f(4). Sol: m=-3, n=5, p=I
(b) Segun el teorema de Rolle, ;en qué punto del intervalo se anula la derivada de la funcién?

Sol.: En c=3
2

3k >k 3k ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok >k >k ok ok ok %k ok ok Sk >k ok ok ok >k >k ok ok Sk >k ok ok Sk sk ok ok ok >k ok ok ok Sk >k ok ok Sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk sk %k

Se considera la funcién /() =¢” y los puntos del plano A(0, 1) y B(1, e). Razonese que existe algin
punto de la grafica de f en el que la recta tangente es paralela a la recta AB y hallese dicho punto

x*4nx si x<-=2

f(x)={ 3

. ., +m si x=>-2
Se considera la funcién x §

a) Determina m y n para que se cumplan las hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [-4, 2]

b) Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza el teorema.
3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ke Sk Sk sk ok Sk ok Sk Sk ok ok ok ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
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Utilizando el teorema del valor medio de Lagrange demostrar que:

. 7 iy — <p-—-
a) Para cualesquiera nimeros reales a < b, se verifica que $¢" b ~sena<b-a

X

arctg (Zx) — arctg (x) <
b) Parax > 0, 1+x

Skokesksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skok skosk sk sk sk sk sk sksk sk sksk skk sk

2

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables para todo valor de x, que verifican que f(0) = g(0) y que f'(x) >
g'(x) parax 2 0. ;Se puede asegurar que f(x) > g(x) para x>07? Razona la respuesta indicando en que
resultados de basas.

Skskskok sk sk skoke sk sk ks sk sk skosk sk sk sk skoske sk sk skoke sk sk sk sk ok sk skosk sk sk sk skske sk sk skoskesk sk skosksk sk skoskskesk sk skoskesk sk skosksk sk sksk sk sk sk sksk sk sk

Determina si las siguientes funciones satisfacen en el intervalo dado, las hipétesis del teorema del valor

medio de Lagrange. En caso afirmativo, calcula el valor intermedio “c” que verifica la conclusion del
mismo.

a) f(x) =3x* en|0, 4] b) f(x) = (x-2)*(x+ 1) en [0, 4]
3= , Six<l
fx)=
3 — 6 —, six21
o) f(x)= X ,en |2, 6] d) X en [0, 2]

, , 3+4/21 , , 1
Sol.:a) Si, c=2 b)Si, c= ©) Si, c=124/3 d) S, ¢;=— , c,=+2
3 2
3K 33k sk 3k Sk sk ok sk ok sk ok sk ok Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk Sk sk Sk sk ok sk ke sk ok Sk sk Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok Sk sk Sk sk ke sk ok sk ok sk ok ke sk sk

ax—3 si x<4

2 .
—x +10x-b si x24 cumpla las hipétesis del teorema del valor medio

S (x) ={
Calculaay b para que
Sol:a=2, b=19; Valor intermedio: c:9

en el intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2x-3 six<4

—x*+10x-19 six>4

S(x)= {
;Cumple la funcion las hipotesis del teorema del valor medio en [2’6] ?

¢En qué punto cumple la tesis?

A) [ continua en [2’6], efectivamente pues es continua en X =4 ya que

lim /@ =lim@x=3)=5  [im f@)=[{m(-x* +10x-19)=5

x—>4~ x—>4~ y x—>4" x—>4"

B) f derivable en (2,6) (— oo,4)N (4,+oo)

, su funcion derivada en

f'( ) {2 six<4
X)= . '
—2x+10 six>4 Para X =4 f es derivable: (f (4):2) ya que:

€s:
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lim/7 O =1im2)=2  [imf' ) =[im(-2x+10)=2

x—4" x4 y x—4" x—4"

f continua en [2,6] e f(6)— f(2) B
f derivable en(2,6)} =3ce(26)/ /)= 6-2 :

/'(x)=

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok >k 3k ok ok K ok ok 3k >k >k ok ok >k >k ok Sk 3k %k 3k ok 3k >k ok ok ok >k >k ok ok 3k ok ok ok 3k K ok ok ok >k ok ok ok Sk >k ok ok ok sk ok ok Sk sk ok ok ok sk ok sk sk k

2 six<4
—-2x+10 six>4

:>1:—2c+10—>c:%=4,5

La funcién f: [-1, 1] — R definida por f*)= he toma el mismo valor en los extremos del intervalo,
Encontrar su derivada y comprobar que no se anula nunca. ;Contradice esto el teorema de Rolle?
3ok sk sk ok ok ke ok Sk ok ok Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk %k

(Puedes afirmar que la funcién f(x) = x* 4+ 2 se anula en algin punto del intervalo [-2, -1]?
Encuentra un intervalo de longitud 0,5 en el que f(x) se anule en algin punto.

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok 3k ok ok K 3k ok ok >k >k ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok k sk ok ok sk sk ok ok sk k

Determine si las siguientes funciones satisfacen en el intervalo dado, las hipétesis del Teorema de Rolle.

o_n

En caso afirmativo determine el valor intermedio “c” que verifica la conclusion del mismo.

v 43
a, J()=x-x en el intervalo [-1, 1]
Sy =x" -
b. en el intervalo [-2, 2]
_ 2
C. S = 2]x‘ o en el intervalo [-1, 1]
2x* +1 si 0<x<1
f(x)=
Lnx +3 ix >1
d. X ox X en el intervalo [0, €]
Skskskokesk sk skokesk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk skoskosk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk kok
2x+2 si - 12£x<1
f(x) =

— —_ 2 i
Comprueba que la funcién S-(x=2)" si 1<x<4

Averigua donde cumple la tesis.
Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sksk sksk skosk skosk sk sk sk skosk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ks skk

cumple las hipdtesis del Teorema de Rolle.

x® —4x
. AC -
;Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién x—=2 enelintervalo [0, 4]? Razonala
contestacion.
3 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok ok ok Sk ke sk Sk ke sk Sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok
d _ 2
(Es posible aplicar el teorema de Rolle a la funcion Jx) = ln(Hx ) en el intervalo [-1, 1]?. ;Y a la funcién

X
fl)=—— . .
x“+1 en el mismo intervalo?

3k sk ok sk ok sk sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

. ., x)=|x-3 ‘pn
Comprobar si la funcion S@ =3 verifica el teorema e Rolle en [1,5]
Sk sk 3k sk ok ok >k ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kk sk k

Comprueba si se verifica el teorema de Rolle para la funcién f(x) = x* - 4x + 11, en el intervalo [1, 3].
Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk skok sk skok sk sk sk sk sk

Calcula b para que la funcién f(x) = x* - 4x +3 cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo

[0, b]. (Donde se cumple la tesis?
Skskoskokesk sk ko sk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskske sk sksk sk sk

- Pagina 6 -



TEOREMAS EN FUNCIONES DERIVABLES PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

ax? +bx+1..si.x<1

fX)=1 42
.............. Si..x=21
Determinar las constantes a, b y ¢ para que la funcién X+2 verifique las hipotesis del
teorema de Rolle en el intervalo [0, c], con c>1. Hallar también el punto o puntos que garantiza dicho

teorema
skesk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

-7 ﬂ}
Comprobar si / (¥) =In(0SX) yerifica el teorema de Rolle en [ 33
Skesk 3k skook sk sk sk ok >k sk sk sk sk skoske sk sk skesk sk sk skesk sk skeske sk sk skesk sk sk skok

Demuestra que la funcién /(x)=1n(~cosx)

I Zﬂ,4ﬂ'
3°3

verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo

} y halla el valor de c que predice dicho teorema. Averigua, después si cumple esas hipétesis
I {271 8

2
en el intervalo 33 } . Sila respuesta es negativa, ;puede afirmarse que la derivada no se anula en

ningun punto del interior de dicho intervalo? Razona las respuestas.
Sk sk koo ok ke ok sk ke sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok k sk sk sk sk sk %k

-7 —-X — . 7
Demostrar que la ecuacién X+€ =1 tiene una sola raiz
Sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sk sk sk sk k

Demostrar que la ecuacion cos x = x tiene una sola solucién en el intervalo [0.7]
Skskskokesk sk skosksk sk skoskosk sk sk ks sk sk skskok sk sksk sk sk sk >k

e 3__ j— . Ve .
Probar que la ecuacién X  —3x+40=0 tjene alguna raiz real y localizarla.
3ok sk sk ok ok sk ok ok ke ke Sk ke sk sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok R ok ok

: . S 3y =1 . . .
¢Es cierto que la ecuacion * —3x =1 tiene al menos una raiz comprendida entre 1 y 2? Razénese la

respuesta y endnciese el resultado que se utiliza en su resolucion.
Sk 3k ok sk ok ok Sk ok Sk ke ke Sk ke sk Sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok

Si el término independiente de un polinomio en x es igual a =5 y el valor que toma el polinomio para x =

3 es 7, razonar que hay algin punto del intervalo [0,3] en el que el polinomio toma el valor 2.
Skeskeskoskesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk %k

Se puede afirmar que la ecuacién SenX+2x—1=0 tiene al menos una raiz real? Si la respuesta es

afirmativa, hallar un intervalo en el cual se encuentre dicha raiz.
3K 3k 3k Sk ok Sk sk ok sk ok sk ok sk ok Sk ok Sk sk ok sk ke sk ok sk ok Sk ok ke sk ke sk ke sk ok sk ok sk k

Para cada ntimero real m, se considera la ecuacion 3x°—25x° + 60x+m=0
Discute, segtn el valor de m, cuantas soluciones reales (raices reales) tiene esta ecuacion.

Teorema del valor medio de Lagrange
Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal

que
f(b) — f(a)

b—a

file) =
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Interpretacion geométrica
Si una funcién esta en las hipoétesis del teorema del valor medio, existe un punto (c, f(c)) de la curva,
donde la recta tangente a la curva en dicho punto es paralela a la cuerda de extremos (a, f(a)) y (b, f(b)).

. £(b)

Sea funa funcioén que verifica las siguientes hip6tesis:

) Es continua en el intervalo cerrado [a, b]
) Es derivable en el intervalo abierto (a, b)
f(b) - f(a) — fr(c)
Entonces, existe un punto ¢ € (a, b) talque b-a
fib) —
flal
a C b

Interpretacion geométrica: Existe un punto en la curva cuya tangente es paralela a la cuerda.

Demostracion:
., hx)= Mx —f(x) .
Formamos la funcién b-a y aplicamos el teorema de Rolle ya que:
° Es continua en [a, b] por serlo f.
° Es derivable en (a, b) por serlo f.

af(a)—af(b) —bf(a) + af(a) _ af(b) —bf(a)

f(a) =
(@) b-a b-a

. ha)= af(a)—af(b)
Ademas b-a

_ bf(b) - bf(a) - bf(b) + af(b) _ af(b) - bf(a)

es decir, h(a) = h(b)
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Como se cumplen las hipétesis del teorema de Rolle, existe un punto €< (@,0) ¢q) que h(c) = 0, por tanto,

)= P)-f@)
S1 b-a

—f'(x)
f(b)—f(a)
b-a

h’(c):%—f’(c)zo =f(c)

Ejemplo:

La funcion f(x) = 3x* es continua y derivable en todo R, podemos encontrar un punto, por ejemplo, en el
intervalo (0, 4) cuya tangente a la curva sea paralela ala cuerda que une los puntos de abscisas
x=0;x=4.

f(x) = 6x; f'(c)=6¢c f(0)=0;f(4) =48

f(4)-f(0) 6o 48-0

4-0 = 7 40 6c=12=c=2

f(c) =

Consecuencias del teorema del v.m.
Sea f: [a, b] = R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces
-sif'(t) 20 paratodo t € (a, b) entonces f es monodtona creciente en [a, b].
- si f'(t)<0 para todo t € (a, b) entonces f es monotona decreciente en [a, b].
-sif'(t)=0 paratodo t € (a, b) entonces f es constante en [a, b].
Sify g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) tales que f'(x) = g'(x) para todo xE (a, b),
entonces existe un numero real "c" tal que f(x) = g(x) + c para todo X€ [a, b] ; es decir, las dos funciones

fy g se diferencian en una constante.
skskokskskoskoskok sk sk sk sk sk sk ksk sk k

Actividades
Se considera la funcién /(¥)=¢’ y los puntos del plano A(0, 1) y B(1, e). Razoénese que existe algtin
punto de la grafica de f en el que la recta tangente es paralela a la recta AB y hallese dicho punto.

Sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok

Prueba que las funciones satisfacen las hipotesis del teorema del valor medio de Lagrange en los
intervalos que se indican y calcula el o los valores vaticinados por el teorema.

f(x) = x*-3x + 2 en el intervalo [-2, -1]

f(x) = (x - 2)*(x + 1) en el intervalo [0, 4]

3-x2 .
B 2 si x<1
9=1, .
— si x>1
X en el intervalo [0, 2]
2
J(x)=+25-x en el intervalo [3,6]
4
f(x)= l - %/)T4 - xé
3 en el intervalo [0, 3]
S (%) =2Lnx en el intervalo [1, €]
J(x)=xJx+1 en el intervalo [-1, 0]
1
S(x) = 37
(x=3) en el intervalo [-1, 1]
4-x
f(x) = .
2+x en el intervalo [0, 1]
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‘x—l’ si 0<x<3

fx) =

2 _ 1xX >
X +7x-10 six 23 en el intervalo [1,5]

Sk Sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
ax—3 si x<4

—x*+10x—-b si x>4

f(x)= {
Calcula ay b para que

en el intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?
Skskskskesk sk skokesk sk ks sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skoskesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosksk sk skosk sk sk sksk sk sk sk skok sk

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio

x* +nx si x<-2
f@)=1" ,
. iy X 4+m si x=-2
Se considera la funciéon -
Determina m y n para que se cumplan las hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [-4, 2]

Halla los puntos del intervalo cuya existencia garantiza el teorema.
Skskskokesk sk skoke sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skskok sk skoskskesk sk ks sk sk skosksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skok sk

Hallar, utilizando el Teorema del valor Medio, un valor aproximado de

329
106

999
V33

Sk >k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk k ok ok sk ko

Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy

Sean /) y &) dos funciones continuas en la.2] , derivables en (a,0) y tales que sus derivadas no se
anulan simultdneamente en ningin punto del intervalo (a,0) .

si €0)#g(a) entonces, existe, al menos un punto o € (a,b) tal que:
fb) = f(a) _ f'(x)
gb)—gla) g'(xq)

Demostracion:

Nos ayudamos de la funcién auxiliar ") =f(x)ig®)-g@)]-gx)if(b) - f(@)

A esta funcién podemos aplicar el teorema de Rolle ya que

° Es continua en [a, b] por ser diferencia de funciones continuas
y Es derivable en (a, b) por ser derivable de funciones derivables.
° h(a) = h(b)

Derivando la funcidon, M) =f()Ig(b)-g@)]-gx)f(b)-f(a)
f(b)—f(a) _ f'(c)
Y si M)=0 f'(x)lg(b) - g(@) -g(X)If(b)-f(a)] =0 = g(b)-g(a) di(c)

(Siempre que 9®)-9@=0 y g(©)#0)

Ejemplo:

Halla el valor de c del intervalo (1, 4) donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy, siendo f*)=3x+2 y
g(x) = x% +1

Las funciones son continuas y derivables en todo R por se funciones polinémicas

f(x)=3 . f(c)=3
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g(x)=2x . d(c)=2c

Valores de las funciones en los extremos del intervalo:
f(1)=5; f(4)=14
g() =2; g(4) =17

14-5_3 9_3 e _
hlego 17 -2 2c = 15 2c = 18c:= 45 = 18

Actividades
Determine si las funciones f(x) y g(x), en el intervalo dado, satisfacen las hipétesis del Teorema de

Cauchy. En caso afirmativo, determine el valor intermedio “c” que verifica la conclusiéon del mismo.
f(x) =x*-2 g(x) =3x*+ x-1enelintervalo [0, 4]

S(x)=2x-3 g(x) =x"+1 en el intervalo [1, 4]
f(x)=4-x gx)=x"=4 o elintervalo [0, 3]
foy=""1 g9 =212

X X en el intervalo [1, 3]
S(x)=~x+5 gx)=x+3 en el intervalo [-4, -1]
fo=—— 500 =

en el intervalo [2, 5]
Skskskskesk sk skoke sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk ok
Diga si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:
a) Sienlaecuacién delarecta P(c, f(c)) ym = -1 la ecuacion de la recta y-f(c) = 0 es la ecuacién del
Teorema de Rolle.
b) En el Teorema de Lagrange la pendiente de la ecuacion de la recta secante y tangente son
paralelas.
c) Sien el Teorema de Cauchy g(a) = g(b), entonces existe f’(c)/g ‘(c).
d) Enuna funcién f(x)=1/(x-1) en [-2, 2] se cumple los teoremas de valor medio.
e) Enel Teorema de Lagrange la recta secante pasa por P1(a, f(a)) y P2(b, f(b)).
f) En el teorema de Rolle la ecuacion de la recta secante es y=f(c).

2x X _
g) Laecuacién de larecta tangente alacurva 76 ~2¢ =1 en x=0 es y=5x+3

h) Dadas las funciones h(x) y g(x) definidas en [a, b]. Si h(x) es continua en [a, b], y g(x) es derivable
en (a, b), entonces se cumplen las hipdtesis del teorema de Cauchy.

2
i) Si S(x)=x" estd definida en [-1, 2], entonces se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle.
j) La ecuacion de la recta tangente a la curva y=3x” en el punto (3, 27) esy - 27 = 18(x - 3).

k) La funcién S =N1=x satisface las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [1, 2]

1) Siuna funcidn satisface las hipétesis del teorema de Lagrange en el intervalo [a, b], también
satisface las hipdtesis del teorema de Rolle en dicho intervalo.

m) Si una funcién cumple el teorema de Rolle también cumple el teorema de Lagrange.

n) Siuna funcién es derivable en el intervalo [a, b], entonces cumple el teorema de Roll.

0) En el teorema de Cauchy es suficiente que las funciones f(x) y g(x) sean continuas en [a, b] y

derivables en (a, b).
Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook skosk sk sk sk sksk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk

DERIVACION DE LEIBNIZ
Regla de la cadena en notacién de Leibniz
Si y=f(t) , y ademas t=g(x) son dos funciones diferenciables, entonces:
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&y _dydt
dx dt dx

_ 42 2
Derive la siguiente funcién ¥ = ! S t=x"+2x+3

Observo que y es funcion de t, entonces derivo y con respecto a t, ésta es la variable independiente, es
una potencia, por lo tanto:

W _ gt — oy
dt
Observo que t es funcién de x, entonces derivo t con respecto a x, ésta es la variable independiente:
dt
—=2x"" 42X +0=2x+2
dx
dy _dy dt

Aplico regla de la cadena, ast: dx dt dv =20(2x+2) , sustituyendo t, se obtiene:
Yv_ 2(x* +2x+3)(2x+2)
dx

Si se sustituye primero t, y luego se deriva aplicando el procedimiento para funcién compuesta
explicado anteriormente, se llega exactamente al mismo resultado.
1. Utilizando la regla de derivacion para funciones compuestas halle la primera derivada de las
siguientes funciones.(Sugerencia: sustituya en cada caso para obtener y=f(x) y luego derive)
u-—1

a. y=u+1’u:'\/§

2
p y=(-cos’@)’ “7%

Sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ke sk sk sk sk sk ok ok sk sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ke sk sk ke sk sk sk sk sk ok sk sk sk k sksk sksk sk ok sk ok

VARIOS DERIVADAS
y = In’(xsen(x))
Derivando:
y = 21n(xsen(x)). 1 (1.sen(x)+ cos(x).x)
xsen(x)
Ordenando:
" 2In(xsen(x)).(sen(x)+ x cos(x))
4 xsen(x)
a Y= (1 - Sx)6

. J()= (3)c—x3 +1)4

_(;js

C. I 1+x

d. y=2x>yJ2-x
e f(x)=xV3-x7

£ y:(x—l x? —2x+2
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L w
g. 1 —4w?
h y= 14‘\[;
F =
i x+1
_ x> =1 !
] ST
Kk V=In(xe")
1 y — ex7 Sln,\
x*+7
y=In 5
m X
n V= 2x” In(x +3)
b= 5
o. e +x
y= le“‘2 + 51n(1 —2x3)
p. 4
q =7r['::1].5 "
o y=n(g(x))

La derivada de la funcién /) =" =5 se anula en al menos un punto del intervalo
a) (1,5 b) [5, 10] c) Ninguna de las anteriores.

Skokesk ok sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Skokeskok sk ok sk ok sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk skk skok skok sk ok sk ok sk
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Se sabe que y =f(x) ey = g(x) son dos curvas crecientes en x = a. Analicese si la curva y = f(x) -
g(x) ha de ser entonces creciente en x = a.(Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario,
dese un contraejemplo que lo confirme).

Skskskskesk sk skok sk sk ko sk sk skosk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk ks sk sk skosk sk sk skosksk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk skskske sk sksk sk sk

Aplicando la definicion de derivada, demostrar que si f es derivable y periddica, de periodo T, entonces su
derivada f’ también es periddica de periodo T.

Skskskokesk sk skok sk sk ko sk sk skosk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk skske sk sk skosksk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskske sk sk sk sk sk sk skskske sk sksk sk sk
;Hay alguna funcion f(x) que no tenga limite cuando x — 2y que, sin embargo, [f(x)]? si tenga limite
cuando x — 2 ? Si la respuesta es afirmativa, péngase un ejemplo, si es negativa, justifiquese.

Sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ke ok sk ok ok sk sk sk ok ok ok sk ok ok sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk k sk ok sk sk sk sk sk sk k

Dibujese la grafica de una funcién de R en R, que cumpla las siguientes condiciones:
f7(0)=0
f'(x) >0 para -1<x<0
f'(x) >0 para 0<x<%

Sefidlense otras propiedades de la curva que se dibuje.
Sk sk ok sk ok sk >k ok sk ok sk ok sk sk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk Sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok sk k-

Estudia el signo de la derivada para las siguientes funciones dadas por su grafica:

\ i | A
\ 4 ‘-2\1 . - 10 / \
: \ - \ : \ x
X \_4 | 9 -6\ -3 \
54 3 2 - I 1 : :) \ 10 \
. : \ s \

Papm

Skokeskook sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sk sk ok

- Pagina 14 -



	●​Es continua en el intervalo cerrado [a, b] 

