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% Konveksna funkcija: za funkeiju f:R"—>R kazemo da je konveksna na konveksnom
skupu S ako vazi f(ax; + (1 — @)x; < af(x1) + (1 — a)f(x;) za svako xq,x; €
Sizasvako a € [0,1].

Primeri
konveksnih
funkcija

Funkcija f je strogo konvkesna na skupu S ako vazi ja¢i uslov f(axq + (1 -
a)xy < af(x1) + (1 — a)f(xy) zasvako x1,x; € S, X1 # x; i za svako a € (0,1).

Bazno reSenje sistema predstavlja re$ ovog sist za koga postoji (m x n) podmatrica

Apmatrice A koja je regularna (det Az # 2) i takva da je u ovom reSenju svaka nezavisna
promenljiva Cija kolona koeficijenata ne nalazi u A; jednaka 0. Prom koje odgovaraju
kolonama podmatrice Az zovu se bazne promenljive a preostale promenljive nebazne.
Skup svih baznih promenljivih €ini bazu baznog re§, dok je Ay matrica baze.

Bazno dopustivo reSenje je ono bazno re$ koje zadovoljava i uslove nenegativnosti. Ako ne postoji bazno re$
sist koje je dopustivo za problem tada je dopustiva oblast probl prazna. Svakom dopustivom baznom reSenju
odgovara 1 teme oblasti D standardnog oblika LP.

Susedna bazna dopustiva reSenja- dva bazna dop re$ su susedna ako im se baze razlikuju u samo jednoj
promenljivoj.

L7

** Koraci simpleksa:

1) Pocetni korak (inicijalizacija) : NalaZenje pocetnog baznog resenja- Generisati
neko pocetno bazno dopustivo redenjeX, = (0,0,...,0,b1,by,...b,,) , podetna baza: By =
B = {X311,Xn42,--+Xntm}> pocetna vrednost funkcije cilja: Fy, = 0, dopustive oblasti;

2) Iterativni korak za k=0,1,2...



3) Test optimalnosti: Ako teme X, nema boljih susednih temena, X, je optimalno.
a) STOP

b) Ako X, nije opt, generisati bolje teme X}, dopustive oblasti, tj na¢i susedno
bazno dopustivo res za koje je vrednost f-je cilja bolja (vec¢a u slucaju
maksimizacije, manja u slu¢aju minimizacije) i usvojiti ga kao tekuce reSenje.
4b) Vratiti se na korak 2.

Posebna forma problema LP:
{1} (maksimizirati) f(x) = c1xq + c2%3 + ... + ¢, {1}
p.o.
{2} ai1x1 + apxa + o+ Xy + X1 = by
Ap1X1 + QX + o+ Qo Xy + X2 = by
ApX1 + QpaXo + oo+ AppXn + Xpom = b {23
{3} x4, 0Xpam = 0, {33

[ Xnim — predstavijajus; tj izravinjavajude promenljive |

(x,, X, ..., X, ) — nebaznepromenljive
Gde su promenljive podeljene u dve grupe:

(X5 X, .00n X, )~ baznepromenjive

—

Kanonski oblik = standardni oblik u kome se svaka promenljiva iz B javlja samo u
jednoj jednadini sa koeficijentom 1.
Svi slobodni €lanovi u ogranienju-nenegativni-dopustiva baza.

Ako je LP u simetriénom obliku dodaju se izravnjavajuce promenljive (=—>—-=; <-+
S; —’:)

Ako je standardni oblik tipa jednacina 1li sa -s; dodaju se vestacke promenljive.



Ako za neku nebaznu promenljivu x¥ vazi da je cf > 0i ai‘s <0,i =1,2,..m, tada funkcija
cilja neograniceno raste duz neogranicene ivice dopustive oblasti sa krajnjom tackom u X}, 1
pravcem jednakim p¥, tj u svim tatkama X oblika: X = X, + ap pri neogranicenom
povecavanju nenegativnog parametra @. U tom slucaju problem LP nema reSenje pa simpleks
staje.

o Vigestruba optimalng refenfa

Meka jo simpleks metoda v poslednyog &-tog tleracij dogla do nekog baznog resenja X sa
maksimalnom vrednodéu funkeije cilja Fy, t). E:f =0,j=1{12,..n}

Ako je za bar neko 5 = {1,2,...n }, ¢f = 0, tada nikakvo poveéanje vrednosti nebazne
promenljive xf;, pri femu su sve ostale nebazne = 0, ne bi promenilo vrednost funckije cilja, 4
ova vrednost bi ostala jednaka Fi. To znaéi da ovaj probl LP ima jo% otimalnih redenja koja
sva &ine jednu stranu dopustive oblasti problema. Takva opt strana bi se mogla identifikovati
na sl nacdim: Fasvako 5 = {I,EJ...JHB Ta kﬂje c‘;‘ = [ iwvica sa kranpom tackom u X, i praveem
pi" X=X+ a‘pﬁ] predstavlja ivicu optimalne strane. Ako je ivica ograni¢ena, onda se joi
Jednom iteracijom simpleksa | u kojoj Ge bazi udi x:, moZe odrediti jof jedno opt refenje
probl LP.

ObeleZzimo sa fl. X JI"r sva temena optimalne str, a sa pll,p;.....p;l sve dobijene pravee
neograniéenih ivica (ako psotoje), onda se bilo koja taéka X optimalne str moZe prikazati kao:

! h !
A= Z}l[ .’f; + ZHI pi gdf;fz ';"E ] -].,Jl.[ E D,!- = [1,2.,!} i I:II 2 'D_.j = [-1_,2,,;1}
i=1 ‘|=| =1
Kada jo strana egraniéena onda je bilo koja taéka X optimalne str definisana sa

I !
X= Z:&lx; gdejez =14 =0i={12..0
=1 i=1

Ako u poslednjoj integraciji dode do tadke koja se moZe zapisati kao x=apy+{l-a)z . ta
tacka prnipada duii pa je opt res cela dug,

Radi sprecavanja cikliranja, razvijen je ¢itav niz tehnika kojim se obezbeduje konac¢nost
simpleka 1 u slu¢aju. Jedna od njih je Blendovo pravilo- definise kriterijume za ulazak i
izlazak prom iz baze: Ako su sve promenljive uredene u niz x4,x,,..., tada u svakoj iteraciji u

bazu ulazi prva nebazna promenljiva x¥ iz ovog niza za koju je ¢¥ > 0 a iz baze izlazi prva
b : bf
.. k - - - . ) — 1 k
romenljiva X . iz ovog niza za kojuje == min {— ar >0
p i n+1 g ju ] aﬁs i€ (1,2,..,n) a?{s s



Neka je zadat LP probl u simetri€énom obliku:

(maksimizirati) f(x) = c1xq + c2%3 + ... + CpXp

{10}aq1x1 + apxy + o + ApX, < by
anxy + apx; + ..+ axyx, < by
A1X1 + QaXz + oo+ AppXy < by, {10}
Xg,eXy 20

Ovakav problem nazivamo primalni problem ili primal.
Ovom probl se prdruzuje tzv dualni problem ili dual koji ima sl simetri¢nu formu:

minimizirati ®(y) = b1y1,02V2,-b0mVm

{(11}ayyr + any2 + .+ anmy, <
1¥1 + Ay + .+ Al S C;

AniY1 + A2Y2 + oo + QY < € {11}

yl-"'lym = 0
U matri¢no-vektroskom obliku:
(max)F(x) = c'x (min)® = b’y
p.o. p.o.
Ax < b; Ay > ¢
x>0 yz0

Dual ima onoliko promenljivih koliko primal ima ogranic¢enja i onoliko ogranigenja koliko
primal ima promenljivih. Koeficijenti u funkciji cilja duala predstavljaju slobodne ¢lanove
primala i obrnuto.



% Nesimetrican oblik LP u dual:
(i) Problem minimizacije funkcije F(x) moZe se svesti na probl maksimizacije
funkcije -F(x).
(i) MnoZenjem sa -/, ogranicenja se menjaju : 2—=< <=2,
(ii1)Ogranicenja oblika Z}’;l a;ix; = b; se moZze zameniti sa dva ogranic¢enja
n n

Z aijxj < bi [ —Z ﬂ.ijx}' <-— bi

j=1 j=1

(iv) Ako za promenljivu x; ne postoji nikakav uslov koji ograni¢ava njen znak, tj
X; je neograniceno po znaku , tada se u problem uvodi smena x; = x}' —X;
gde su x;,xj_ = 0.

(v) Ako promenljiva X; treba da ispunjava uslov x; < 0, tada se u probl uvodi
smena x; = X, gde je x; 2 0.

Sad se od ovako transformisanog probl moZze transformisati u dualni probl na ve¢ definisan
naéin.

% Simetrija primala i duala

Dual dualnog problema{11} je jednak primalnom problemu {10}. Usled svojstva simetrije
sve osobine odnosa dualnog problema prema primalu vaZe i obrnuto.

Prema ovim pravilima tipovi ograni¢enja u dualu zavise od znaka promenljvih primala, dok
znaci promenljvih duala zavise od tipova ogranic¢enja primala

Primalni problem Dualni problem
(ili Dualni probl) (ili Primalni probl)
Maksimizirati F(x) (ili @(y)) Minimizirati @(y) (ili F(x))
Ogranicenje i primala (ili duala) Promenljiva y; (ili x;)
TIPAS e Nenegativna.
...................... Tipa.= Nepozitivna. ...
Tipa = Neogranié¢ena po znaku

Promenljiva x; (ili y;) Ogranicenje j duala (ili primala)

Neogranicena po znaku Tipa =

,,,,,,, Nenegativna TAPA. 2o
NEPOZIEIVI. .o TAPAS e




<+ Komplementarnost optimalnih resenja

Ako kordinate tacke y* = (y; ,y;,...,y;n) zadovoljavaju sledece uslove:

1. Ako je x; izravnjavajuca promenljiva dodata i-tom ogranicenju primala, tada
jey; =—¢j;

2. Ako je x; izravnjavajuca promenljiva oduzeta od i-tom ogranicenja primala,
tadajey; = c};

3. Ako je x; vestacka promenljiva dodata i-tom ograni¢enju primala, tada je y; =
—-M—c: (kod min funkcije cilja primala je y; = M — c)

Tada je y} optimalno reSenje duala. Pri tome y! zadovoljava i uslov

4 ¢ =¢- A}'y" ,J ={1,2,..,n}, gde je A; j-ta kolona matrice ogranicenja 4

primala.

s+ Slaba dualnost

Ako je x dopustivo resenje primala, a y dopustivo re$ duala, tada je F(x) < @(y). Svojstvo
slabe dualnosti obezbeduje gornju granicu @(y) maksimalne vrednosti funkeije cilja primala,
odnosno donju granicu F(x) minimalne vrednosti duala. (Kad imamo maksimizaciju funckije
F(x) tj minimizaciju ®(y) nejednakost bi onda bila F(x) = ®(y).

a) Ako jex dopsutivo re$ pimala koje nije optimalno 1 F(x) = ®(y), tada tacka u y nije
dopustivo resenje duala.

b) Ako jex dopustivo re§ primala, y dopustivo res duala i F(x) = @(y), tada tacke x i y
su optimalna resenja ovih problema.

Svostvo b) omogucuje da se za zadata dopustiva re$ x primala i primala i y duala, utvrdi da
su ona otpimalna bez resavanja ovih proglema simpleksom. Dovoljno je dokazati da je

F(x) = @)

Primal ima optimalno re§ ako i samo ako dual ima opt re$ pri emu su opt vrednosti
funkcija cilja ova dva problema jednake. Prema svojstvu jake dualnosti primal nema re$
ako i samo ako dual nema reS§. Ako je funkcija cilja primala neograni€¢ena odozgo na
njegovoj dopustivoj oblasti, tada je dopustiva oblast duala prazna. Ako je funkcija cilja
duala neograniCena odozdo na njegovoj dopustivoj oblasti, tada je dopustiva oblast
primala prazna. Ako su dop oblasti primala i duala neprazne, oba imaju opt re§.
Moguce je da dopustive oblasti i primala i duala budu prazne.

Funkcijom cilja se modelira kriterijum upravljanja (odluCivanja)



Mat mod LP- matematicki zapis realnog problema u kome su funkcija cilja i ogranicenja
predstavljeni linearnim funkcijama.

Realni sistem Matemati¢ki model
Upravljacke odluke Upravljacke promenljive
Kriterijum upravljanja Kriterijumska funkcija
Cilj Funkcija cilja
Ograni¢avajuci faktori Skup ogranicenja (dopustiv skup)
Optimalne upravljacke odluke Optimalno resenje

Primer: kriterijum-prihod; cilj- maksimizacija

Primalni problem {10} sa svim pozitivnim koeficijentima se interpretira kao probl alokacije
res aktivnostima: X;- nepoznata kol j-tog proizvoda koja treba da se proizvede, c;- jedini¢ni
profit od proizvodnje ovog proizvoda, / ukupni profit koji se ostvaruje, b;-raspoloziva kol i-
tog res, a;;- kol i-tog res za proizvodnju j-tog proizvoda. Opt res bi bilo maksimizacija profita.
Dual {11} bi onda imao sledecu interpretaciju: firma Zeli da ispita uticaj povecanja
raspolozive kol b; i-tog res na max profit koji ona moZe da ostvari svojom proizvodnjom.
Zbog jake dualnosti (opt vrednosti funkcije cilja primala i duala su jednake), vrednosti y;
moze dati sl tumacenje: Ako bi se raspoloziva kol b; i-tog res povecala za €, pri Cemu y*
ostaje opt res duala tako transformisanog primala, tada bi se max profit F*povecao za y;¢.

y; implicitno meri marginalnu dobit koja bi se ostvarila pri jediniénom povecanju raspoloZive

kol i-tog res, pa se zato naziva ,.cena u senci*. Prema svojstvu komplementarne dopunjivosti,
uvek kada optimalnom re§ primmala i-to ograni¢ nije aktivno, tj raspoloziva kol b; i-tog res
nije iskoriS¢ena, tada je y; = 0 i povecane vel b; nece dovesti do promene opt plana pr-nje
niti promene max profita F*. Zato se ovaj profit moze povecati samo povec¢anjem kol ono res
koji je u opt res primala u potpunosti iskoriséen.



Opsti model:

maksimizirti

( e .. .),r[x):f:]_xl+C2x2+...+ﬂnxﬂ
minimizirati

Pri ograniéenjima:

<
Oy Xy + QX + o+ dy Xy, {:bl
=

=
A1 X1 + Az2X7 + ... + Ao Xy {: b
==

<
A1 X1 + A2 X2 + o + QX {: by
>

XXy = 0
[1i saZetije kao

n

(i) FG) = )¢,

j=1

n <

Za!—}'x}' {: b!II = 1,...,1’1’1,' xj = ﬂ,j = 1,‘_”11
i=1 =

matri¢no-vektorska verzija:

(max)c'x
p.’D.

Ax=b; x=0

x; -upravljacka prom j = {1,...n}; a;;, by, ¢;- parametri zadatog modela i = {1,..,m}

c-koeficijent uz promenljivu u funkciji cilja; n-broj promenljivih, m-broj ograni¢enja;
a- koeficijent uz promenljivu u grani¢enjima; b- slobodm ¢lanovi.

Kriterijum upravljanja: Ukupna cena

(minf() = Y ¢,
Cilj: Minimalni troskovi =

n

Ukupan broj radnika >y < b i = (12.m)
=



s

Kriterijum upravljanja: Ukupna dobit

(max)f(x) =

n
CrjXkj
Cilj: Maksimalna dobit =1 k=1

Ukupan broj radnika Z aij(z X)) < b i =(1,2,..m)
=1 =1

Kriterijum upravljanja: Ukupna cena ) . >
IR (min)f() = Y ¢ ) qi
Cilj:Minimalni troskovi = =

Ograni¢avajuéi faktori P.O.
n
Minimalno/maksimalno ucesce i-tog < z < b (i=12 k=12
hranljivog sastojka u k-toj smesi ik < = %ty < bu ( 2k G
J:
n
Procentrualno uéeif:eié—itog hraniva u k-toj Z %y = 1, (k = 1,2,..,5)
=
S
Ukupna raspolozivost j-tog hraniva Z Qxps zp J = (1,2,.n)
k=1
Minimalno/maksimalno ugeice j-tog hraniva Wi < X3S Vjeoj = (1,2,..n);k = (1,2,...,5)
u k-toj smesi

Kiriterijum upravljanja: Ukupna dobit

n
(max)f(x) = Z d;x;
Cilj:Maksimalna dobit =1



Oznake u ovom modelu znace sledece:

X;j — koli¢ina j-tog artikla koju treba odrediti sa MM;

d; - dobit po jedinici j-tog artikla;

a;; - vreme potrebno za obradu j-tog artikla na i-toj masSini;

b; - Kapacitet i-te masine izraZen u vremenskim jedinicama;

Cy; - vreme potrebno za obradu j-tog artikla od strane radnika k-te kategorije;
Ij, - Raspoloziv fond vremena radnika k-te kategorije;

9v; - potrebna koli¢ina v-te sirovine za proizvodnju j-tog artikla;
h,, - Raspoloziva koli¢ina v-te vrste sirovine;

e; - minimalan nivo prodaja j-tog artikla;

zj - maksimalna koli¢ina j-tog artikla koja se moze prodati na trzistu.

T
Raspoloziva koli¢ina v-te sirovine GviXj < hy,v=(1,2,...5)
j=1

Kriterijum upravljanja: Ukupan trosak ' Do k
(min)f(x) = Z Z Cik Z (xjv - pjv)
v=1

Cilj: Minimizacija troSkova FE|

Ogranicavajuci faktori P.O.
3
Nemoguénost postojanja negativnih zaliha Z (%o =Pjp) 20 = (L2 );
v=1
k= (1,2,.5)
Ukupan kapacitet i-te masine D agxy <b,i=(.m) k= (1,2,..5)
=

QX < a A= (1,2,...?71);

M:i

Kapacitet i-te masine

I+

(1,2,...p)

n P
Raspolozivost v-tog materijala Z Z bjkwX; < by v (1.2....5);



Ograni¢avaju¢i faktori

P.O.

Godisnji kapaciteti masina i-te vrste pre
uvodenja novih kapacita

.
||M:
L

aiix; — a;y; < bi J= (1,2,771)

Nov ukupni kapacitet

b, +a,y;

35. Ako je x-1 optimalno reSenje problema f(x) , a Jéz optimalno reSenje problema f(x) iako je X, € X,,

tada vazi:

a) f(x'1)2f(x'2)
b) f(x'1)5f(x'2)
0 ac'ze)(1 =>f(x'1)=f(x'2)

d) x €X flx)=flx)

36. ReSenje sistema jednacCine ogranCenja standardnog oblika LP u kome nebazne promenljive imaju
vrednost 0 naziva se bazno reSenje (bazne imaju vrednost 0 -> degenerisano)
37. ProSitati bazno reSenje koje odgovara kanonskom obliku LP:

(max) -5x;,—2x;
p.o.
2X, +X,—3%X;=6
-3X, +5%; +x,=2
X1 Xz, X3,X, 20
Bazno reSenje je x, =6, x, =2

Da li je ovo resenje optimalno? BA

38. isto kao prethodno, samo drugacija ograni€enja:

(max) - 7x;— 8x,
p.o.
X, +3X3+5x,=5
X, + 7X;+ 2%, =9
Xy, Xy X3,%, 20
Bazno reSenje je x, =5, x, =9
Dal li je ovo resenje optimalno? BA



39. Navesti kriterijum optimalog temena kao svojstvo opSteg zadatka LP

Ako postoji optimalno reSenje, ono se nalazi na granici oblasti D

->ako je reSenje jedinstveno => reSenje je teme oblasti D

-> Ako je reSenje visestruko => reSenje je strana oblasti D koja sadrzi barem jedno
teme ove oblasti

40. Ako se skup baznih promenljivih dva dopustiva bazna resenja razlikuje za jednu promeljivu, tada su ta
dva bazna reSenja
susedna bazna dopustiva resenja

41. Definicija dopustivog i susednog baznog reSenja

[Idopustivo — kad je nenegativno (tj >= 0)
[ susedno — se razlikuju za jednu promeljivu
[J degenerisano — kada je jedna bazna 0

42. Kada se na osnovu probleman LP koji je zadat u opStem obliku idrektno formira dualni problem,
dualne promenljive koje odgovaraju ograniCenjima tipa ,,=* ¢e u dualnom problemu biti
a) nenegativne
b) neograni€ene po znaku
c) nepozitivne
d) ograniCene
U slucaju odredivanja asortimana kojim se makcimizira dobit pri zadatim resurskima, optimalna
vrednost funkcije cilja duala predstavlja ukupnu prodajnu cenu po kojoj

je marginalna vredsnost
43. Zadat je par problema MM1 i MM2:
MM1: MM2:
(max) f(x) = ¢ (min) h(y) =b"y
p.o. p.o.
Ax<b Aly2c
x20 vyso0

OznaCimo sa X skup dopustivih reSenja MM1, a sa Y skup dopustivih reSenja MM2. Ako xEXiy € Y,
tada prema svojstvu slabe dualnosti vazi:
f(x) < h(y)
44, U slu€aju MM planiranja iskrane, leva strana ograniCenja .... predstavlja
a) _gornju granicu i-tog prehrambenog proizvoda
b) ukupnu koli€inu i-tog prehrambenog proizvoda
c) _koli¢inu dnevnog konzumiranja i-tog hranljivog sastojka
d) ukupnu koli€inu svih hranljivih sastojaka u i-tom obroku



Il deo

< Zatvoreni model transportnog zadatka

Zadatak se sastoji u odredivanju kol roba x;; koje iz bilo kog punkta A; treba transportovati u
bilo koji punkt B; pod uslovom da ukupni troskovi transporta budu minimalni. Koriste¢i se
uvedenim oznakama, funkcija cilja za klasicni TP dobija oblik:

{12} f(X) = C11X11 + C12X12 + ...+ CinX1n + ...+ Czlnfzjl n+ Co2X22 + ...+ ConXon + ...
+ C1Cm1 + Cm2Cmz + o + CopnXmn = Z Z cyxy {12}
i=1 j=1

Dok se skup ogranicenja koji ima ukupno (m+n) tj onoliko koliko ima ukupno punkotva
proizvodnje i potrosnje, kontruiSe u odnosu na ograni¢enu proizvodnju i potro$nju u svakom
punktu proizvodnje 1 potrosnje. Sistem ogranicenja se moze napisati u slede¢em obliku:

Za punktove proizvodnje Kondenzovan oblik
X +xpt . txn=a Ogranicenje punkta A4 113}
n
X1 F Xmz F oo+ Xppn = Ay Ograniéenje punkta A4, Z Xij=a, i = (1,2,...m)
=1
Za punktove potrodnje Kondenzovan oblik
X1+ X+ o X1 = bq Ogrnaicenje punkta B i
sssssssesssens qu = b}'j = (1,2,...,1‘1)
X1y + Xop + o F X = by Ogranienje punkta B, i=1 (133

MM TP sastoji se u nalaZenju minilamne funkeije cilja, gde x;; > 0. MozZe se pokazati da ako su
a; i bj celi brojevi, onda su i vrednosti x;; celi brojevi. Ukupan br nepoznatih x;; u sistemu {13}
1znosi mn, dok je br jednacina jednak (m-+n).



2. MM otvorenog transportnog problema (35str)

% Ornvoren model transportnog zadatka

Kada imamo slucaj da je proizvodnja 1 potrosnja nisu jednaki, to zahteva konstrkuciju odgovarajuceg
skupa ogranicenja posto u nekim punktovima A; (i = 1,2,..,m) ostace odredene kol robe koje se ne
mogu transportovatim, te u tom slucéaju treba resavati MM koji ima definisanu funkeiju cilja oblika
{12}, a skup ogranicenja u obliku {14}. MM TP-a definisan ovim ogranicenjima se naziva
otvoreni model. Otvoreni model mozZe se svesti na klasican TP tako 5to ¢e se uvesti
dopunski(fiktivan) punkt potrosnje B, / punkt proizvodnje A4 . a za cenu transporta iz bilo
kog punkta proizvodnje u punkt B, 41 (iz punkta A,,4+1do bilo kog punkta potrosnje) se uzima da je 0.

Proizvodnja veca od potrosnje
m m

;ai>;b;

Potrosnja veca od proizvodnje
m m

i=1 j=1
{14} {14}
n
qu a;i=(12,..,m) Z x;=a;i=(12,..,m)
j=1 j=1
m m

D xy=byj = (12m) D xy<byj = (12,m)
i=1 i=1

{14} {14}

Potrebe punkta B, : Ponuda punl{ta Am+1
m n

am+1—Zb —Zal

by 1 =;ai_;bj

Prema ovoj metodi, bazi€ne promenljive rasporedujemo duz dijagonale koja se kreCe od gornjeg
levog ugla, tj polja (1,1) tabele (takozvaonog ,severozapadnog” polja), pa do donjeg desnog ugla, tj
polja (m,n) tabele. Ova metoda ne uzima u obzir vrednost ¢;; pa se smatra najjednostavnijom ali i
najneefikasnijom metodom za odredivanje polaznog dopustivog re§ TP.

Ovo je metoda sa sloZenijom algoritamskom strukturom od pretodne dve, ali Cesto kod TP manjih dimenzija
nalazi polazno bazno reSenje koje je i optimalno. Metoda je iterativna jer sukcesivno pronalazi bazi€ne
elemente. Osnovni princip metode je izraCunavanje najvecih razlika izmedu dva najmanja koeficijenta cena u
svakom redu i u svakoj koloni matrice cena



Primal: (ukupan br nepoznatih X;; iznosi mn, dok je broj ogranicenja (bez prirodnih) jednak m-+n)

Dual: (ukupan br nepoznatih iznosi m+n, dok je br ogranigenja jednak mn)

Primal

Dual

Upravljacke promenljive:

Upravljacke promenljive:

x oy a,.b,
m n m n
(mimfG) = Y Y ey, (max)f () = Y aw+ by,
i=1 j=1 =1 =1
P.O. P.O.

n

Z xij=a; i=(12.m) <y

j=1

w + v < cji = (L2,..m),j = (1,2,..n)

m

inj = b;,j = (1,2,...,1’1) — vj

i=1

u;,v; neograniceni po znaku

x;20,i=(12,..m)j=(12.,n)

Ogranic¢avajuci faktori

P.O

Ograni¢enje za ponudu

Yxi=a i= 12,.m)
=1

Trzisno ograni¢enje

m

xij=hb,j= 1,2,..n)
i=1

Dopunski uslov

0=x=dj,i=(@2,..m)j= 1,2,..n)




—

Dopunski uslov

0< xU- = dgj .i = (1,2,7’?1),} = (1,2,...71),

Kod TP fizi¢ki uslovi odreduju dopunska ograni¢enja. Ona su esto odredena propusnim
sposobnostima putne mreZe: iz punkta A; u punkt B; sva koli¢ina robe koja se transportuje ne
mozZe biti veca od djj, pa je potrebno uvesti dopunske uslove. Klasi¢ni transportni zadaci(TZ)

mogu se izvesti kao posebni sluc¢ajevi TZ sa ograni¢enim propusnim sposobnostima putne
mreZe ako dy; = 0. Da bi se TZ sa ograni¢enim propusnim sposobnostima putne mreze

mogli uspesno realizovati, neophodno je da d;; ne bude sasvim malo 1 ispunjava uslove:

n
Z du 2 ai:i = (1:2:'"m)1
j=1

Zd” > byj = (1,2,..,n).

i=1

Realan sistem

Matematic¢ki model

Upravljacke odluke:

Kol robe iz i-tog punkta proizvodnje u j-ti

Upravljacke promenljive:

punkt potrosnje Yij
{15} 0
Kriterijum upravljanja: Ukupno vreme (min)t(x) = max {i _ (szf.}.'!n?)jd?: '(1'2,."111)}
Cilj:Minimizacija vremena transporta {15}
Ogranicavajudi faktori . P.O
Ograniéenje za ponudu ZXU <a,=(12.m)

]

Trzisno ogranicenje

=1
m

Z xl-j = ),,j = (1,2,...,7’1)

i=1

Prirodno ogranicenje

x;20,i=(1,2,..m)j = (12,...,n)




Ograni¢avajuci faktori P.O
ki 5
Koli¢ina robe koju treba transportovati iz i- -
. . . ik = ai,i = 1,2,...
tog ishodista k-tim sredstvom i%:l%:_ ka = ani= 1 m)
m 5
Koli¢ina robe koju treba transportovati u j-to e
odrediste &-tim sredstvom EIE ka”k =bj=12,..n)
m n
Ukupan raspoloziv broj transportnih sredstava >3 xik = gk, (k= 1,2,...,8)
i=1j=1

Kriterijum upravljanja: Ukupna efikasnost n n
Cilj:Maksimizacija ukupne efikasnost (max)f(x) = z Z CijXij
1zvrienja projckta i=1j=1
Ogranicavajuci faktori P.O.
n
Moguc¢nost da na jednoj akt moze biti Z x;=1,i=(1,2.n)
zaposlen samo jedan izvrsilac Y ’ e

Moguc¢nost zaposlenja jednog i1zvrsilaca na PR
samo jednoj aktivnosti % =1j =120

Kada je broj izvrsilaca m veéi od br aktivnosti n

Moguénost da na jednoj akt moze biti

e . e x!‘j <1 A= (1,2,m)
zaposleno vise izvrsilaca

Moguénost zaposlenja jednog izvrsilaca na
samo jednoj aktivnosti

A= =[5

xij = 1,} = (1,2,...,?’1)

i=1

Prirodno ograni¢enje x;=0,i=(,2.m)j=(12..,n)

Neusmeren graf je povezan ako za svaka dva €vora (i,j) € V postoji put koji ih povezuje.
Usmeren graf je povezan ako za svaka dva &vora (i,j) € V postoji put koji ih povezuje, pri
Cemu se usmerenja grana zanemaruju.

U slu€aju da nije povezan, za graf kaZemo da je nepovezan.



Vrste grafova: Ako je neki graf G=(V,E), za svaku granu (i,j) € E vazi da postoji
grana(j,i) € E, tada se takvi grafovi zovu neusmereni. Alternativnom za ovakve
grafove moZemo definisati skup grana kao E € {{i,j}|i € V,j € V}. Grafovi za koje
ova osobina ne vazi zovu se usmereni. U definiciji neusmerenog grafa, neusmerene
grane se obelezavaju kao skupovi dva ¢vora, npr. {i,j} . vitiCaste zagrade iniciraju da
redosled &vorova u njima nije bitan, tj. {i,j} = {j,i}.

Grafiski prikaz neusmerenog grafa G=(V,E) gde su V={1,2,3,4},
E={(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(2,4),(4,2)}, prvi je standardan prikaz a drugi ako se granc
obeleze kao skupovi tj E{(1,2),(2,3),(2,4)}

%+ Grafje uredeni par (V,E)gde su:
V- skup &vorova (engl. Verticles), npr. V = {1,2,...,|V|},
E < {(i))li € V,j € V} -skup grana (eng. Edges). Graf je moguce prikazati graficki.

% Mreza: Kada se elementima grada (¢vorovima 1/ili granama) dodele neke vrednosti,
on se naziva teZinski graf. Povezan tezinski graf se naziva mreza.

Za neusmeren grafa G=(V,E) i zadati podskup WcV, presek grafa §(W) je podskup grana
takvih da im jedan ¢vor pripada skupu W, a drugi skup V/W. Drugim re¢ima:

SW)={{ij}€ElieW,jeV/W}




¢ Elementarni put je onaj koji kroz sve ¢vorove prolazi najvise jedanput.

Put 1,2,3.4,5 nije
elementaran posto kroz
¢vor 3 prolazi dva puta.

16. Definicija stabla, puta i konture (44,45 str)

% Put izmedu dva zadata ¢vora sit, s,t € V, je niz grana za koje vazi:
e Prva grana polazi iz évora s ;

e Svaka sledeca grana sledi prethodnu granu;

e Poslednja grana zavrsava u évoru £.

Put1,2,3.4.5 je
elementaran.

% Stablo: Neusmeren graf G=(V,E) je stablo ako vaze dve od sledece tri tvrdnje:
o Graf G ne sadrzi ni jednu konturu.
e Graf G sadzi ta¢no V| — 1 grana.

e Graf G je povezan. Neke vaZzne odobine stabla:

O\ e Dodavanjem grane u stablo, dobija se
kontura.

e Udaljavanjem grane iz stabla, dobija
se nepovezan graf.

e Izmedu svaka dva ¢vora u stablu
postoji tacno jedan elemnetarni put.

» Kontura je elementarni put koji poéinje 1 zavriava u istom &voru. {put 1) je kontura

% Razapinjuce stablo grafa G je povezan podg
kao 1 G 1 ne sadrzi ni jednu konturu. Broj grana u razapinju¢em stablu /=n-1 gde je
n = |V| broj ¢vorova grafa.




Duzina puta jednaka je zbiru grana koje tom putu pripadaju
(1), (12D (i—1,00), ()}

Dufi.;ia. (1 tez';na) razap;n;'uéeg stabla je jednaka zbiru duzina grana koje tom stablu
pripadaju.

DuZina konture predstavlja zbir svih grana koje pripadaju toj konturi

Neka je dat graf G=(V,E) i neka su granama pridruZzene vrednosti ¢;;,(i,/) € E. Vrednosti C;;
mogu predstavljati duZine, teZine, cene, pozdanost... Ovde vrednosti mogu biti i negativne. U
grafu G potrebno je naci put izmedu zadatih évorova s i ¢. Put izmedu zadatih cvorova s 1
tdefinise se kao niz grana od kojih prva polazi iz ¢vorova s 1 . Put izmedu zadatih ¢vorova s 1
t defini3e se kao niz grana od kojih prva polazi iz ¢cora s svaka sl grana u nizu oi¢inje u
onom évoru u kojem se zavriava prethodna, a poslednja se zavr§ava u ¢voru #:
{(s,i1),(i,02)s s (l—1,0), (i, )} => s,i1,0q,...,0i1,01,t. Najkraci put izmedu évorova s it je put
najmanje duZine. Neka je x;;,(i,/) € L, binarna promenljiva takva da vazi:

X = [1 ako grana (i,j)pripadaju najkracem putu
Y10 u suprotnom

MM probl najkraceg puta:
mmf(x) = Z CijXij
(L))EE
p.o.
1,i=s

j@G)EE jGDER -1,i=t

Xij € {0,1},(1.,}) EE



Minimiziranje ukupne teZine razapinjuceg

minf(x) = z CijXij

stabla (DeE
Ograni¢avaju¢i faktori p.o.
Obezbedivanje da broj grana u stablu bude n- xj=n—1

1

J(B)E Al

Sprecavanje pojave ciklusa, tj da podgraf
bude stablo

Z xU < |S| —1,vScV

jlijleAlo)

Prirodno ograni¢enje

x,:j € {0,1},(!,}) EE



Funkecija cilja je uobicajena za grafovske optimizacione probleme:
mif@ = )
(L)EE

Ogranic¢enja treba da obezbede da po jedna grana zavrsava u svakom &voru 1 da po jedna
grana polazi iz svakog ¢vora:

lejzl,VjEV ZxU:l,VEEV

iev jev
Takode treba obezbediti da ne postoje podkunture, da resenje bude zaista Hamilgdtonova
kontura. Ograniéenje za ,,eliminaciju podkuntura:
#% Formulacija Dancinga, Falkersona i DZzonsona [DFJ]

n
D xy<Isi-1vsev,2 <8<
ijes
#% Formulacija Miera, Takera i Zemlina [MTZ]:
U; — U; + nx;j <=n- 1,V(i,j) eLij+1 u=20,i€ V\{l}

Gde su u; pomocne realne promenljive dodeljene svakom ¢voru (osim prvog) 1 predstavljaju
redni broj ¢vorova u konturi.

Funkcija cilja je uobi¢ajena za grafovske optimizacione probleme:
(min)f) = > cyxy
(LDEE

Ograni¢enja treba da obezbede da po jedna grana zavrSava u svakom ¢voru i da po jedna
grana polazi iz svakog évora:

ZXUZLVJEV quzl,VlEV

eV jev
Potrebno je da ogranienja obezbede da se ne prekoraéi zadati kapacitet 1 da se zadovolje
potrebe svih korisnika:

U — u; + Qxij = Q —4j, V(IJ) €L, "J eEC

Ovim ograni¢enjem se obezbeduje i ,.eliminacija“ podkontura koje ne sadrze depo, a u; su
pomocne realne promenljive dodeljene svakom ¢voru (osim depoa) 1 predstavljaju ukupnu
potraznju svih korisnika koji se nalaze na istoj turi do korisnika 7.

Ako je promenljiva x;; jednaka 1, grana (i,/) je ukljucena u rutu, u suprotnom x;; je jednaka 0

Xij S {0,1}, V(E,}) eE



Problem ranca: Za date predmete P,,P;,P5 i P, za koje su nam poznati njihova
vrednost i zapremnina, treba smestiti u ranac zadate maksimalne zaprimene 20 litara,
tako da ukupna vrednost svih spakovanih predmeta treba da bude maksimalna. Ako
svi zadati predmeti ne mogu da stanu u ranac, postavlja se pitanje koje predmete

poneti a koje izostaviti.

Vrednost [$] Max 70 80 50 60
Zapremnina [1] 20 8 6 7 4
Skup elementa koji se mogu poneti: E = {P{,P5,P3, P,}.
Vrednost dopustivih reSenja (ima dva podskupa koja su preko 20 litara):

2({})-0 2({P4})=60 2({P,P5})=130 2({Py. P3, P4})=180

2({P1})=70 2({P1, P2})=150 2({P,P4})=140 2({Py, P3,P4})=190 ‘

z({P2})=80 z({P1, P3})=120 z({P3,P4})=110 #HHLy s PoiPs =200 Zapremnina

2({P3})~50 2({P1,P4})=130 2({P1,P3,Py})-210  #({Py; PoPaPy})=2 P;“'S‘;" 2021
69 1

Vrednost optimalnog resenja je z({Py, P2,P4})=210.

Osnovni pojmovi: Relaksacija — restrikcija; Gornja granica — donja granica; Grananje — odsecanje

Metod grananja i ogranicavanja je jedan od opstih tehnika pretrazivanja koja ne pretrazuje
one delove dopustivog skupa u kojima se, po proceni, ne nalazi resenje bolje od ve¢ nadenog.
Pretraga je suzena na ,,interesantne* delove dopustivog skupa i efikasnija od totalne pretrage.
Osnovna ideja metode grananja i ogranicenja je ,,deoba 1 osvajanje”. Posto je pocetni problem
suvise tezak za direktno reSavanje on se deli na sve manje 1 manje potprobleme sve dok oni
ne budu razreSeni. Grananje se vrsi razbijanjem dopustivog skupa na podskupove, kome
odgovara razbijanje pocetnog problema na potprobleme. Potproblem se smatra razreSenim
ako je njegovo optimalno resenje celobrojno ili ako se proceni da njegovi dopustivi skup ne
sadrzi optimalno resenje polaznog problema. Razreseni potproblemi se brisu iz skupa
potpyoblema i po njima se ne vrsi dalje granje.



Restrikcija

Relaksacija

al

Nl

-




Pretpostavimo da smo probleme P1 1 P2 dobili relaksiranjem

problema P3, f(x;)> f(x,)> f(x;) . Optimalno resenje relaksiranog problema je jednako

dobro ili bolje od reSenja polaznog problema. Dodavanjem ogranicenja nekom problemu,
reSenje moze ostati jednako dobro ili postati gore od prethodnog.

Pretpostavimo da smo probleme P1 i P2 dobili relaksiranjem

problema P3 x; € X, = f(x/)=f(x;) . Ako optimalno reienje relaksiranog problema

zadovoljava sva ogranicenja polaznog problema, tada je ono optimalno reSenje polaznog
problema.

Ako za problem optimizacije (P3) max f(x) vazi:
% € X, je optimalno redenje relaksiranog problema i x, € X, je dopustivo reenje polaznog
problema, tada su f = f(x;)i f = f(x,) gornja i donja granica vrednosti optimalnog reenja
polaznog problema.

Drugim recima: ?2f(x;)2£ ; f(x))= f(x;) - osobina 1 , f(x;)= f(x,) definicija
optimalnosti.

Upotreba granica: Ako za neko dopustivo reSenje polaznog problema x; € X, 1 optimalno
reenje njegove relaksacije x, € X, vazidaje f(x,)= f(x) (4 ? = /) tada je x3 optimalno
resenje

polaznog problema. Ako je vrednost relaksiranog reSenja u nekom ¢voru stabla

pretrazivanja manja ili jednaka od do tada nadene donje granice problema (1j. f < S ), tada

se celo podstablo tog stabla pretraZivanja ciji je dati cvor koren, moZe eliminisati.

30. Ako je x optimalno reSenje transportnog problema, a u i v odgovarajuce vrednosti dualnih
promenljivih i ako je promenljiva xy bazna, tada vazi:

a) C— (ui + 17].) 20 - nebazno
b) ¢;— u.- 17], =0 - bazno
) u+ v, <g

d ¢ <u+v,
1) i ]
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