JAO plan wyktadu

11 Wstep, wyrazenia regularne, automaty deterministyczne
8l Automaty niedeterministyczne, determinizacja,
wiasnosci domkniecia
151 Réwnowaznos¢ automatow i wyrazen regularnych,
lemat o pompowaniu
22 11 Relacja Myhilla-Neroda, minimalizacja
29 1l Problemy decyzyjne, monoidy
51V Automaty dwukierunkowe, gramatyki, drzewa wyprowadzen
12 1V Lematy o pompowaniu, postaci normalne, automaty ze stosem
191V brak wyktadu
26 IV Réwnowaznosé, deterministyczne automaty
3V przerwa
10V Algorytm CYK, Tw. Parikha
17V Maszyny Turinga, wielotasmowe, determinizacja
24V KOLOKWIUM
31V Nierozstrzygalnosé¢ (m.in. problemu stopu)
7 VI Nierozstrzygalnosc¢ cigg dalszy, P vs NP, NP-zupetnos¢ SATa
14 VI Klasy ztozonosci
Wyktad 1
Technikalia

Moja strona, podstrona przedmiotu. Konsultacje pigtek 14:15-15:45, tez na maila. Bardzo
wazne, zeby zadawaé pytania. Zrobie ankiete po kilku wyktadach.

Zasady zaliczania. Kolokwium: 40%

Egzamin: 60% - 20% test, 40% zadania

Egzamin poprawkowy: max(poprawkowy 100%, poprawkowy 60% + kolokwium 40%)
Do egzamindéw dopuszczeni sg wszyscy

Zadania z gwiazdka: 3 serie po okofo 2-4 zadania, kazde zadanie to 100% do podziatu
po réwno miedzy tych co rozwigza.

Moge udostepni¢ nieformalne notatki, ktére robie dla siebie. Zrobi¢ to?

Tematyka wyktadu
Tematyka wyktadu: po okoto %5 automaty skonczone, gramatyki i automaty ze stosem, maszyny
Turinga. Po co ten przedmiot? Kilka odpowiedzi:
- zobaczyé modele obliczen, do jest gtbwnie przedmiot o modelach obliczeh przez
réznorakie maszyny



- automaty skonczone, co da sie zrobi¢ dysponujgc skonczong pamiecia, pojawia sie to
nieraz w informatyce

- maszyny Turinga - formalizujg wszystko co moze zrobi¢ komputer

- na podstawie tego bedzie ztozonos¢ obliczeniowa, ktéra klasyfikuje ktére problemy sg
tatwe, a ktore nie dadzg sie rozwigzaé¢ w rozsgdnym czasie - na koniec zrobimy troche
tego

- techniki z teorii automatéw przydajg sie w innych dziedzinach, ja miatem publikacje z
dziedziny teorii baz danych i z dziedziny weryfikacji programow, ktére de facto bazowaty
na teorii automatow

Stowa

Dla nas stowo to bedzie cigg znakow z ustalonego (zwykle skohczonego) alfabetu Sigma.
Wszystko z zasadzie mozna zapisac jako stowo, stad pracujemy na stowach. Zwykle bedzie nas
interesowac podziat zbioru stow na dobre i niedobre. Czyli innymi stowy bedziemy chcieli
zdefiniowaé pewien zbidr stow. Zbior stéw nazywamy jezykiem. Przykiady z zycia: poprawny
numer PESEL, konta w banku, ale tez zbior ciggéw 0-1 takich, ze zakodowana liczba jest
pierwsza albo zbiér wejs¢ do algorytmu szukajgcego sciezki z x do y takich, ze algorytm
odpowie TAK. R6zne sg jezyki, my na poczatek bedziemy sie zajmowali tymi prostszymi.

Jezyk odpowiada problemowi decyzyjnemu.

Stowo puste (0 liter) bedziemy oznaczaé przez epsilon. Dlugosc¢ stowa to liczba liter.
Konkatenacja stow to napisanie jednego za drugim, oznaczamy kropkg u \cdot v, ale czesto
piszemy po prostu uv. Definicja prefiksu, infiksu, sufiksu.

Wyrazenia regularne
Zdefiniujemy wyrazenia regularne, prosty sposob wyrazenia prostych jezykéw. Bedg one
opisywalty jezyki regularne.
Jezyki regularne majg bardzo fajne wtasno$ci:
- prosta klasa zawierajgca wiele naturalnych jezykow
- ma wiele alternatywnych definicji (typowa sytuacja w matematyce, ktéra wskazuje na to,
ze mamy do czynienia z waznym i wlasciwym pojeciem)
- zamkniete na wiele naturalnych operaciji
Chciatoby sie méc powiedzieé:
- nic nie nalezy do jezyka
- ustalone stowo nalezy do jezyka,
- mozemy zapisa¢ sume dwéch zdefiniowanych jezykow, i bardziej skomplikowane
- jak zdefiniujemy jezyki K i L (tak zwykle oznaczamy jezyki) to umiemy tez zdefiniowaé
jezyk K L, ktory sktada sie z dwoch potowek: pierwszej w K, drugiej w L
- jak zdefiniujemy jezyk L, to umiemy tez zdefiniowac jezyk L* (gwiazdka Kleene’'go), ktory
sktada sie z wielu kawatkéw, z ktorych kazdy nalezy do L
- podobnie z jezykiem L+
A wiec formalnie jezyki regularne to (najmniejsza) klasa jezykow, ktora:



- zawiera zbior pusty

- zawiera stowo epsilon

- zawiera stowo a dla kazdej litery a w Sigma

- jest zamknieta na sume

- jest zamknieta na konkatenacje

- jest zamknieta na gwiazdke (Kleenego)
Jeden ze sposobow zapisu (pdzniej poznamy fundamentalnie inne podejscie) jezykow
regularnych jest taki:

- zapisujemy sume jako +

- konkatenacje jako kropke

- gwiazdke jako *

Przyktady

a* - zbidr stow ztozonych z samych liter a

(a+b)* - zbidr stéw ztozonych z litera i b

abac - singleton stowa abac

(ab)* - zbidr stow, ktére sg postaci ab iles razy

(ab)*c - to co wyzej i jeszcze zakohczone na ¢

(ab)* + b(ab)* + (ba)* + a(ba)* - litery a i b na zmiane, albo (a+eps)(ba)*(b+eps)

A jak zrobi¢: zaczynajg sie na a, konczg na b?
a(atb)*b, a moze a(a+b+c)*b? To zalezy od alfabetu, zawsze precyzujemy nad jakim alfabetem
pracujemy. | piszemy wtedy aSigma*b.

A jak powiedzieC: zbidr stéw o ustalonym prefiksie / sufiksie / infiksie?
wSigma*, Sigma*w, Sigma* w Sigma*

A pierwsza litera rowna ostatniej? aSigma*a + bSigma*b + cSigma*c

A jak zrobi¢: nie ma infiksu aa? (a + eps)(ba)*(b + eps)
A jak zrobi¢: nie ma infiksu aab? To juz bedzie trudniej, chociaz da sie.

Wida¢, ze w ten sposdb mozemy zrobi¢ wszystkie jezyki regularne po prostu konstruujgc
wyrazenie.

Automaty skonczone

Teraz przejdziemy do duzo bardziej naturalnego pojecia, automatéw skonczonych.

Automaty skonczone sg innym sposobem opisu jezykdéw regularnych, duzo bardziej wygodnym.
Przyktad: stowa o parzystej liczbie a i parzystej liczbie b.

Wyrazenie regularne: (aa + bb + (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))*

Automat: tatwy do zrobienia. Pokazuje na przyktadzie jak to wyglada.



Formalnie: deterministyczny automat skonczony (deterministic finite automaton - DFA) A = (Q,
Sigma, q0, F, delta) sktada sie ze skonczonego zbioru stanéw Q,

jest nad skohczonym alfabetem Sigma, z wyréznionym stanem poczatkowym g0, zbiorem
stanéw akceptujgcych F oraz funkcjg przejscia delta: Q x Sigma -> Q.

Bieg pow = a1 ... an to cigg tranzycji qi \trans{a_i} q_{i+1} takich, ze q1 jest poczatkowy.

Bieg jest akceptujgcy jesli q_{n+1} in F. Automat akceptuje stowo w jesli bieg po w jest
akceptujgcy. Zbior stéw, ktére automat akceptuje to jego jezyk, ozn. L(A), méwimy, ze A
rozpoznaje L(A).

Notacja: nieraz piszemy w takiej sytuacji g1 \trans{w} q_{n+1}.

Idea jest taka, ze automaty to po prostu cos ze skonnczong pamiecig. Okazuje sie, ze jezyki,
ktére sg rozpoznawane przez DFA to doktadnie jezyki regularne.

Tw. Kleene’ego (1956)
Jezyk jest rozpoznawalny przez DFA wtw. gdy jest regularny.

Dowdd bedzie na wyktadzie 3.

Teraz zobaczmy kilka przyktadow automatow.
Automaty dla:
- (ab)*
- (aaa)*
- pierwsza litera réwna ostatniej (zrobiliSmy dotad)
parzystos¢ a = parzystos¢ b
jest podcigg aab
nie ma podciggu aab

Wyktad 2

Automaty niedeterministyczne

Teraz spojrzymy na nieco mocniejszy model, niedeterministyczny automat skonczony (NFA).
Roznica jest taka, ze on moze mie¢ wiele stanéw poczgtkowych (moze zaczgé w jednym z wielu
miejsc) i moze miec wiele tranzycji z tego samego stanu po tej same;j literze.

Przyktad: Sigma*abc

Formalnie: A = (Q, Sigma, |, F, delta), gdzie

Q - skonczony zbioér stanéw

Sigma - skonczony alfabet

I \subseteq Q - stany poczatkowe

F - subseteq Q - stany akceptujgce

delta - relacja przejscia, delta \subseteq Q x Sigma x Q



Bieg - jak poprzednio cigg tranzycji, zaczyna sie w stanie poczgtkowym

Bieg jest akceptujgc jesli konczy sie w stanie koncowym.

Teraz: po jednym stowie moze by¢ wiele biegéw.

Stowo jest akceptowane przez automat jesli istnieje (chociaz jeden) bieg akceptujgcy.
Jezyk A to zbidr stéw akceptowanych.

Powiemy, ze automaty sg réwnowazne jesli majg te same jezyki.
Pytanie: czy dla kazdego automatu niedeterministycznego istnieje rwnowazny automat
deterministyczny? Ankieta studentéw. Odpowiedz: TAK.

Determinizacja
Tw.
Dla kazdego automatu niedeterministycznego istnieje rownowazny automat deterministyczny.

Dowadd

Wezmy NFA A = (Q, Sigma, |, F, delta)

Zrobimy rownowazny DFA A’ = (Q’, Sigma, q0’, F’, delta’)

Idea ogdlna DFA jest taka, Zze po prostu pamietamy wszystko to, co jest nam potrzebne o
stowie, ktére wczytaliSmy do tej pory i dla kazdego stanu pamieci mamy jeden stan.

Idea: patrzymy gdzie moze A p6jS¢ po stowie w, do ktorych standw i to pamietamy. Czyli innymi
stowy pamietamy podzbiér standw.

Q =P(Q)

q0” = {1}

F' ={S | S \cap F \neq \emptyset}

delta’(S, a) = {q | exists_{p in S} (p, a, q) in delta}

Dlaczego to jest ok. Pokazmy, ze istotnie L(A) = L(A). Inkluzja L(A) \subseteq L(A’) - jesli jest
bieg po w, to po tym w idziemy z | do jakiegos S i w tym S jest stan akceptujgcy. Inkluzja L(A’)
\subseteq L(A) - jesli jest bieg po w, to znaczy, ze z pewnego stanu z | do sie dojs¢ po w do
pewnego stanu z F, koniec dowodu. Komentarz: w zasadzie to jest masto maslane, widac, ze A
dobrze symuluje A.

c.n.d.

Przyktad dla Sigma* abc
Widac, ze wszystkie stany osiggalne A’ bedg zawieraty stan poczatkowy A, wiec wystarczy
rozwazyc ich 8.

Uwaga: determinizacja moze by¢ wyktadnicza. Przykfad: n-ta litera od kohca to a.

NFA moze to zrobi¢ uzywajgc n+1 stanoéw. Pytanie: ile potrzebuje DFA?

Co najmniej 2*n. Formalnie bedziemy umieli to zrobi¢ za 1-2 wyktady, ale teraz zobaczmy z
grubsza dlaczego. Idea: musi pamietac ostatnie n liter, bo gdyby co$ zapomniat, to mogtoby sie
okazac, ze to wlasnie jest wazne. Czyli potrzeba 2*n stanow, no i tyle wystarczy.



Operacje na jezykach

Bedziemy wymiennie uzywali automatoéw deterministycznych i niedeterministycznych, bo wiemy,
ze ich wyrazalnos¢ jest taka sama. Natomiast nie uzywamy na razie Tw. Kleene’go o tym, ze
automaty (DFA lub NFA) majg tg samg wyrazalnos$¢ co wyrazenia regularne, bo tego zesmy
jeszcze nie udowodnili.

Dopetnienie - jak?

Dla automatu deterministycznego duzo tatwiej. Po prostu zamieniamy stany akceptujgce i
nieakceptujgce. Czy to dziata? Tak po prostu to nie, musimy mie¢ wiasnos¢ taka, ze po kazdym
stowie jest bieg. Wiec wprowadzamy dodatkowy stan - “Smietnik”, do ktorego idg wszystkie
tranzycje, ktoére wczesniej nie istniaty. Po tej modyfikacji funkcja przejscia automatu jest juz
prawdziwg funkcja, a nie tylko funkcjg czesciowg. W konstrukcji dopetnienia ten stan “Smietnik”
stanie sie akceptujgcy. W przysziosci bedziemy uzywaé automatéw ze smietnikiem lub bez, w
zaleznosci od wygody. Zwykle wygodnie jest go nie rysowac, ale czasem, jak przy dopetnieniu,
warto mie¢ wtasnos¢ taka, ze delta jest funkcjg, wtedy go uzywamy.

Tu ciekawym pytaniem jest: jak duzy moze by¢é NFA dla \bar{L} (dopetnienia L) w stosunku do
NFA dla L. Bo dla DFA sg takie same. Pytanie: jak automat ma n stanéw to jak dtugie moze by¢
najkrétsze stowo, ktore akceptuje (o ile akceptuje jakies)? Oczywiscie nie dtuzsze niz n-1.
Okazuje sie, ze da sie zrobi¢ taki NFA A, ze najkrotsze stowo, ktérego nie akceptuje jest
wyktadniczej dlugosci wzgledem n. Wtedy w dopetnieniu L(A) najkrétsze akceptowane stowo
jest wyktadniczej dtugosci wzgledem n, czyli automat musi mie¢ przynajmniej takg wielkosc.

Suma, przeciecie

Suma - robimy automat A = (Q, Sigma, q, F, delta) z automatéw A1 = (Q1, Sigma, I1, F1, delta1)
oraz A2 = (Q2, Sigma, 12, F2, delta2). Po prostu A bedzie roztgczng sumg A1 i A2, czyli
formalnie Q = Q1 \cup Q2, | = 1 \cup 12, F = F1 \cup F2, delta = delta1 \cup delta2.

Przeciecie - nie da sie juz tak tatwo. Idea jest taka, ze bedziemy symulowali oba automaty i
akceptowali jesli oba zaakceptowaty.
Jak wyzej robimy A z A1 i A2. Ustalamy:

- Q=Q1x Q2 (nowy stan musi pamieta¢ oba stany)

- I=1xlI2

- F=F1xF2

- delta tez zachowuje sie produktowo, tzn. delta = {(p1,p2)--a— (q1,92) | p1 --a— q1 oraz

p2 --a— q2}

tatwo zauwazyé¢, ze win L(A) witw. w in L(A1) oraz w in L(A2), mozna pokaza¢ implikacje w
dwie strony.

Zauwazmy, ze podobnie mozna tez zrobi¢ konstrukcje dla sumy, tyle, ze wtedy dajemy F = (F1 x
Q2) \cup (Q1 x F2), czyli akceptujemy jesli co najmniej jeden ze standw jest akceptujgcy.



Automaty z epsilon-przejsciami

Wprowadzimy teraz nowy model automatu (ale nie bardzo rézny), ktéry bedzie przydatny do
roznych technicznych rozwazan. Okazuje sie, ze bedzie miat te samg wyrazalnos¢ co DFA i
NFA. Najpierw przyktad: (ab)* (aaa)* (dwa automaty potgczone epsilon-przejsciem).

Automat z epsilon-przejsciami to po prostu NFA, ktéry moze mieé puste stowo na tranzycjach.
Jego jezyk jest zdefiniowany normalnie, tyle, ze stowo na sciezce po prostu czyta epsilony.
Oczywiscie automaty z epsilon-przejsciami akceptujg wszystkie jezyki akceptowane przez NFA,
bo po prostu kazdy NFA jest tez automatem z epsilon-przejsciami (tyle, ze zeroma).

Pytanie jak w drugg strone, czy mogg cos wiecej? Pytanie do sali. Odpowiedz: NIE.

Tw.
Automaty z epsilon-przejsciami akceptujg te same jezyki co automaty niedeterministyczne (i
deterministyczne tez zresztg).

Dowdd

Przerabiamy automat z eps-przejsciami na automat rownowazny (o tym samym jezyku), ale
taki, ktéry nie ma juz eps-przejs¢. Tzn. eliminujemy eps-przejscia. Najpierw dla kazdej Sciezki
typu p1 --eps— p2 --eps— ... --eps— pk --a— q1 --eps— ... --eps— gm dodajemy nowg
tranzycje p1 --a— gm. Nowe przejscia nie zmieniajg jezyka. Dla kazdego akceptowanego
niepustego stowa znajdziemy bieg, ktéry nie uzywa eps-przejs¢. Wiec prawie mozemy teraz
usungc¢ eps-przejscia, trzeba tylko uwazaé na puste stowo. No to usuwamy eps-przejscia i
patrzymy czy zmienita sie sytuacja pustego stowa. Jesli tak, to dodajemy je sztucznie (dodajgc
nowy stan rownoczesnie poczatkowy i akceptujgcy).

c.n.d.

Wyktad 3

Dowdd tw. Kleene’go

Jestesmy juz gotowi, zeby udowodni¢ réwnowaznos¢ wyrazen regularnych i automatow.
Przypomnijmy, ze to wtadnie méwi twierdzenie Kleene’'go (1956).

Potrzeba pokaza¢, ze dla kazdego wyrazenia regularnego r istnieje automat A taki, ze L(A) =
L(r) oraz odwrotnie, ze dla kazdego automatu A istnieje wyrazenie regularne r takie, ze L(r) =
L(A).

Zaczniemy od przerabiania wyrazenia na automat, czyli pokazywania, ze dla kazdego
wyrazenia r istnieje automat A taki, ze L(A) = L(r). Bedziemy to pokazywac indukcyjnie po
budowie wyrazenia regularnego. Czyli zaczniemy od wyrazen bazowych, tj.: puste, epsilon, a, a
potem bedziemy pokazywac dla coraz wiekszych wyrazen. Pokazemy innymi stowy automaty
dla wyrazeh: puste, epsilon, a, a potem pokazemy, ze jesli mamy dla wyrazen r1 i r2 mamy
odpowiednio automaty A1 i A2, to umiemy zbudowac¢ automat dla wyrazeh r1+r2, r1 r2, r1*.

W ten sposéb mozemy sktadac¢ z matych wyrazen coraz wieksze, czyli formalnie wtasnie
dowodzi¢ indukcyjnie po budowie wyrazenia.



Automaty dla wyrazeh: puste, epsilon, a sg banalne (narysowac).

Zajmijmy sie suma. Bedziemy robi¢ automat z epsilon-tranzycjami dla L(A1) \cup L(A2). Pytanie
do wszystkich - jak to zrobi¢? Latwo - robie nowy stan poczatkowy i z niego eps-tranzycje do
wszystkich stanéw poczatkowym w A1 i w A2 (czyli odpowiednio z 11 i z 12).

A jak dla konkatenacji, czyli dla L(A1) L(A2)? Tez tatwo - dodaje eps-tranzycje pomiedzy
kazdym stanem akceptujgcym w A1 (czyli z F1) a kazdym stanem poczatkowym w A2 (czyli z
12). Pokaza¢, ze to istotnie to samo.

A dla L(A1)*? Dodaje eps-tranzycje z kazdego stanu akceptujgcego (z F1) do kazdego stanu
poczatkowego (z 11). Czy to jest ok - pytanie do sali. Nie, ale prawie. W L(A1)* powinno by¢
stowo puste, ta konstrukcje niekoniecznie o to dba. Dodajemy wiec niezaleznie stowo puste
(nowy stan akceptujgcy i eps-przejscie do niego).

To konczy dowdd w jedng (nieco prostszg) strone.
Zasymulujmy jak to dziata na przyktadzie wyrazenia (a+b+c)*c(a+b)* + (a+c)*b(a+b+c)*.

Teraz robimy w drugg strone, mianowicie dla danego automatu budujemy réwnowazne
wyrazenie. Na poczatek zaktadamy, ze nasz automat ma doktadnie jeden stan akceptujacy,
jezyk kazdego automatu deterministycznego jest skonnczong suma takich wiasnie automatow,
po prostu w kazdym z automatow zostawiamy jako akceptujgcy tylko jeden ze stanow
akceptujgcych w oryginalnym automacie. Nasz plan postepowania jest nastepujgcy: bierzemy
automat i bedziemy po kolei zmniejszac liczbe jego stanow piszgc na krawedziach nie tylko
litery, ale rowniez wyrazenia. Na koniec dostaniemy automat z dwoma stanami i jakims
wyrazeniem na krawedzi, to bedzie interesujgce nas wyrazenie albo z jednym stanem (i wtedy
szukane wyrazenia to gwiazdka z wyrazenia na petli). Formalnie rzecz biorgc wprowadzamy
tutaj zndw nowy model automatu, tj. automat, ktéry na krawedziach ma napisane nie tylko litery
albo stowa puste, ale wyrazenia. Wtedy przejscie jest po dowolnym stowie nalezgcym do jezyka
wyrazenia. Nie bedziemy robi¢ tego formalnie, bo wiasnie powiedzieliSmy precyzyjnie o co
chodzi, a nie chodzi o formalnos¢, tylko o precyzje. Pytanie: czy ktos chce, zeby to napisac
nieco dokfadniej?

No to teraz jak przerabiamy? Zrobi¢ to na przyktadzie automatu dla: parzysta liczba a i parzysta
liczba b. Wychodzi nieco brzydko, ale da sie zasymulowac¢. W ogélnosci: jesli eliminujemy stan
q, to dla dowolnych stanéw p1, p2 jesli wczesniej byto:

- pl-ri—>q

- q-r2—p2

- q-r3—q

- pl-r4— p2



To teraz piszemy p1 --(r4 + r1(r3)*r2)--> p2. No bo tak wtasnie moglismy dojs¢ z p1 do p2 (nie
przechodzac przez q, bgdz przechodzac przez nie). Pokazujemy, ze jeden krok tej modyfikac;ji
nie zmienia jezyka, co konczy dowdd.

c.n.d.

Lemat o pompowaniu

Teraz juz wiemy, ze wszystkie automaty i wyrazenia, ktére badaliSmy opisujg te samg klase
jezykoéw: jezyki regularne. Fajnie bytoby co$ zrozumiec¢ o tych jezykach. W szczegdlnosci dla
ustalonego jezyka dobrze bytoby umieé pokazaé, ze on nie jest regularny. MéwiliSmy juz, ze
intuicyjnie L = {w | #a(w) = #b(w)} nie jest regularny (bo trzeba by pamieta¢ réznice pomiedzy
liczbg a, a liczba b do tej pory, a to moze by¢ dowolnie duza), ale chcemy to umieé
sformalizowac. Teraz stworzymy pierwsze narzedzie do tego: lemat o pompowaniu. Niedtugo
nauczymy sie drugiego (moim zdaniem wygodniejszego) narzedzia, ale zacznijmy od tego.

Lemat o pompowaniu ma to do siebie, Ze tatwiej zapamietac jego dowdd niz jego
sformutowania. Zresztg (moim zdaniem) dowdd jest tez bardziej interesujgcy niz sformutowanie.
Dlatego polecam zapamigtania dowodu, bo wtedy tatwiej odtworzy¢ tres¢ lematu.

Zatozmy, ze mamy automat deterministyczny o n stanach.

Najpierw obserwacja: jesli mamy bieg po stowie w dtugosci co najmniej n, to odwiedza on
przynajmniej n+1 stanow, wiec z zasady szufladkowej Dirichleta ktorys stan zostanie
odwiedzony przynajmniej 2 razy. A wiec mozemy przedstawi¢ nasz bieg w postaci:

p--s—q-toq-u—-r,

gdzie w = stu. No ale petle q --t— q mozemy powtarza¢ wiele razy, wiec dowolne stowo postaci
st*k u réwniez bedzie miato bieg akceptujacy, czyli bedzie nalezato do jezyka. Co wiecej
mozemy wybra¢ stowa s i t tak, zeby |st| \leq n, bo juz na prefiksie stowa w o dtugosci n
powtorzy sie jakis stan q.

To juz wiasciwie koniec dowodu, ale najpierw sformutujmy lemat.

Lemat o pompowaniu
Dla kazdego jezyk regularnego L istnieje n in N takie, ze dla kazdego stowa w o dtugosci co
najmniej n istniejg stowa s, t, u takie, ze:

- w=stu

- |st] \leq n, t\neq epsilon

- st*kuinL dla dowolnego kin N

Dowdd

Bierzemy n réwne liczbie stanéw automatu deterministycznego (cho¢ to niekonieczne) dla L.
Wtedy lemat wynika z obserwacji powyze;j.

c.n.d.



Przykitady zastosowania lematu

Przyktad 1: rozwazmy jezyk L = {w | #a(w) = #b(w)}. Przypuscmy, ze jest regularny.

Wéwczas istnieje dla niego pewna liczba n z lematu o pompowanu.

Wezmy w = a*n b*n \in L. Wtedy w = stu. Poniewaz |st| \leq n, to musi by¢ t = a%i, i > 0.
Zatem st*2u = a®{n+i} b*n tez nalezy do L (z lematu). No ale ewidentnie a*{n+i} b”i nie nalezy
do L, sprzecznosé.

Przyktad 2: niech L = {a"i b%j | i \geq j}. Przypusémy, ze L jest regularny. Wowczas istnieje dla
niego n z lematu o pompowaniu. Wezmy w = a*n b*n \in L. Wtedy w = stu, podobnie jak
wczesniej mamy t = a?i, i > 0. Ale jak zbadamy st*2u, to on naprawde nalezy do L. Mozemy
jednak wzig¢ k = 0. | wtedy mamy, ze su = a*{n-i} b*n tez nalezy do L, ale jednak nie nalezy.
Sprzecznosé.

Przyktad 3: niech L = jezyk palindroméw. Bierzemy w = a*n b a*n, pompujemy, dziata.

Przyktad 4: niech L = {w | #a(w) = #b(w) = 2#c(w)}. Mozna recznie. Ale mozna tez: gdyby byt
automat dla L, to automat, w ktérym wszystkie c zamieniamy na epsilon rozpoznawatby {w |
#a(w) = #b(w)}, a ten juz wiemy, ze jest nieregularny.

Przyktad 5: niech L = {a”i b c*k d*m | i + j = k + |}. Jezyki regularne sg zamkniete na
przeciecie, wiec przetnijmy L z a*c*. Jesli tamten byt regularny, to nowy tez bedzie. Ale L \cap
L(a*c*) = {ani ci}, ktory jest nieregularny jak tatwo pokazujemy uzywajgc lematu o pompowaniu.

Uwaga: to nie jest tak, ze jezyk jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia lemat o
pompowaniu. Sg jezyki nieregularne, ktére spetniajg lemat o pompowaniu.

Przyktadem moze by¢ jezyk: L = {c a*n b”*n} \cup {c*k w | w zaczyna sie nie na ¢, k \neq 1}.
Druga czesc jest regularna, wiec moze by¢ napompowana, a pierwsza czes¢ moze byc¢
napompowana przez napompowanie lub odpompowanie ¢ i wpadniecie do drugiej czesci. Czyli
L spetnia lemat o pompowaniu chociaz nie jest regularny (co sie okaze pdzniej, ale intuicyjnie
juz widac).

Uwaga: mozna sobie dowodzi¢ wiasne wersje lematu. Duzo bardziej nalezy z tego zapamietac
technike usuwania/dodawania kawatkow pomiedzy réwnymi konfiguracjami niz sformutowania
lematu!

Wykiad 4

Relacja Myhilla-Neroda (John Myhill, Anil Nerode)

Teraz zajmiemy sie pojeciem, ktére da nam inne narzedzie do sprawdzania, czy jezyk jest
regularny. Poza tym okaze sie przydatne np. do zmniejszania rozmiaru automatu
deterministycznego przy zachowaniu jego jezyka. Pomyst bierze sie za nastepujacego faktu.
Ustalmy automat deterministyczny A, niech L = L(A). Powiedzmy, ze dwa stowa: u i v prowadzg
do tego samego stanu q w automacie A. Wéwczas majg one te samg przysztosc, to znaczy uw



\inL & vw\in L, bo to po prostu znaczy, ze stowo w przechodzi ze stanu q do jakiegos stanu
akceptujgcego. To motywuje nastepujgca definicje. Dla ustalonego jezyka L (niekoniecznie
regularnego) relacja rownowaznosci \sim_L na zbiorze stéw Sigma** jest zdefiniowana jako:

ul\sim_Lv wtw. dla kazdego stowa w zachodzi uw \in L < vw \in L

Méwimy o niej relacja Myhilla-Neroda. Intuicyjnie znaczy to, ze u i v majg te same przysztosci.
Uwaga: inaczej mozna napisac, ze ur-1} L = v*{-1} L, to oznacza to samo. Formalnie u™-1} L
nazywa sie ilorazem lewostronnym jezyka. Latwo zauwazyc, ze \sim_L jest relacjg
réwnowaznosci. Jej istota ujeta jest w nastepujacym twierdzeniu.

Zaktadamy, ze funkcja przejscia automatu musi by¢ funkcjg catkowitg. Ta definicja jest jednak
lepsza. Nieraz rysujemy automaty bez stanu Smietnik, ale formalnie powinien on tam by¢.

Tw. Myhilla-Neroda (1958)
L jest regularny wtw. relacja \sim_L ma skonczenie wiele klas abstrakcji (tzn. skonczony indeks)

Dowdd:

Najpierw pokazemy implikacje w prawo. Jest fatwa. Niech A to DFA taki, ze L = L(A).

Jak powiedzielismy wczesniej jesli biegi po u i v prowadzg do tego samego stanuw A, tou
\sim_L v. Czyli klas abstrakc;ji jest co najwyzej tyle, co standw A, czyli skohczenie wiele.

Teraz pokazemy implikacje w lewo. Zatézmy, Zze \sim_L ma skonczenie wiele klas abstrakciji.
Zauwazmy, ze jesli u\sim_L v, to takze ua \sim_L va dla dowolnej litery a. Zdefiniujmy
nastepujacy automat.

Stanami sg klasy abstrakcji \sim_L. Przejscia sg zdefiniowane jako [u] --a— [ua]. Jak
pokazalismy powyzej to nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy (czyli u), czyli automat jest
deterministyczny. Stan poczgtkowy to [eps], a stany konncowe to [u] dla u\in L. Zauwazmy, ze w
klasach akceptujgcych wszystkie stowa sg akceptujace.

Teraz zobaczmy, ze ten automat rozpoznaje jezyk L. Dla dowolnego stowa u dojdziemy w nim
do [u]. Jesliuin L, to ten stan jest akceptujgcy, a wpp. nie, czyli rzeczywiscie doktadnie stowa z
L zostang zaakceptowane.

c.n.d.

Pytanie: czy to samo by zachodzito dla ilorazéw prawostronnych jezyka L? Tak, tu wszystko
jest symetryczne. L regularny < reverse(L) regularny.

Przyktady

tatwo teraz pokazywac uzywajgc tego narzedzia, ze dany jezyk nie jest regularny.

Przyktad 1: {a*n b*n}. Stowa a”"i sg nie w relacji M-N. Zobaczmy, ze a”i oraz a”j nie sg w relac;ji.
Dla sufiksu a*i mamy a”i b*i\in L, ale a®j b*i \not \in L.



Przyktad 2: {w | #a(w) = #b(w)}. Ten sam przyktad.

Przyktad 3: wezmy przyktad jezyka nieregularnego, dla ktorego dziatat lemat o pompowaniu,
czyli L = {ca®n b*n} \cup {c*k w | w zaczyna sie nie na c, k \neq 1}. Pokazemy, ze stowa ca”i
dla i > 0 sg nie w relacji. Faktycznie, ca®i oraz ca®j, dla i \neq j, rozrézniajg sie sufiksem bAi.

Automat minimalny

Relacja M-N jest tez mocno zwigzana z minimalnym automatem deterministycznym.
Zauwazmy, ze pokazalismy, Zze jesli A to DFA oraz L = L(A), to liczba stanow \geq
indeks(\sim_L). Z drugiej strony pokazalismy, ze da sie zbudowa¢ DFA A’ taki, ze L(A’) = L(A)
oraz liczba stanéw A = indeks(\sim_L)’. Czyli innymi stowy pokazalidmy, ze najmniejszy pod
wzgledem liczby stanéw automat deterministyczny dla L ma ich doktadnie indeks(\sim_L). To
odpowiada intuicji: to jest doktadnie ta informacja, ktérg musimy pamietac.

Fakt
Minimalny automat deterministyczny dla L ma indeks(\sim_L) stanow.

Zauwazmy, ze tatwo w ten sposéb sprawdzic, ze automat jest minimalny. Przyktad: minimalny
automat dla (ab)* ma 3 stany, sg tez 3 klasy abstrakcji: eps, a, aa. Uwaga: tu wazne jest, ze
definiujemy automat tak, ze jest funkcja przejscia jest funkcjg catkowita.

Co wiecej mozna pokazac nastepujacy fakt. Pytanie: czy wszystkie automaty o minimalnej
liczbie stanéw sg takie same?

Fakt
Wszystkie automaty deterministyczne dla L o indeks(\sim_L) stanach sg izomorficzne.

Izomorficzne, czyli mozna tak zmieni¢ ich nazwy, zeby wygladaty tak samo. Tu formalnie
zdefiniowa¢ izomorfizm (bijekcja t., ze ...). Dlaczego tak jest? Niech A_L to bedzie automat
minimalny rozpoznajgcy L, taki jak zdefiniowany w dowodzie tw. Myhilla-Neroda. Niech A to
jakis inny automat rozpoznajacy L, taki, ze jego liczba stanéw jest réwna liczbie stanéw A L.
Chcemy pokazac, ze A jest izomorficzny z A_L. Zauwazmy, ze wszystkie stowa, ktére w
automacie A idg do stanu p muszg by¢ z jednej klasy abstrakcji relacji \sim_L. Ale stanow jest
|Q_L|, czyli do kazdego stanu idg wszystkie stowa z pewnej klasy abstrakcji. No to juz wida¢, ze
bijekcja, ktora przeprowadza p na p’ takie, ze jesli q0 --u— p, to p’ = [u] jest izomorfizmem.

Pokazalismy wiec, ze automat minimalny jest w pewnym sensie kanoniczny. Okaze sie, ze
mozemy powiedzie¢ o nim wiecej. Mozna go uzyskac z dowolnego automatu
deterministycznego dla L poprzez “sklejanie” stanow. Zdefiniujemy teraz formalnie czym jest
sklejenie stanow i jak to zrobi¢ algorytmicznie.

Kongruencja



W zasadzie zawsze mozna sklei¢ pewne zbiory standéw automatu i cos z tego wyjdzie. Przy
czym przy niektérych sklejeniach automat moze rozpoznawaé zupetnie inny jezyk. Przykiad:
sklejamy stan poczatkowy ze $mietnikiem w automacie dla (ab)*. Moze tez wyjs¢ automat
niedeterministyczny. Poza tym jak sklejamy stan akceptujgcy z nieakceptujgcym, to jaki ma byé
stan sklejony? Podamy teraz warunki na sensowne sklejenie, takie bedzie nazywane
kongruencjg. Kongruencja to relacja réwnowaznosci R \subseteq Q x Q taka, ze:

1) jeslipip’ saw relacji R, to albo oba sg akceptujgce albo zaden

2) jeslipip’sawrelacjiR, p--a—q, p' --a— q, toréwniez q i q’ sg w relacji R
Sklejenie oczywiscie skleja kazdg klase abstrakcji R w jeden stan.
Automat ilorazowy A_R = (Q_R, Sigma*, q_R, F_R, delta_R) jest zdefiniowany nastepujgco:

- stany Q_R to klasy abstrakgiji relacji R, czyli {{q]_R | g \in Q}

- stan poczagtkowy q_R to klasa abstrakcji stanu poczgtkowego q

- stany koncowe F_R to te klasy, ktére zawierajg stany koncowe Q

- funkcja przejscia zawiera p --a— q jesli przed sklejeniem z pewnym stanie byta taka

tranzycja (co wiecej to znaczy, ze w kazdym stanie byta taka tranzycja)

tatwo pokazac, ze L(A_R) = L(A). Bieg przed sklejeniem przenosi sie na bieg po sklejeniu, a
bieg po sklejeniu przenosi sie na pewien bieg przed sklejeniem (tu istotnie korzystamy z
wiasnosci 1) i 2)). Zauwazmy tez, ze A_R jest deterministyczny. Czyli fajnie, dzielenie przez
kongruencje (czyli sklejanie klas abstrakciji tej kongruenciji) nie zmienia jezyka i pozostawia
automat deterministyczny. Teraz pokazemy, ze dla kazdego automatu istnieje kongruencja, ze
jak przez nig podzielimy, to dostaniemy automat minimalny. A ta relacja jest zdefiniowana w
naturalny sposob. Pytanie: moze ktos ma pomyst jak? Sklejamy stany p i q wtedy, gdy L(p, A) =
L(qg, A). Definiujemy: L(p, A) to jest zbior stéw, ktére zostang zaakceptowane w automacie A jesli
ustalimy p na stan poczatkowy. Zauwazmy, ze to jest faktycznie kongruencja (fatwo to
zobaczyc). Zatézmy dla uproszczenia, ze wszystkie stany automatu A sg osiggalne (jesli nie, to
trzeba najpierw wywali¢ te nieosiggalne). Niech n to wielkos¢ automatu A_L. Pomysimy ile
moze by¢ stanow po sklejeniu. Nie moze by¢ mniej niz n, bo to by dato mniejszy automat dla L.
Ale nie moze by¢ tez wiecej niz n. Bo przypusémy, ze do tych stanéw prowadzg stowa w1, ...,
w(n+1). Dla kazdych wi oraz wj mamy stany qi oraz qj, do ktérych prowadzg takie, ze L(pi, A)
\neq L(pj, A). A wiec wi \not\sim_L wj. A wiec to datoby przynajmniej n+1 klas abstrakcji relaciji
\sim_L, sprzecznos$¢. A wiec grup jest doktadnie n, czyli automat A_R ma doktadnie n standw,
czyli jest minimalny.

Podsumowanie

Czyli jest jeden kanoniczny automat minimalny, o najmniejszej liczbie stanéw. Mozna go
otrzymac¢ z kazdego innego poprzez sklejenie stanow, takie, ze sklejamy wszystkie stany p o
rownym jezyku L(p, A).

Algorytm

Pytanie jak obliczy¢ ten minimalny automat. Trzeba po prostu umie¢ obliczy¢ dla ktoérych par
stanéw p oraz g zachodzi L(p, A) = L(q, A). Powiemy, Zze stany p i q sg n-rozréznialne je$li
istnieje stowo w dtugosci co najwyzej n takie, ze w\in L(p, A), ale w \not\in L(q, A), albo
odwrotnie. Pytanie: jesli L(p, A) i L(q, A), to jak dtugich stéw potrzeba, zeby je rozréznic?



Mozna pokaza¢, ze n"2 wystarczy (pompowanie), ale zaraz okaze sig, ze nawet n wystarczy.
Najpierw liczymy ktére stany sg 0-rozréznialne (akceptujgce od nieakceptujgcych), a potem
liczymy to dla coraz dtuzszych stow. Jesli mamy powiedziane, ktore pary stanow sg
k-rozréznialne, to tatwo obliczy¢ ktére pary sg (k+1)-rozréznialne, po prostu w jednym kroku
musimy po tej samej literze osiggngc¢ pare standw k-rozroznialnych. Jak osiggniemy punkt staty,
to sie zatrzymujemy. Z tego co przed chwilg powiedzielismy mamy, ze jesli L(p, A) \neq L(q, A),
to sg one n”2-rozroznialne. A wiec nasz algorytm jest poprawny. A wiec sg one tez tak
naprawde n-rozréznialne (dygresja), bo punkt staty zostanie osiggniety po co najwyzej n
krokach. Czyli taka minimalizacja dziata w O(n) fazach po O(n) czasu, czyli O(n"2) czasu.
Istnieje tez lepszy algorytm (Hopcrofta), dziatajgcy w czasie O(n log n). Do tej pory otwarty jest
problem, czy da sie to zrobi¢ lepiej niz O(n log n), np. w czasie liniowym.

Przyktad 1: automat dla (ab)* o 5 stanach. Zrobi¢ doktadnie.
Przyktad 2: automat liczgcy mod 3 o 9 stanach.

Wykiad 5

Minimalizacja NFA

No dobrze, zminimalizowaliSmy automaty deterministyczne, ale co z minimalizacjg automatéw
niedeterministycznych? Czy tez tak sie da? Niestety nie, nie ma nawet kanonicznego automatu
minimalnego. Przykfad: 2 automaty akceptujgce jezyk K = {ab, ac, ba, bc, ca, cb}. Mozemy
zrobi¢ 2 automaty wielkosci 5. Trzeba by w zasadzie pokazac, ze nie da sie tego zrobic
automatem wielkosci 4. Pokazemy to za chwile.

Fooling set

Normalnie sie tego nie robi, ale wg mnie to warto zrobi¢, bo jest fajne.

Tu zrobimy dygresje, jak pokazywaé, ze nie ma mniejszego automatu. Pytanie: dla
deterministycznych jak pokaza¢, ze nie ma automatu wielkosci 7? Wskazaé 8 stow nie w relacji
M-N. Ale dla niedeterministycznego to nie wystarczy. Dlaczego? Wystarczy wzigé NFA mniejszy
niz najmniejszy deterministyczny. Da sie tak, np. n-ta litera od kohca to a. NFA ma n+1 stanéw.
A DFA musi mie¢ przynajmniej 2*n, bo kazde ze stéw n literowych ma gdzie$ r6zng litere, wiec
sg nie w relacji M-N. Dobrze, to jak pokazywa¢, ze NFA musi mie¢ przynajmniej ile$ stanow?

Z pomocg przychodzi nastepujgcy fakt.

Fakt (fooling set technique)
Niech L regularny. Jesli istnieje n par stow u_1, ..., u_norazv_1, ..., v_n takich, ze:
- u_iv_i\inL dla kazdego i
- u_iv_k\not\in L albo u_k v_i\not\in L dla kazdych i, k,
to wtedy minimalny automat niedeterministyczny dla L musi mie¢ przynajmniej n stanow.

Dowdd



Ustalmy jakis automat niedeterministyczny A dla jezyka L. Jesli u_i v_i\in L, to znaczy, ze musi
by¢ jaki$ zbior niepusty zbiér stanéw S i taki, ze do kazdego z tych stanow da sie dojs¢ po u_i
ze stanu poczatkowego i z kazdego z nich da sie dojs¢ po v_i do jakiegos stanu kohcowego.

Z drugiego warunku wynika, ze S_i\cap S_j = \emptyset. A zatem suma po S_i musi mie¢
przynajmniej n stanow.

c.n.d.

Zobaczmy teraz, ze faktycznie nie ma dwdéch automatu wielkosci 4 dla K = {ab, ac, ba, bc, ca,
cb}. Niechu_1=eps,u 2=a,u 3=b,ud4=c,ub5=aborazv_1=ab,v.2=b,v 3=c,v 4=
a,v_5=eps. Mamy u_iv_i\in L, a dla kazdych dwdch réznych indeksow i, k ktéres ze stow albo
jest za krotkie albo ma dwie takie same litery.

Czyli faktycznie nie ma kanonicznego najmniejszego NFA.

Problemy decyzyjne
Jest kilka naturalnych pytan, ktéore mozemy zadan odnosnie danego jezyka regularnego.
Oto lista tych, ktorym sie przyjrzymy:
1) dane stowo w, automat A, czy w nalezy do L(A)?
2) dany automat A, czyli L(A) pusty?
3) dane automaty A, B, czy L(A) = L(B)?
4) dane automaty A, B, cz L(A) \subseteq L(B)?

Kazde z tych pytan mozna zada¢ dla automatu deterministycznego i niedeterministycznego.
Przyjrzyjmy sie tym problemom. Jak zrobi¢ 1) dla DFA? Po prostu lecimy po stowie, wychodzi w
O(Jw| |A|). Pytanie: a jak dla NFA? Tez lecimy po stowie, tylko trzymamy zbiér standéw do
ktérego mozemy dojs¢. Tez PTIME, doktadniej O(|w| |A]*2).

Problem 2) tez tatwo w PTIME dla obu, patrzymy czy jest sciezka z jakiego$ poczgtkowego do
jakiegos koncowego. Jak dla 3)? Dla DFA fatwo, dopetniamy drugi, przecinamy i badamy
niepustosc. A dla NFA? To sie okaze trudne, nie znamy algorytmu wielomianowego. Podobnie
zresztg sprawdzanie, czy L(A) = Sigma*, nie znamy tu algorytmu wielomianowego i
podejrzewamy, ze go nie ma (problem jest PSPACE-trudny, pod koniec wyktadu by¢é moze
powiemy co to znaczy). Mozna zdeterminizowac i zrobic to, co dla DFA, dziata w czasie
wyktadniczym. Dla 4) robimy podobnie jak dla 3), bo to jest rbwnowazne pytaniu, czy L(A) \cap
\bar{L(B)} \neq \emptyset.

Algebraiczne podejscie dla jezykéw regularnych

Teraz zrobimy temat nieco dodatkowy, tzn. zajmiemy sie algebraicznym podejsciem do jezykéw
regularnych. Tego sie zwykle nie robi, ale my w tym roku zrobimy. Rozwazmy pewien automat
deterministyczny A. Bardzo przydatnym pojeciem dla stowa w \in Sigma* jest funkcja f w: Q —
Q, ktéra moéwi ktére stany przechodzg na ktére po przejsciu przez stowo w. To znaczy
definiujemy ja tak, ze f_w(p) = q wtw. p --w— g w automacie A. Duzo zadan mozna rozwigzac
uzywajac tej funkcji, a co wazniejsze mozna tatwiej mysle¢ uzywajac tego pojecia.



Przyktad:

Niech L regularny, pokaz, ze \sqrt{L} = {w | ww \in L} jest regularny.

Wezmy DFA A dla jezyka L. Niech A’ oblicza funkcje po stowie w, jego stany to rozne
mozliwe funkcje. f_epsilon = id, a potem tatwo liczy¢. Stany akceptujgce to te funkcje f,
dla ktorych f(f(q0)) \in F. Tak samo mozna zrobi¢ dla \sqrt*7{L} i sporo innych podobnie.

Zobaczmy, ze takie funkcje sg monoidem, czyli strukturg (M, *) taka, ze:

- istnieje element neutralny

- kazde dwa elementy mozna przemnozy¢ i dosta¢ znow element z dziedziny
Grupy to szczegolny rodzaj monoidéw, one majg jeszcze elementy odwrotne, monoidy
niekoniecznie. Okazuje sie, ze takie spojrzenie jest bardzo przydatne. Pokazemy teraz
twierdzenie, ktére bedzie w nowy sposéb charakteryzowato jezyki regularne. Potem
wprowadzimy nowy rodzaj automatow - automaty dwukierunkowe i uzywajgc monoidow
pokazemy, ze one nie umiejg zrobi¢ wiecej niz automaty jednokierunkowe.

Homomorfizm miedzy dwoma monoidami (M, *1) i (N, *2) to funkcja h: M — N taka, ze
dla kazdych m, m’ in M zachodzi: h(m1) *2 h(m2) = h(m1 *1 m2).

Powiemy, ze jezyk L jest rozpoznawany przez monoid M jesli istnieje homomorfizm h: Sigma* —
M oraz podzbiér akceptujgcy F \subseteq M taki, ze

h™{-1}F) =L,
czyli stowa sg akceptowane jesli przechodzg na zbidér akceptujgcy.

Przyktady jak mozna rozpoznac jezyki regularne przez monoid:

1. Stowa dtugosci przystajgcej do 3 modulo 1. Monoid: {0, 1, 2} z dziataniem dodawania
modulo 3. Funkcja h: Sigma* -> {0, 1, 2}, zwraca dtugos¢ modulo 3. To jest
homomorfizm, bo h(uv) = h(u) + h(v). Dajemy F = {1}. Mamy wtedy L = h"{-1}(F).

2. Stowa postaci a* b* c*. Monoid: {nic, a, b, c, ab, bc, zle}. Dziatanie na logike. F = M
\setminus {zle}. L = hA{-1}(F).

3. Stowa o podciggu abc. Monoid: {jest, nie ma} x {pref. bc, pref c, pref nie c} x {suf. ab, suf.
a, suf. nie a}. F = {jest} x all x all. Dziata.

4. Stowa a*n b*n. Monoid: {a dtugosci i, b dtugosci i, ai b*j, b przed a}. Ale tu
nieskonczony.

5. Dowolny jezyk. Monoid: (Sigma*, konkatenacja), F = L, h = id. Wtedy L = h*{-1}(F). Ale
tu nieskonczony.

Tw.
L jest regularny wtw. L jest rozpoznawalny przez pewien monoid skonczony.

Dowadd
Najpierw w prawo. Niech L regularny i A to automat deterministyczny, ktéry go rozpoznaje, ze
zbiorem standéw Q. Wtedy robimy M = (Q*Q, ztozenie), a F to funkcje t., ze stan poczatkowy A



przeprowadzajg na jaki$ akceptujacy. Mamy tez, ze h(w) = f_w jest homomorfizmem, bo h(u)
h(v) = h(uv). Poza tym h™-1}(F) = L, co konczy dowdd tej implikacji.

Teraz w lewo. Przypusémy, ze L jest rozpoznawalny przez monoid (M, *). Automat A po prostu
liczy do jakiego elementu monoidu dane stowo sie wyliczy. Czyli zbior stanéw to M. Stan
poczatkowy to h(eps). Gdy mamy h(w), to po literze a przechodzimy do h(w) \circ h(a). Stany
akceptujgce tote z F.

c.n.d.

Wykiad 6

To jest kolejna charakteryzacja jezykdéw regularnych (juz 4-ta), co pokazuje, ze sg rzeczywiscie
interesujgcym obiektem. Teraz zdefiniujemy automaty dwukierunkowe. One bedg zachowywaty
sie nieco inaczej niz normalne automaty. Z powodow technicznych stany bedg nie miedzy
literami, ale na literach. Przykfad automatu, ktory rozpoznaje Sigma* a Sigma*{n-1}, czyli n-ta
litera od kohca to a. Idea: on idzie do konca, a potem sie wraca liczagc do n i sprawdza, czy tam
jest a. Moze to nawet zrobi¢ deterministycznie!

Formalnie A = (Sigma, |-, -|, Q, |, F, delta), gdzie

- Sigma to alfabet, |- oraz -| to specjalne symbole ograniczajgce stowo odpowiednio z

lewej i z prawej strony

- Qto zbior stanow

- | to stany poczatkowe

- F to stany akceptujace

- delta to relacja przejscia, mamy delta \subseteq Q x (Sigma \cup {|-, -|}) x Q x {-1, 0, 1}.
Interpretacja relacji przejscia jest jak zwykle, przy czym {-1, 0, 1} oznacza w ktérg strone
automat teraz pojdzie. Zaczynamy zawsze w stanie poczgtkowym na pierwszej literze.
Konczymy w stanie koncowym.

Przyktad:

1. Napiszmy automat dla jezyka: n-ta litera od konca to a.
Q={p, q1, ..., gn, akc, rej}
A = (Sigma, |-, -|, Q, p, {akc}, delta)
Do delta naleza:

(p, wszystko oprécz -|, p, 1) - idziemy w prawo
(P, -, q1,-1)

(qi, wszystko, q(i+1), -1)

(gn, a, akc, 0)

(gn, nie a, rej, 0)

(rej, wszystko, rej, 0)
2. Kazdy jezyk regularny da sie zrobié. Po prostu stan, ktéry powinien byé przed literg
stawiamy na literze. Stan koncowy odczytujemy na literze -|.



Teraz pytanie brzmi, czy da sie zrobi¢ co$ wiecej niz jezyki regularne? Nie, nie da sie, juz
wczesniej méwitem. Mozna to tatwo pokazac uzywajgc monoidow.

Tw.
Automaty dwukierunkowe rozpoznajg doktadnie jezyki regularne.

Dowdd

To, ze akceptujg jezyki regularne, to juz pokazaliSmy powyze;j.

Teraz rozwazmy pewien automat dwukierunkowy A. Najpierw zatézmy dla uproszczenia, ze A
jest deterministyczny, czyli, ze ma dokfadnie jedno przejscie dla ustalonego stanu i litery.
Pokazemy, ze jego jezyk da sie rozpoznaé¢ pewnym monoidem skonczonym, co zakonczy
dowdd. Zawsze jak projektujemy taki monoid musimy sie zastanowi¢ co wtasciwie chcemy
wiedzie¢ o stowie, czego nam potrzeba. Wtedy monoid bedzie zbiorem wszystkich mozliwych
takich informacji, a stowo bedzie mapowane przez homomorfizm na odpowiednig wartos¢. Tutaj
zeby wiedzie¢ wszystko o stowie wystarczy wiedzie¢ co sie stanie jedli automat wejdzie do
niego z lewej (lub z prawej) w danym stanie - czy wyjdzie z lewej lub z prawej, zaakceptuje lub
sie zapetli. A wiec dla stowa w zdefiniujmy funkcje, ktéra mowi, ze jesli zaczynamy w stowie na
pierwszej pozycji z lewej/prawej w danym stanie, to jakie bedzie mozliwe wyniki: wyjscie z
lewej/prawej w danym stanie, akceptacja, zapetlenie sie w srodku. Czyli f_w: Q x {L, P} -> Q x
{L, P} \cup {akc, petla}. Takie funkcje mozna mnozy¢ tak, zeby wyszedt homomorfizm,

bo da sie odtworzy¢ co funkcja robi na stowie uv, gdy wiemy co robi na u i co robi na v. A wiec
monoid to (funkcje, operacja na nich). Funkcje akceptujgce to te, dla ktérych jak zaczynamy na
pierwszej pozycji z lewej w stanie poczatkowym, to zaakceptujemy. A wiec pokazalidémy, ze
deterministyczne automaty dwukierunkowe akceptujg tylko jezyki regularne. Analogicznie
mozna zrobi¢ dla niedeterministycznych, tylko, ze trzeba pamietac relacje, czyli wszystkie
mozliwe przejscia. Wtedy zbiér akceptujgcy to taki, ze istnieje zaczecie ze zbioru standéw
poczatkowych takie, ze to doprowadzi do akceptacji.

c.n.d.

Problemy otwarte dotyczace automatéw dwukierunkowych
Jak duzy jest wzrost gdy przeksztatcamy automat niedeterministyczny (1 lub 2 kierunkowy)
na automat deterministyczny 2 kierunkowy?

Gramatyki bezkontekstowe

Zaczynamy teraz drugi duzy dziat na tym przedmiocie, dotyczacy jezykow bezkontekstowych.
Moga by¢ one opisywane albo przez gramatyki bezkontekstowe albo przez automaty ze
stosem. Zaczniemy od gramatyk bezkontekstowych, bo one sg prostsze do zrozumienia.

Jezyki bezkontekstowe to wieksza klasa niz regularne. Okaze sie, ze kazdy jezyk regularny jest
bezkontekstowy, ale pewne jezyki bezkontekstowe nie sg regularne.



Zaczniemy od przyktadu, palindromy nad dowolnym skohczonym alfabetem (np. {a, b}) sa
jezykiem bezkontekstowym. Gramatyka dla nich to:

P -> aPa
P -> bPb
P->a
P->b
P ->eps

Idea jest taka, ze zaczynamy od symbolu P, a potem aplikujemy reguty. Jezyk to zbiér rzeczy,
ktére mozemy dostac¢. Np. mozemy uzyskaé stowo abbba w nastepujgcy sposob:

P -> aPa -> abPba -> abbba

Definicja

Teraz formalna definicja. Gramatyka (T, N, S, delta) sktada sie ze:

zbioru terminali T (symboli kohcowych, czyli literek)

zbioru nieterminali N (symboli pomocniczych, czasem mowimy zmiennych, duzych liter)
symbolu startowego S \in N

zbioru produkciji delta \subseteq N x (N \cup T)*

Powiedziec€ co jest czym w gramatyce powyzej i ze tam byt tylko jeden nieterminal, ale w
ogoélnosci moze by¢ wiecej.

Produkcje (czasem méwimy reguty, albo tez moze inaczej) zapisujemy czesto jako X --> alpha
zamiast (X, alpha) \in delta. Reguty rozszerzamy tez do relacji na ciggach nieterminali,
tzn. np. gdy X — alpha, to piszemy réwniez beta X gamma — beta alpha gamma.

Wyprowadzenie (derywacja) to cigg

alpha_0 — ... — alpha_n

taki, ze alpha_i — alpha_{i+1}, alpha_0 = S oraz alpha_n\in T*.

Wéwczas méwimy, ze alpha_n da sie wyprowadzi¢ w gramatyce G.

Jezyk L(G) gramatyki G to zbidr wszystkich stow, ktére dadzg sie wyprowadzi¢ w gramatyce G.

Czasem wyprowadzeniem nazywamy tez wyprowadzenie bez zatozen alpha_0 = Si alpha_n\in
T*, nie bedziemy wprowadza¢ dodatkowych definiciji.

Przyktady
- a™nbM: P — aPb | eps
- {w | #a(w) = #b(w)}: P — aPb | bPa | PP | eps
(tu dowdd potrzebny - robimy wykres #a(w) - #b(w), patrzymy gdzie przecina 0)
- wyrazenia nawiasowe P— PP|(P)|eps
- a™n b”k, n\neq k P—-A|B,A—aA|aR,B—Bb|Rb,R— aRb|eps

- wyrazenia arytmetyczne W-oW+W[W*W]|W)|O0]|1



- palindromy dtugosci
podzielnej przez 3 X0—-aXla|bX1b|eps, X1 ->aX2a|bX2b|a]|b,
X2—-aX0a|bX0b

Bezkontekstowe vs regularne

Fakt
Kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy

Dowadd

Najpierw przyktad. Wezmy automat rozpoznajacy (ab)*c(b+c)*. Ma 3 stany, nie liczgc Smietnika,
bo go tu nie potrzebujemy: q0, q1, g2, stan q0 poczatkowy, stan q2 akceptujgcy. Ma tranzycje
q0 --a— q1, q1--b— q0, q0 --c— g2, 92 --b— g2, 92 --c— g2.

Robimy gramatyke. Terminale {a, b, c}, nieterminale: X0, X1, X2. Poczgtkowy nieterminal X0.
Produkcje:
X0 — a X1
X1 — b X0
X0 — ¢ X2
X2 - b X2
X2 — ¢ X2

X2 — eps
Te wczesniejsze odpowiadajg tranzycjom automatu, ta pdzniejsza faktowi, ze g2 jest
akceptujacy.

Zobaczmy jak wyprowadzi¢ abcbb.
X0—-aX1—-abX0—-abcX2—-oabcbX2—-abcbbX2—-abcbb
Widac¢, ze to odpowiada biegowi automatu.

W ogdlnoéci dla automatu (Q, Sigma, q0, F, delta) robimy

terminale = Sigma, nieterminale = X_q, q \in Q (albo Q, ale to by sie mylito), nieterminal
poczatkowy to X_q0, dla kazdej tranzycji p --a— q robimy produkcje X_p — a X_q oraz
dla kazdego stanu koncowego p robimy produkcje X _p — eps.

c.n.d.

Drzewa wyprowadzen
Przyktady:
- dlagramatyki X - aXb|b Xa| X X| eps oraz stowa aababbba
- dla gramatyki palindroméw dtugosci podzielnej przez 3 oraz stowa abbaaabba



Pytania:
czy dla kazdej derywacji istnieje odpowiadajgce drzewo derywac;ji? (TAK)
czy dokfadnie jedno? (TAK)
czy dla kazdego drzewa derywaciji istnieje odpowiadajgca derywacja? (TAK)
- czy doktadnie jedna? (NIE)
Ale mozna dla kazdego drzewa derywacji wyszczegolni¢ jedng derywacje, tzw. lewostronng
derywacje. To odpowiada stosowaniu zawsze reguty dla najbardziej lewego nieterminala.

Wyktad 7

Lemat o pompowaniu

Podobnie jak przy lemacie o pompowaniu dla jezykdéw regularnych tatwiej jest tu zapamietac
dowdd niz sformutowanie. Ja np. nie pamigtam sformutowania, tylko wyprowadzam je
pamietajgc idee dowodu.

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje taka stata N, ze dla kazdego stowa w \in L
dtugosci co najmniej N istnieje podziat w = x s y t z taki, ze:

- st\neqeps

- |syt|\leg N

- dla kazdego i zachodzi x sty thi z\in L

Dowadd

Ustalmy gramatyke bezkontekstowg G takg, ze L = L(G). Niech n to liczba nieterminali w
gramatyce i niech k to maksymalna liczba symboli po prawej stronie produkciji.

Zauwazmy, ze jesli mamy drzewo wyprowadzenia o gtebokosci nie wiekszej niz n, to stowo z
niego wyprowadzone ma dtugos¢ co najwyzej n*k. Ustalmy N = nMk+1} + 1. Niech w\in L takie,
ze |w| >= N. Wéwczas drzewo wyprowadzenia dla w na gtebokosé co najmniej n+2, czyli jest
pewna sciezka, ktéra ma dtugos$¢ co najmniej n+2. Na tej sciezce jest wiec co najmniej n+1
nieterminali, czyli ktéry$ powtarza sie co najmniej 2 razy. Niech bedzie to X, pod nim jest drugi
X. A wiec mamy wyprowadzenie X — s X t na st \neq eps. Tu narysowac ogdlng sytuacje. Jak
wstawimy (lub usuniemy) takie drzewo wyprowadzenia do tego co mamy to dostaniemy x sti 'y
thi z \in L. Dodatkowo mozemy wzigé najnizszg takg pare, wtedy dostaniemy |syt| <= nMk+1},
czyli |syt| <= N.

c.n.d.

Ten lemat o pompowaniu, podobnie jak lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych nie
zawsze dziata. Z tego co wiem, to nie tadnego warunku, ktory zawsze dziata. Ale sg lepsze
lematy niz lemat o pompowaniu, dziatajgce na podobnej zasadzie. Zrobimy taki jeden, lemat
Ogdena. Tam po prostu pompuje sie uwaznie;j.

Lemat Ogdena
Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje taka stata N, ze dla kazdego stowa w\in L z co
najmniej N zaznaczonymi pozycjami istnieje podziat w = x s y t z taki, ze:



st na przynajmniej jedng zaznaczong pozycje
syt ma mniej niz N zaznaczonych pozycji
dla kazdego i zachodzi x s?i y thi z\in L

Dowadd jest w zasadzie taki sam. Patrzymy na Sciezki idgce od zaznaczonych pozycji do
korzenia i drzewo stworzone przez te sciezki, wierzchotki drzewa dajemy tam, gdzie schodzg
sie $ciezki. To drzewo ma stopien co najwyzej k, wiec dla odpowiednio duzego N, tak jak dla
zwyktego lematu o pompowaniu, istnieje pewna sciezka na ktérej powtarza sie symbol. Tam
pompujemy, tak jak wczes$niej.

Zauwazmy, ze dla wszystkich pozycji zaznaczonych lemat Ogdena jest rownowazny lematowi o
pompowaniu.

Przyktady

1.

Rozwazmy jezyk L = {a"n b*n c*n | n\in N}. Wezmy stalg K z lematu. Rozwazmy a*K
b*K c”K. Ani s ani t nie moze zachodzi¢ na obszary z réznych liter. Zatem s i t zawierajg
takie same litery. Zatem x s"2 y t*2 z bedzie zawiera¢ wiecej niektérych liter (bo
zwiekszymy liczbe tylko co najwyzej dwoch liter).

2. Rozwazmy jezyk L = {a”i b7 c*k dM | j =k =1lub i = 0}. Lemat 0 pompowaniu nie dziata,
bo zawsze moze sie okazac, ze pompujemy litery a - i wtedy jest to nieszkodliwe, stowo
nadal jest w jezyku. Ale z lematu Ogdena da sie to zrobi¢. Zaznaczamy wszystko oprocz
liter a i wtedy jest ok, tak samo jak w przykfadzie pierwszym robimy.

Jednoznacznosé

Pytanie na ile wyprowadzenia sg unikalne dla stowa.
Mozna to pytania zadan na réznych poziomach:

jedno wyprowadzenie dla kazdego stowa (fatwo pokazac, ze nie zawsze jest)

X — XX — abX — abab, X — XX — Xab — abab

no ale te wyprowadzenia odpowiadajg jednemu drzewu derywaciji, moze prawdg jest, ze
zawsze jest jedno drzewo derywacji w danej gramatyce (tatwo pokazac, ze nie zawsze
jest)

X—aX|Xa|eps,X—>aX—aorazX - Xa—a

no dobrze, ale widag¢, ze tu jest inna gramatyka, ktéra bytaby jednoznaczna: X — aX |
eps. Dla kazdego jezyka bezkontekstowego jest gramatyka, ktéra nie jest jednoznaczna,
wystarczy z nieterminala X zrobi¢ dwie wersje: X1 oraz X2. Ale ciekawym pytaniem jest:
czy dla kazdego jezyka bezkontekstowego jest pewna gramatyka, ze tam jest dla
kazdego stowa jedno drzewo derywaciji. Pytanie: czy zawsze istnieje taka gramatyka?
Odpowiedz brzmi: NIE. Przyktad jezyka to {a"i b"n c*n} \cup {a”n b”n c?i}. Stowo a*n
bAn c*n powinno mie¢ zawsze dwie derywacje. Bez dowodu.

Postacie normalne
Okazuje sie, ze kazdg gramatyke mozna sprowadzi¢ do postaci, ktére sg prostsze w obstudze.
Najbardziej znang takg postacig jest posta¢ normalna Chomsky’ego.



Gramatyka bezkontekstowa jest w postaci normalnej Chomsky’ego gdy wystepujg tam tylko
reguty nastepujacej postaci:

X —Y Z, gdzie Y i Z to nieterminale

X — a, gdzie a to terminal

S — eps

Fakt

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje gramatyka bezkontekstowa w postaci
Chomsky’ego G taka, ze L(G) = L.

Dowadd

Jesli eps \in L, to dodajemy regute S — eps. Bedziemy teraz starali sie zdefiniowa¢ gramatyke
dla jezyka L \setminus {eps}, czyli zaktadamy, ze eps nie nalezy do L.

Bedziemy po kolei przeksztatca¢ naszg pierwotng gramatyke, tak, by na koncu zostaty jedynie
reguty postaci X —» Y Z, X — a oraz X — eps.

Krok 1. Najpierw dla kazdego terminala a wprowadzamy specjalny nieterminal A i dodajemy
regute A — a. Nastepnie kazde wystgpienie litery a po prawej stronie (oprécz tej wtasnie reguty)
zastepujemy przez A. Po tym ruchu wszystkie reguty sg albo postaci X — eps, X — a albo
postaci X — Y1 ... Yk. Problem polega na tym, ze wcigz moze by¢ k=1 lub k > 2.

Krok 2. Eliminacja regut postaci X — eps.

Patrzymy z ktérych zmiennych mozemy wyprodukowac stowo puste, niech bedzie to zbiér P.
Nastepnie dla kazdej reguty X — alpha dodajemy reguty postaci X — beta dla kazdego
niepustego beta, ktore powstato z alpha poprzez niektérych zmiennych ze zbioru P. Nastepnie
kasujemy wszystkie reguty X — eps. Nie zmieniliSmy przez to jezyka, to po prostu robimy takg
derywacje, ze nigdy nie produkujemy zmiennych, ktére miatyby potem wyprodukowaé stowo
puste.

Krok 3. Eliminacja regut postaci X — Y.

Patrzymy ktore zmienne moga przejs¢ na ktore ciggiem takich krokow.

Jeslimamy Y1 —» Y2 — ... — Yk, to moéwimy, ze Y1 moze przejs¢ na Yk.

Dla kazdej pary (X, Y) takiej, ze X moze przejs¢é na Y oraz dla kazdej reguty Y — alpha
dodajemy réwniez regute X — alpha. Wida¢, ze to nie zwieksza mocy. Nastepnie eliminujemy
wszystkie przejscia X — Y. To nie zmienia jezyka, to dla kazdej derywacji w starej formie, ktora
uzywataby Y1 — .... — Yk — alpha robimy od razu Y1 — alpha.

Krok 3. Eliminacja regut postaci X — Y1 ... Yk dla k > 2.

Dla kazdej reguty X — Y1 ... Yk dla k > 2 robimy nowe zmienne Z1, ..., Z(k-2) i regute

X — Y1 Z1, dla kazdego i < k-2 regute Zi — Y(i+1) Z(i+1) oraz regute Z(k-2) — Y(k-1) Yk.
Potem usuwamy oryginalng regute X — Y1 ... Yk.

c.n.d.



Posta¢ normalna Greibach (bez dowodu)

Mozna tez kazdg gramatyke G takg, ze L(G) nie zawiera stowa pustego zamieni¢ na gramatyke
z regutami tylko postaci:

X—a¥Y1..Ykdlak>=0.

Nie podajemy dowodu, jest troche techniczny.

Automaty ze stosem

Najpierw przyktad: dla palindroméw
Tranzycje to:

(q, S) --a— (q, AS)

(9, S) --b— (g, BS)

(9, X) — (p, X), X dowolne

(p, A) --a— (p, eps)

(p, B) --b— (p, eps)

(p, S)— (f, S)

Stan q jest poczgtkowy, a f akceptujgcy. Startujemy z konfiguraciji (q, S).

Automat (niedeterministyczny) ze stosem A = (Sigma, Q, q0, F, Gamma, s0, delta) sktada sie z:

- skonczonego alfabetu Sigma

- zbioru stanéw Q

- stanu poczatkowego g0 \in Q

- zbioru stanéw koncowych F \subseteq Q

- alfabetu stosowego Gamma (zbioru symboli, ktére mogg pojawiac sie na stosie)

- symbolu poczatkowego s0 \in Gamma

- zbioru tranzycji delta \subseteq Q x Gamma x (Sigma \cup eps) x Q x Gamma*
Konfiguracja automatu ze stosem to stan z Q oraz cigg symboli stosowych z Gamma*.
Automat startuje w konfiguracji (q, s0). Nastepnie zmienia stan i czubek stosu wedle tranzycji.
Konczy w konfiguracji (f, alpha) o ile f\in F, alpha moze by¢ dowolna.
Interpretacja tranzyciji (q, A, a, q’, alpha) jest nastepujgca: w stanie q, o ile na czubku stosu jest
symbol stosowy A, to mozemy wczytac z wejscia litere a, zmieni¢ stan na gq', a na stosie zamiast
A umiesci¢ cigg symboli stosowych alpha. Bedziemy te tranzycje zapisywac jako
(g, A) --a— (q’, alpha). Jesli c0 --a1— c1 ... ¢(n-1) --an— cn, to piszemy c0 --w— cn dla w =
al...an. Jesli (q, s0) --w— (f, alpha) dla pewnego f\in F, to méwimy, ze A akceptuje w.
Jezyk automatu, L(A), to zbior wszystkich stow w, ktére A akceptuje.



Wykiad 8

Przyktad

Robimy automat dla jezyka palindroméw nad {a, b} o dlugosci podzielnej przez 3.
Sigma = {a, b}

Q ={p0, p1, p2, 90, 91, 92}

poczatkowy - p0

F ={q0}

Gamma = {P, A, B}

s0O=P

Idea jest taka, ze w stanach p_i bedziemy w pierwszej potowie stowa, a w q_i w drugiej.
Dodatkowo indeks liczy modulo 3. Czubek stosu jest z lewej.

Tranzycje to:

(p_i, X) --a— (p_j, AX) oiile j = i+1 mod 3, X\in {A, B, P}

(p_i, X) --b— (p_j, BX) o ile j = i+1 mod 3, X \in {A, B, P}

(p_i, X) --x— (q_j, X) oile j =i+1 mod 3, x\in {a, b}, X\in {A, B, P}
(p_i, X) --eps— (q_i, X) oile X\in {A, B, P}

(q_i, A) -a— (q_j, eps)oilej=i+1 mod 3
(q_i, B) -b—(q_j, eps) oilej=i+1 mod 3

(q_0, P) --eps— (f, eps)

Przyktadowy bieg:

(pO, P) --a— (p1, AP) --b— (p2, BAP) --b— (p0, BBAP) — (q0, BBAP) --b— (g1, BAP) --b— (g2,
AP) --a— (q0, P) — (f, eps)

Zatem abbbba nalezy do jezyka.

Zauwazmy, ze nasz automat ma kilka wtasnosci:
- kazda tranzycja albo wrzuca jeden symbol na stos (push) albo zdejmuje ze stosu (pop),
- jest tylko jeden stan koncowy
- kazde obliczenie akceptujgce kohczy sie usunieciem symbolu poczatkowego i
zaakceptowaniu pustym stosem
- symbol poczatkowy sO nigdy nie jest wrzucany na stos, a zawsze jest usuwany tuz przed
zaakceptowaniem

Jest to ogdlniejszy fakt. Kazdy jezyk akceptowany przez pewien automat mozna zaakceptowac
takim wiasnie automatem.

Warianty automatoéw ze stosem



Tw.

Dla kazdego automatu ze stosem A istnieje automat ze stosem A’ taki, ze L(A) = L(A’) oraz
dodatkowo A’ spetnia warunki:

kazda tranzycja jest albo typu pop albo typu push

jest tylko jeden stan koncowy

kazde obliczenie akceptujgce akceptuje pustym stosem

symbol poczatkowy nigdy nie moze by¢ wrzucony na stos (nie ma takiej tranzycji) i
zawsze jest usuwany tuz przed akceptacjg

Uwaga: zauwazmy, ze w takim razie automat A’ akceptuje wtw. gdy jest stos jest pusty. Mozna
zatem zmieni¢ jego warunek akceptacji mowigc, ze akceptuje, gdy stos jest pusty. Bedziemy
wiec od tej pory mogli rozwaza¢ dwa alternatywne warunki akceptacji:

- przez stan

- przez pusty stos
Zobaczmy, ze akceptacja przez pusty stos nie jest mocniejsza, bo mozemy dla kazdego
automatu, ktéry akceptuje przez pusty stos wrzuci¢ cos$ na dot i jak to zobaczymy na dole to
przejs¢ do specjalnego stanu akceptujgcego (nowego).
Mozna by teoretycznie rozwazac tez warunek przez stan oraz pusty stos, ale to nie jest wcale
wygodniejsze.

Dowdd (twierdzenia)
Dodajemy nowy stan poczgtkowy q0 i symbol poczgtkowy PO, robimy tez tranzycje (q0, PO) —
(q0’, PO’ P0), gdzie q0’ to stary stan poczatkowy, a PO’ to stary symbol poczgtkowy.
Robimy tez nowy stany koncowy f i normalny q oraz tranzycje

(f, X) — (g, X) dla kazdego starego stanu akceptujgcego f’ i zmiennej X

(g, X) — (q, eps) dla kazdej zmiennej X r6znej od PO

(9, PO) — (f, eps)
One pozwalajg na oproznienie stosu przed akceptacja.
Teraz pozostaje jedynie pokazaé, ze wystarczy ograniczy¢ sie do tranzycji typu push i pop.
Wezmy tranzycje (p, X) --a— (q, Yk ... Y1). Jesli k = 0, to jest typu pop, w innym wypadku
bedziemy jg przerabia¢. Dodajemy nowe stany r1, ..., rk oraz tranzycje:

(p, X) --a— (r1, eps)

(r1,Y) — (r2, Y1Y) dla dowolnego Y

(r_i, Y_{i-1}) —> (r_{i+1}, Y_iY {i-1})dlai<k

(r k,Y {k-1}) = (9, Y_kY_{k-1})
Przerobilismy wiec dowolng tranzycje na serie popow (jednego) i pushy. Stany r1, ..., rk musza
by¢ rézne dla réznych tranzyciji.
c.n.d.

Réwnowaznos¢ automatow ze stosem i gramatyk
Pokazemy teraz, ze automaty ze stosem i gramatyki akceptujg te same jezyki.



Tw.
Jezyk L jest rozpoznawany przez pewng gramatyke bezkontekstowg wtw. jest akceptowany
przez pewien automat ze stosem.

Dowaod

Najpierw pokazemy implikacje “=>", ktéra jest tatwiejsza. Niech L bedzie rozpoznawany przez
pewng gramatyke bezkontekstowg G. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze G jest w postaci
normalnej Chomsky’ego. Czyli ma reguty postaci S — eps (potencjalnie), X — a, X —» YZ.
Robimy wiec automat ze stosem A taki, ze L(A) = L, bedziemy zaktadac, ze akceptuje

on przez pusty stos.

Stan jest jeden: Q = {q}. Jest on zaréwno poczatkowy jak i akceptujgcy.

Symbol poczatkowy to S. Tranzycje sg nastepujgce. Po pierwsze mamy tranzycje (q, S) — (q,
eps), o ile taka jest w gramatyce. Po drugie dla kazdej reguty X — a mamy tranzycje (q, X) --a—
(9, eps).

Po trzecie dla kazdej reguty X — Y Z mamy tranzycje (q, X) — (g, YZ). Wida¢, ze jezyk jest taki
sam.

Teraz pokazemy trudniejszg implikacje “<=". Niech L bedzie rozpoznawany przez pewien
automat ze stosem (Sigma, Q, q0, F, Gamma, s0, delta) akceptujgcy przez pusty stos.
Zaprojektujemy gramatyke, ktéra bedzie rozpoznawata ten sam jezyk. Zbiér nieterminali to

X A{p, q}*s | p, g \in Q, s \in Gamma} oraz specjalny symbol S. Idea jest taka, ze jezyk L(X_{p,
g}'s) bedzie rowny

{w|(p, s) -w— (q, eps)}.

Zbiér terminali to oczywiscie Sigma. Natomiast nieterminal poczatkowy to S, dla ktérego mamy
reguty: S — X {q0, f}*s0 dla kazdego f\in F. Oprécz tego mamy nastepujgce reguty.

Dla kazdej tranzycji pop (p, Y) --a— (q, eps) robimy produkcje X {p,q}Y — a. Natomiast

dla kazdej tranzyciji (p, Y) --a— (q, ZY) robimy produkcje X_{p,r}*Y — a X _{q,s}*Z X_{s,r}Y
dla dowolnych standéw r, s. Wystarczy zobaczy¢, ze ta gramatyka rzeczywiscie generuje jezyk L.

Zauwazmy najpierw, ze wszystko z jezyka moze by¢ rzeczywiscie wygenerowane przez
gramatyke. Patrzymy na bieg i aplikujemy odpowiednig tranzycje (na rysunku tatwiej zobaczy¢).
Z drugiej strony niech jakies stowo bedzie wygenerowane przez gramatyke. Zobaczmy na
drzewo derywacji tego stowa w gramatyce. Patrzgc na to drzewo od dotu budujemy kawalki
biegdw, ktdre sie dobrze skfadajg. W korzeniu dostajemy bieg automatu ze stosem taki jak
powinien byc¢.

c.n.d.

Wiasnosci domkniecia

Zobaczymy jakie sg wtasnosci domkniecia jezykow bezkontekstowych.

Po pierwsze sg one zamkniete na sume. Niech L1 =L(G1) i L2 = L(G2). Latwo mozemy zrobi¢
G taka, ze L(G) = L1 \cup L2. Po prostu robimy S — S1, S — S2, a reszte tak jak w
gramatykach G1i G2.



Po drugie nie sg one zamkniete na przeciecie. Latwo pokazaé, ze {a*n b*n c*k | n, k \in N}
oraz {a*k b*n ¢c*n | n, k \in N} sg bezkontekstowe. Natomiast ich przeciecie to {a*n b*n c*n | n
\in N} co jak wiemy nie jest bezkontekstowe. Z tego wynika tez, ze jezyki bezkontekstowe nie sg
zamkniete na dopetnienie.

Warto natomiast zauwazy¢, ze jezyki bezkontekstowe sg zamkniete na przeciecie z jezykami
regularnymi. Po prostu robimy produkt automatu ze stosem rozpoznajgcego dany jezyk
bezkontekstowy z automatem skohczonym rozpoznajgcym dany jezyk regularny. Jako wynik
dostajemy znéw automat ze stosem.

Deterministyczne automaty ze stosem

Dla automatéw skonczonych automaty deterministyczne i niedeterministyczne definiujg te samg
klase. Pytanie do sali: czy dla automatow ze stosem bedzie tak samo? Nie, nie bedzie tak
samo. Trzeba najpierw powiedzie¢ doktadnie co to znaczy, ze automat ze stosem jest
deterministyczny. Bo teraz mamy tez epsilony, musimy powiedzie¢ co znaczy determinizm przy
ich obecnosci. Mowimy, ze automat jest deterministyczny jesli z danej konfiguraciji albo da sie
wyjs¢ epsilonem, ale niczym innym albo da sie wyjs$¢ po kazdej literze na tylko jeden sposéb.

Okazuje sie w szczegolnosci, ze deterministyczne automaty ze stosem sg zamkniete na
dopetnienie.

Tw.
Jesli L jest rozpoznawalny przez deterministyczny automat bezkontekstowy, to dopetnienie L
tez.

Dowadd (idea)
Gdyby nie byto epsilonéw to tatwo - po prostu zmieniamy stany akceptujgce na nieakceptujgce.
Tu musimy troche popracowac z epsilonami.

Najpierw modyfikujemy nasz automat tak, zeby spetniat 3 warunki:

- symbol poczatkowy nie jest nigdy zdejmowany ani wkfadany na stos

- zawsze jest przejscie albo po epsilonie albo po kazdej literze (i nic wiecej)

- zawsze da sie przeczyta¢ cate stowo (nie ma petli po epsilonie)
To sie da dos¢ tatwo zrobi¢ (dodajemy nowy symbol, dodajemy brakujgce przejscia, ktore nic
nie robig, wykrywamy petle po epsilonie). Teraz robimy automat dla dopetnienia. Robimy Q' = Q
x {0, 1, 2}. Druga wspétrzedna pamieta, czy dla danego stowa byt juz stan akceptujgcy, czy nie.
Wartos¢ 0 méwi, ze stanu akceptujgcego nie byto i nie bedzie (bo zamierzamy wiasnie
przeczytac litere), wartosc 1, ze byt stan akceptujgcy, a wartos¢ 2, ze nie bylto, ale czytamy
jeszcze epsilony. Dodajemy opcje przejscia z 2 do 0 jesli widzimy, ze nie da sie dalej iS¢
epsilonami. Stan poczatkowy to (q0, 2), a kohcowy to (f, 0). To akceptuje dopetnienie.
c.n.d.

Wiasnosci domkniecia dla deterministycznych jezykéw bezkontekstowych



Jak widzimy sg zamkniete na dopetnienie.

Nie sg tez zamkniete na przeciecie, bo {a’i b*i c”j} przeciete z {a’i b%j c"j} daje {a"i b%i ci},
ktére nie jest bezkontekstowe. Natomiast dwa poprzednie s3.

W zwigzku z tym nie sg tez zamkniete na sume, bo inaczej bylyby na przeciecie tez (bo na
dopetnienie s3).

Wykiad 9

Problemy decyzyjne
Co chcemy wiedzie¢ o danej klasie jezykow? Chcemy znac:
- rbézne sposoby definiowania (tu gramatyki i automaty ze stosem)
- kiedy jezyk jest w danej klasie (lemat o pompowaniu, konstruowania gramatyki lub
automatu)
- jakie sg wtasnosci domkniecia (znamy podstawowe)
- podstawowe problemy decyzyjne (teraz zrobimy)

Dla regularnych pytalismy podobnie, teraz zapytamy o:
- czy stowo w nalezy do jezyka L
- czyjezyk L pusty
- czy dwa jezyki Ki L sg rowne
- czy Kzawiera siew L

Dla pierwszego problemu pokazemy zaraz algorytm, tzn. algorytm CYK (Cocke, Younger,
Kasami), bedzie dziatat w O(n*3) (da sie szybciej, w czasie O(n*omega), gdzie jest to najlepszy
czas mnozenia dwoch macierzy).

Czy L jest pusty? Po prostu trzeba to sprawdzi¢ na gramatyce. Patrzymy ktére zmienne moga
wyprodukowac litere i patrzymy, czy poczgtkowy symbol moze przej$¢ na takg zmienng. W
czasie wielomianowym (by¢é moze liniowym).

Teraz okazuje sie, ze réwnos¢ dwoch jezykdw bezkontekstowych jest problemem
nierozstrzygalnym, czyli nie ma dla niego algorytmu. Tym bardziej zawieranie. Wrécimy do tego
przy okazji maszyn Turinga, bo wtedy bedziemy umieli precyzyjnie dowodzi¢ takie rzeczy.

Co ciekawe Senizergues w 1997 roku pokazat, dla dwdch jezykoéw akceptowanych przez
deterministyczne automaty ze stosem rownosc jest rozstrzygalna (istnieje algorytm). To miato
wiele stron (okoto 100 chyba). Teraz jest lepszy dowdd Petra Jancara (moze 2012 rok), okoto
15 stron, ale wcigz mocno skomplikowany. | nadal nie jest znana zadna rozsadna ztozonos$¢
podczas gdy nie jest wykluczone (z tego co wiem), ze problem jest rozwigzywalny w czasie
wielomianowym.

Algorytm CYK
Mamy dang gramatyke G oraz stowo w, chcemy sprawdzi¢, czy w nalezy do jezyka L(G).



Pomyst jest taki, zeby uzy¢ programowania dynamicznego i sprawdzaé dla coraz dtuzszych
infikséw stowa, czy ten infiks da sie wyprodukowac z danego terminala.

Zrobimy wiec tabele tréjwymiarowa TIi][jI[X], ktéra bedzie zawierata 1 o ile stowo w[i..j] nalezy
do L(X) (czyli da sie wyprodukowac¢ z nieterminala X), a 0 w przeciwnym przypadku.
Chcemy obliczyé T[1][n][S], gdzie n to dtugos¢ w, a S to symbol startowy.

Zaktadamy, ze G jest w postaci normalnej Chomsky’ego (jesli nie, to mozemy jg do takiej
przerobi¢). A wiec najpierw liczymy T[i][i][X]. To jest prawda o ile tylko mamy w gramatyce
produkcje X — a, gdzie a = w]i]. Potem liczymy TIi][jI[X] dla coraz wigkszych j-i.

Po prostu T[i][jI[X] jesli istnieje produkcja X — YZ oraz indeks k taki, ze i < k <= j oraz
Tlil[k-11[Y] = TIK][jI[Z] = 1. To sie da obliczy¢ w czasie O(j-i). A zatem caty algorytm dziata w
czasie O(|G| n"3), bo kazda z |G| n*2 komérek da sie wypetni¢ w czasie O(n).

Uwaga: da sie to zrobi¢ w czasie O(|G| n*omega), (moze razy polylog(n)) gdzie omega to
minimalna liczba t., ze mnozenie macierzy n x n da sie zrobi¢ w czasie n*omega. Widag¢, ze
liczenie TIi][jI[X] ma troche wspdlnego z mnozeniem macierzy.

Tw. Parikha

Twierdzenie Parikha to przydatny fakt o jezykach bezkontekstowych. Pokazuje intuicyjnie jakie
jezyki bezkontekstowe mozemy wygenerowac jesli nie interesuje nas kolejnos¢ liter, a jedynie to
ile ich byto. Bardzo tadny jest jego dowdd i robie je tu rowniez z tego powodu. Pokazuje, ze
zeby cos udowodnic¢ o jezykach bezkontekstowych warto patrzeé na drzewa derywacji
(podobnie jak to robilismy przy okazji lematu o pompowaniu) i jak to robic.

Najpierw kilka definicji. Niech Sigma = {a1, ..., ak}. Dla stowa w in Sigma* definiujemy jego
obraz Parikha, ktory jest wektorem w N*k: Pl(w) = (#a1(w), ..., #ak(w)). Pl do Parikh image. Ten
wektor po prostu mowi ile jest ktorych liter w stowie w. Obraz Parikha jezyka L to po prostu PI(L)
= {PI(w) | w in L}, czyli zbior wektoréw, ktére mozna uzyskaé stowami z jezyka.

Twierdzenie Parikha bedzie mowito jakie obrazy Parikha majg jezyki bezkontekstowe.

Zbiér S \subseteq N~k jest liniowy jesli jest postaci {b + n1 v1 + ... + nd vd | ni in N}, gdzie b,
v1, ..., vd in N*k. Zbiér S \subseteq N”k jest semiliniowy jesli jest skonczong sumg zbioréw
liniowych. Przykfady to:

- {(0,0) + n(1,1) | nin N} - przekatna

- {(0,0) + n(1,2) + m(2,1) | n, m in N} - skrzywiona krata

- {(10,10) + n(5,0) + m(0,5) + k(3,3) | n, m, k in N} - to jest taki dziwny zbior

- suma wszystkich powyzszych

Tw. Parikha
Obraz Parikha jezyka bezkontekstowego jest semiliniowy.

Przykfady:



{a®n b*n | nin N} ma obraz Parikha {n(1, 1) | nin N}

{w | #a(w) = #b(w)} ma taki sam obraz Parikha

{a"i b%j c*k | j = i+k} ma obraz Parikha {k(1, 1, 0) + n(0, 1, 1) | k, n'in N}
L(a*(bc)*(a+c)*) ma obraz Parikha {k(1, 0, 0) + n(0, 1, 1) + m(0, 0, 1) | k, n, min N}

b~

Uwaga: Jezyk, ktory nie jest bezkontekstowy tez moze miec¢ semiliniowy obraz Parikha,
np. {a*n b*n ¢c*n | nin N} oraz (abc)* majg ten sam obraz Parikha.

Dowdd

Zaktadamy, ze mamy gramatyke w postaci Chomsky’ego.

Niech pompa to (prawie) drzewo derywacji z korzeniem o symbolu X, wszystkimi liS¢mi z
terminalami, ale jednym lisciem z symbolem X. Jak mamy drzewo derywacji o0 symbolu X gdzies
w drzewie, to mozemy je takg pompa napompowaé. Podobnie mozemy pompowac pompy.
Alfabet ALF(p) pompy p to zbidér wszystkich nieterminali w pompie p. Pompa jest minimalna
jesli nie da sie jej uzyskac z mniejszej pompy o tym samym alfabecie przez napompowanie.
Podobnie drzewo jest minimalne jesli nie da sie go uzyskaé z mniejszego drzewa o tym samym
alfabecie nieterminali. Zauwazmy, ze kazde drzewo lub pompa minimalna ma gtebokos¢ nie
wiekszg niz n*2 (albo cos w tym stylu), bo wieksze drzewo mozna odpompowacé. A zatem jest
skonczenie wiele minimalnych drzew i minimalnych pomp. Teraz twierdze, Zze kazde drzewo
derywacji mozna uzyska¢ z minimalnego drzewa derywacji o tym samym alfabecie przez
pompowanie minimalnymi pompami (o nie wiekszym alfabecie nieterminali). To w zasadzie
widaé¢. Co wiecej jesli pompujemy drzewa minimalne minimalnymi pompami, to osiggamy
poprawne drzewo, kazda z pomp o alfabecie zawartym w S moze by¢ pompowana w
minimalnym drzewie o alfabecie S. A zatem drzewa = suma po minimalnych drzewach +
pompowanie minimalnymi pompami o nie wiekszych alfabetach. To daje natychmiast tw.
Parikha.

c.n.d.

Uwaga: kazdy semiliniowy zbior da sie uzyskac jako obraz Parikha jezyka bezkontekstwego, a
nawet regularnego. Wystarczy np. da¢ aab(abccc)*(aaacc)* + acc(ac)*(abbbb)*, aby uzyskaé
{1,2,0)+n(1,1, 3) +k(3,0,2)}cup {(1, 0, 2) + n(1, 0, 1) + k(1, 4, 0)}.

Wyktad 10

Przyktad zastosowania:
1. Czy jezyk {a™{2"n} | n in N} jest bezkontekstowy?
NIE, bo jego obraz Parikha nie jest semiliniowy. A dlaczego nie jest?
2. Czy jezyk {a"n bAn”"2} | nin N} jest bezkontekstowy?
NIE, z tego samego powodu.

Ciekawostka
Zbiory semiliniowe sg ciekawymi zbiorami. Po pierwsze sg zamkniete na operacje boolowskie:



sume, przeciecie, dopetnienie. Zamkniecie na sume jest oczywiste, ale na przeciecie i
dopetnienie dalece nie jest. Po drugie zbiory semiliniowe to te same, ktére sg opisywalne w tzw.
arytmetyce Presburgera, czyli logice pierwszego rzedu nad liczbami naturalnymi, gdzie mozemy
uzywac¢ dodawania. Przykladowa formuta: phi(x, y, z) := (x+z = y) opisuje zbior semiliniowy z
przyktadu 3. Ten wynik tez nie jest oczywisty, chociaz oba powyzsze wyniki dadzg sie zrobi¢ na
kilku stronach.

Maszyny Turinga

Zaczynamy teraz trzeci dziat na tym przedmiocie: maszyny Turinga.

Pytanie: co to jest mechaniczny proces? Maszyna Turinga to po prostu jeden z réwnowaznych
modeli obliczeniowych, ktérymi jestesmy w stanie zamodelowa¢ kazde mozliwe obliczenie. Tak
sie zlozyto, ze teraz na catym swiecie uzywa sie maszyn Turinga wiasnie, ale jest wiele
rownowaznych modeli. Zdefiniowat jg tak Alan Turing (1912-1954) w roku 1936.

Jest wiele roznych, niewiele sie réznigcych wersji maszyn Turinga, my teraz zajmiemy sie
jednym konkretnym. Maszyna Turinga to taki bardziej skomplikowany automat dwukierunkowy.
Tyle, ze automat dwukierunkowy mégt chodzi¢ tylko po stowie (w lewo, w prawie i nie ruszac
sie) i dodatkowo nic nie mogt pisacé, a tylko czytat i w zaleznosci od tego robit ruchy.

Natomiast maszyna Turinga bedzie chodzita po tadmie, ktéra jest nieskohczona w obie strony.
Na poczatku jest na niej napisane stowo wejsciowe i maszyna zaczyna na lewym jego koncu.
Dodatkowo maszyna moze nie tylko czytac, ale tez pisac.

Miejsca, ktdre nie sg zapisane literami stowa wejsciowego w zapetnione sg tzw. blankami, czyli
specjalnymi literami oznaczajgcymi puste, nieodwiedzone miejsce. Maszyna ma tez swaj stan.
W kazdym ruchu maszyna patrzy na swaj stan i litere napisanym na polu, na ktérym stoi. W
zaleznosci od tego zmienia stan, zapisuje na miejscu, na ktérym stoi jaka$ litere (potencjalnie
inng niz byta) i idzie w ktéryms kierunku (lewo, prawo, stoi). Niektore stany sg akceptujace, a
inne odrzucajgce. Jesli maszyna wejdzie w taki stan, to akceptuje/odrzuca stowo wejsciowe.

Formalnie, niedeterministyczna maszyna Turinga skfada sie z:
- alfabetu wejsciowego Sigma
- zbioru stanoéw Q
- stanu poczatkowego q0
- zbioru stanéw akceptujgcych F
- zbioru stanéw odrzucajgcych R
- alfabetu tasmowego Gamma, Sigma \subseteq Gamma
- symbolu B (blank) nalezgcego do Gamma \setminus Sigma
- relacji przejscia: delta \subseteq Q x Gamma x Q x Gamma x {-1, 0, 1}

Konfiguracja maszyny jest postaci w q w’, gdzie w to stowo przed gtowicg, q to stan, aw’ to
stowo zaczynajgce sie na komorce, na ktérej jest glowica. Ignorujemy blanki (mozemy zatozy¢,
ze maszyna nigdy nie pisze blankow).

Konfiguracja poczatkowa maszyny to q0 w, czyli glowica maszyny stoi na pierwszej literze w, a
stan to q0.



Tranzycja (g1, a1, g2, a2, k) oznacza: jesli jestes w stanie q1 i widzisz pod gtowicg a1, to zmien
stan na g2, zapisz pod gtowicg a2 i przesuh gtowice o k komorek w prawo.

Bieg maszyny moze sie zakonczy¢ (akceptujgc stowo badz odrzucajgc), albo nie zakonczyé.
Zauwazmy, ze sg rozne sposoby jak moze sie nie zakonczyé: moze wpasé w cykl, ale moze tez
np. caty czas w prawie, albo tez inaczej. Ale to dla nas nie gra specjalnej roli. Moze tez by¢ tak,
ze w pewnym staniu nie ma ruchu po pewnej literze, wtedy bieg jest odrzucany (ale staramy sie
robi¢ maszyny tak, zeby tak sie nie dziato, wtedy po prostu przekierowujemy do stanu
odrzucajgcego).

Stowo jest akceptowane jesli istnieje chociaz jeden bieg akceptujgcy (w szczegdlnosci mogg
by¢ tez inne biegi odrzucajgce). Jezyk maszyny Turinga to zbidr stéw akceptowanych. Maszyna
jest deterministyczna jesli relacja przejscia jest funkcjg z (Q x Gamma) w (Q x Gamma x {-1, 0,
1}). Mowimy, ze maszyna deterministyczna jest totalna jesli zatrzymuje sie (wchodzi do stanu z
F cup R) dla kazdego wejscia.

Tasma jest nieskonczona, jednak w kazdej chwili uzywana jest jedynie jej skonczony kawatek.
Wiec nieskonczonej tasmy nie nalezy traktowaé jako nieskonczonej pamieci, a raczej jako
dowolnie duzg pamieg¢, co juz jest rozsadnym zatozeniem w rzeczywistym swiecie (przy
modelowaniu). Maszyny Turinga bedg stuzyty za formalny model wszelkich mozliwych obliczen.
Za jej pomocg mozna symulowac¢ kazdy mozliwy algorytm, ale tego nie wida¢ od razu.

Przykiady

Spojrzmy na nastepujacy przyktad maszyny. Bedzie ona rozpoznawac jezyk palindroméw nad
{a, b}. Idea jest tak, ze sprawdzi pierwszg litere, zapamieta jg w stanie i zamaze jg #, pdjdzie na
koniec i sprawdzi, czy ostatnia litera jest taka sama. Jesli tak, to zamaze jg $ i pojdzie na
poczatek, gdzie powtérzy to samo.

Sigma = {a, b}

Stany to: Q ={q0, qa, gb, ta, tb, p, ok, Zle}

g0 - poczatkowy, ok - akceptujacy, zle - odrzucajgcy

Alfabet tasmowy Gamma = {a, b, B, #, $}, # bedzie stuzy¢ do zamazywania poczatku, a $ kornca
(datoby sie to obstuzy¢ jednym symbolem, ale jest jasniej co sie dzieje).

Tranzycje:

qo, a, qa, #, +1), (q0, b, gb, #, +1), (q0, B/$, ok, B/$, 0)
ga, a/b, ga, a/b, +1), (qa, B/$, ta, B/$, -1)

gb, a/b, gb, a/b, +1), (gb, B/$, tb, B/$, -1)

ta, a, p, $, -1), (ta, b, Zle, b, 0), (ta, #, ok, #, 0)

to, b, p, $, -1), (tb, a, Zle, a, 0), (tb, #, ok, #, 0)

(
(
(
(
(
(p, a/b, p, alb, -1), (p, #, q0, #, +1)



Teraz inny przyktad, pokazujgcy, ze maszyny Turinga moga robié tez bardziej skomplikowane
rzeczy. Bedzie ona rozpoznawac jezyk {ww | w in Sigma*}.

Idea jest taka, ze sprawdzi pierwszg litere, zapamieta jg w stanie i zamaze jg #, pojdzie w prawo
i zgadnie w pewnym momencie, ze tu jest poczatek drugiej potéwki. Sprawdzi, czy litera sie
zgadza. Jesli tak, to zamaze jg # i wrdci po pierwszej potdwki. Potem bedzie robita w kétko
podobne rzeczy sprawdzajgc, czy litery w pierwszej potdwki i z drugiej sg takie same. Jak sie
zorientuje, ze przeczytata wszystko i wszystko sie zgadzato, to zaakceptuje, jak nie, to odrzuci.

Stany to: Q ={q1, q1a, q1b, p, 92, q2a, g2b, ra, rb, r, s, ok, Zle}.
g1 - poczgtkowy, ok - akceptujacy, zle - odrzucajgcy

Tranzycje:

(a1, a, ql1a, #, +1), (91, b, g1b, #, +1), (91, B, ok, B, 0)
(q1a, a/b, gq1a, a/b, +1), (q1a, a, p, #, -1), (q1a, B, zle, B, 0)
(g1b, a/b, g1b, a/b, +1), (q1b, b, p, #, -1), (q1b, B, Zle, B, 0)
(p, a/b, p, alb, -1), (p, #, 92, #, +1)

(92, a, q2a, #, +1), (92, b, g2b, #, +1), (92, #, Zle, #, 0)
(g2a, a/b, g2a, a/b, +1), (q2a, #, ra, #, +1)

(g2b, a/b, g2b, a/b, +1), (q2b, #, rb, #, +1)

(ra, #, ra, #, +1), (ra, a, r, #, -1), (ra, b/B, Zle, b/B, 0)

(rb, #, rb, #, +1), (rb, b, r, #, -1), (rb, a/B, Zle, a/B, 0)

(r, #, 1, #,-1), (r, alb, p, a/b, -1), (r, B, s, B, +1)

(s, #, s, #, +1), (s, alb, Zle, a/b, 0), (s, B, ok, B, 0)

Wydaje sie, ze ta maszyna faktycznie akceptuje jezyk {ww | w in Sigma*}, ale moze gdzie$ by¢
btad, tatwo go zrobi¢ w opisie maszyny. Tutaj zrobilismy tak precyzyjny opis to po, zeby go raz
zobaczy¢. Zazwyczaj bedziemy po prostu méwié stowami co robi maszyna.

Maszyny wielotasmowe

Maszyny Turinga, jak sie okaze, opisujg wszystko co trzeba, ale jednak sg bardzo prostym
(niskopoziomowym) modelem obliczen. Jak wida¢ wyzej nawet akceptacja prostych jezykdw
(jak {ww | w in Sigma*}) wymaga dos¢ skomplikowanych maszyn. W zwigzku z tym rozwaza sie
nieraz ich uogdlnienia, przy pomocy ktorych nieco tatwiej opisa¢ rozne algorytmy. Rozwazymy
tutaj maszyny wielotasmowe, ktére bedg miaty te samg wyrazalnos$¢ co maszyny Turinga (czyli
beda akceptowaty te same jezyki), ale bedzie odrobineg tatwiej sie nimi postugiwadé.

Idea jest taka, ze maszyna wielotasmowa (nazywamy je wsadowymi) zamiast jednej taSmy ma
wiele tasm. Na kazdej tasmie jest jedna gtowica, natomiast stan jest wspdlny dla wszystkich
tasm, tj. jeden dla catej maszyny. Jedna z tych tasm jest wejsciowa, czyli mozna z niej tylko
czytagé, ale nic nie mozna tam zmieniaé. Reszta tasm to tzw. tasmy robocze, na ktérych mozna
robi¢ co sie chce. Na poczatku na tasmie wejsciowej jest stowo wejsciowe, a wszystkie
pozostate sg puste (gtowice sg na poczatku stowa i gdziekolwiek - bo to nie ma znaczenia,
kazde miejsce pustej tasmy jest takie samo).



Formalnie rzecz biorgc konfiguracja maszyny wsadowej o k+1 tasmach (wejsciowej i k
roboczych) jest postaci: Q x (Gamma* x Gamma*)*{k+1}, czyli stan oraz na kazdej tasmie to, co
po lewej i po (niescisle) prawej od gtowicy.

Natomiast relacja przejscia delta jest zawarta w Q x (Gamma*{k+1}) x Q x (Gamma”k) x {-1, O,
1}7k.

Okazuje sie, ze maszyny wsadowe rozpoznajg te same jezyki co maszyny jednotasmowe.

Tw.
Maszyny jednotasmowe i wsadowe rozpoznajg te same jezyki.

Dowdd

tatwo zasymulowa¢ maszyne jednotasmowg na wsadowej dwutasmowej. Po prostu najpierw
kopiujemy tasme wejsciowg na tasme roboczg, a potem dziatamy tak jak jednotasmowa na
tasmie roboczej.

W drugg strone, czyli symulacja maszyny wsadowej k+1 tasmowej na maszynie jednotasmowej
jest troche trudniejsza, ale tez nie bardzo. Powiedzmy, ze maszyna wsadowa ma alfabet
Gamma. Wtedy maszyna jednotasmowa, ktéra jg symuluje bedzie miata alfabet (Gamma x
{true, false})k+1} cup Sigma. Czyli jedna komoérka tasmy odpowiada na k+1 komérek maszyny
wsadowej, kazda na innej tasmie. Wartos¢ true/false odpowiada temu, czy na danej tasmie
gtowica jest wiasnie na tej komdérce. Musimy pamigta¢ pozycje gtowic, bo teraz mamy tylko
jedng. Sumujemy z Sigmg, zeby stowo wejsciowe mogto by¢ nad tym samym alfabetem. Teraz
powiedzmy sobie co robi maszyna jednotasmowa. Najpierw zamieniaw = a1 a2 ... ak na
(a1-true, B-true, ..., B-true) (a2-false, B-false, ..., B-false) ... (ak-false, B-false, ...,B-false) i
wraca na poczatek. Teraz symuluje zachowanie maszyny wielotasmowej. Trzeba pokazaé, ze
umie zasymulowac¢ jedng tranzycje, skupmy sie na tym. Jak to zrobimy to juz bedzie jasne, ze
cigg tranzycji tez da sie zasymulowaé. Zeby zasymulowac tranzycje maszyny wsadowej trzeba
wiedzie¢ jakie symbole znajdujg sie pod gtowicami. Wiec maszyna jednotasmowa skanuje
wejscie z lewej do prawej i zapamietuje w stanie te symbole. Jak przeczyta wszystkie to juz wie
ktéra tranzycja powinna by¢ zaaplikowana (albo ktéra moze, w przypadku maszyny

ktérejs tasmie na gtowice, to zmienia gtowice na tej tasmie zgodnie z tranzycja.

c.n.d.

Uwaga: zauwazmy, ze jesli maszyna wsadowa byta deterministyczna, to jednotasmowa tez, to
nam sie pézniej przyda.

Maszyny deterministyczne

Pokazemy teraz, ze maszyny deterministyczne majg te sama site wyrazu co maszyny
niedeterministyczne. To co prawda nie bedzie oznaczato, ze nie bedziemy dalej rozwazaé
maszyn niedeterministycznych, bo moze sie okazac, ze do opisania tego samego jezyka



wystarczy mniejsza maszyna niedeterministyczna niz deterministyczna (tak jak w przypadku
automatow).

Tw.
Kazdy jezyk rozpoznawany przez niedeterministyczng maszyne wsadowg jest réwniez
rozpoznawany przez pewng deterministyczng maszyne wsadowa.

Dowaod

Na poziomie intuicyjnym symulacja polega na tym, ze maszyna deterministyczna przeszukuje
drzewo Sciezek maszyny niedeterministycznej. Konkretnie rzecz biorgc rozwazmy
jednotasmowg maszyne M niedeterministyczng o K tranzycjach. Skonstruujemy
deterministyczng maszyne wsadowa o 3 taSmach (2 roboczych) M’ takg, ze L(M’) = L(M).
Maszyna M’ na pierwszej tasmie roboczej generuje coraz diuzsze ciggu liczb: n1, ..., nmin {1,
..., K}, ktére majg odpowiadac obliczeniom maszyny M. Nastepnie maszyna M’ sprawdza na
drugiej tasmie roboczej czy to obliczenie jest faktycznie akceptujgcym obliczeniem M. Jesli tak,
to akceptuje, a jesli nie, to generuje nastepny cigg liczb na pierwszej maszynie itd. Jesli M ma
pewien bieg akceptujacy, to M’ tez i vice versa.

Wykiad 11

Hierarchia Chomsky’ego

Noam Chomsky, znany lingwista, w 1956 opisat hierarchie typéw gramatyk, znang pod pojeciem
hierarchii Chomsky’ego. Na kazdym poziomie klasie gramatyk odpowiada klasa jezykéw i klasa
automatow.

Gramatyki typu 3, reguty: A — a, A — Ba
Jezyki regularne
Automaty skonczone

Gramatyki typu 2, reguty: A — gamma
Jezyki bezkontekstowe
Automaty ze stosem

Gramatyki typu 1, reguty: alpha A beta — alpha gamma beta (gramatyki kontekstowe), gdzie
alpha oraz beta to dowolne ciggi nieterminali i terminali

Jezyki kontekstowe

Maszyny Turinga z pamiecig ograniczong liniowo

Gramatyki typu 0, reguty: alpha — beta (bez ograniczen)
Jezyki rekurencyjnie przeliczalne (albo jezyki czeSciowo rozstrzygalne)
Maszyny Turinga (niedeterministyczne, koniecznie kohczgce sie)



Ta hierarchia moim zdaniem nie jest szczego6lnie wazna, bardziej z powodow historycznych
warto jg znaé. Warto tez rozumiec jak rézne klasy majg sie do siebie.

Jezyki i problemy rozstrzygalne

Méwimy, ze maszyny Turinga (jedno/wielotasmowe, niedeterministyczne/deterministyczne)
majg by¢ modelem programéw. Chcemy jednak zeby kazdy program sie konczyt no i dziatat w
zdeterminowany sposéb. Dlatego sensownym modelem dla programéw sg tak naprawde
deterministyczne maszyny Turinga, ktore dla kazdego wejscia konczg bieg. Inny stowy mowimy,
ze sg totalne, albo posiadajg wtasnosc¢ stopu.

Jezyki, ktére sg rozpoznawane przez takie maszyny to jezyki rekurencyjne lub tez jezyki
rozstrzygalne. Nie jest prawda, ze kazdy jezyk rekurencyjnie przeliczalny (czesciowo
rozstrzygalny) jest tez rekurencyjny (przeliczalny). Idea jest taka, ze maszyna moze dziata¢ w
nieskonczonos$¢ i moze nie by¢ maszyny, ktéra jest jej rownowazna, ale zawsze sie konczy. W
tej chwili tego nie pokazemy, bo w ogdle nie wiemy, czy jest jakis jezyk nierozstrzygalny.

Jezyki a problemy
Jezyk to podzbiér Sigma*. Problem decyzyjny to taki, dla ktérego dla kazdego wejscia mamy
odpowiedzie¢ TAK lub NIE. Przykladowe problemy decyzyjne to:

- dany graf G, wierzchofki s, t, czy s — t?

- dana liczba n, czy jest pierwsza?

- dany automat A, czy L(A) jest pusty?
Zauwazmy, ze problem decyzyjny mozna tez widzie¢ jako jezyk, mianowicie jako zbiér tych
wejsc¢, dla ktorych odpowiedz jest TAK. Czyli powiedzmy problem osiggalnosci w grafie to zbior
stéw postaci opis(G)#s$t takich, ze z wierzchotka s da sie osiggnaé wierzchotek t w grafie G. Od
tej pory bedziemy utozsamiali problemy decyzyjne z jezykami, warto sie do tego przyzwyczaic.

Inne réwnowazne modele
Jest wiele modeli rownowaznych maszynom Turinga:
- deterministyczne maszyny Turinga
- niedeterministyczne/deterministyczne maszyny wsadowej
- gramatyki typu 0 (bez dowodu)
- automaty wielostosowe (pewnie zobaczymy to jeszcze)
- automaty z kolejka
- automaty z wieloma licznikami
- obwody logiczne
- itp. itd.

Rozstrzygalnos¢ a czesciowa rozstrzygalnos¢

Jak méwiliSmy nie jest tak, ze kazdy problem czesciowo rozstrzygalny jest rozstrzygalny. To
samo w sobie jest bardzo ciekawym faktem: nie kazdy problem da sie rozwigzac! Pokazemy to
ponize;.

Natomiast prawdg jest nastepujgcy fakt (nie jest bardzo wazny).

Fakt



Kazdy problem L taki, ze zaréwno L jak i Sigma* \ L sg czesciowo rozstrzygalne jest
rozstrzygainy.

Dowdd

Niech M1 rozpoznaje L, a M2 rozpoznaje Sigma* \ L, obie deterministyczne (bo mozemy tak
zatozy¢, jak pokazalismy wczes$niej). Robimy M, ktéra rozpoznaje L i sie konczy. M symuluje
naraz M1 i M2 na wejsciu. Jak M1 zaakceptuje, to akceptuje, a jak M2 zaakceptuje, to odrzuca.
Dla kazdego wejscia w maszyna M sie zatrzyma, bo albo w in L (wtedy M1 sie zatrzyma) albo w
not in L (wtedy M2 sie zatrzyma).

Kodowanie i maszyna uniwersalna

tatwo sobie wyobrazi¢, ze kazdy obiekt, z ktbrym mamy do czynienia mozna zakodowac jako
ciag liter. Np. graf o n wierzchotkach mozna zakodowac jako macierz sgsiedztwa. A automat
mozna zakodowac jako kodowania Q, Sigma, F, q0, delta po kolei. Podobnie mozna réwniez
zakodowac¢ maszyne Turinga w stowie.

Bardzo przydatnym pojeciem jest maszyna uniwersalna. Bierze sie ona wtadnie z obserwacji,
ze dla kazdej maszyny Turinga M istnieje pewne stowo, ktore jg koduje (Sigma, Gamma, Q, F,
...), nazwijmy je kod(M). A zatem mozemy rozwazy¢ jezyk L = {(kod(M), w) | M akceptuje w}.
tatwo zauwazyé, ze jezyk L mozna rozpoznaé maszyng Turinga M’. Ta maszyna po prostu
symuluje M na stowie w. Taka maszyna M’ nazywa sie maszyng uniwersalng. Czyli kazdy
problem rozstrzygalny da sie sprowadzi¢ do uniwersalnego problemu, ktéry to jest jezykiem
maszyny uniwersalne;.

Nierozstrzygalnos¢ problemu stopu
Dos¢ zaskakujgcym odkryciem jest to, ze istniejg problemy, dla ktérych nie ma zadnego
algorytmu, ktéry by je rozwigzywat, teraz to pokazemy. Takich problemow jest wbrew pozorom
catkiem sporo. Najprostszym chyba dowodem na to jest nastepujgcy argument: problemow jest
tyle ile podzbiorow Sigma*, czyli continuum. Natomiast algorytmow (czy tez maszyn Turinga)
jest Alef0, czyli mniej. Muszg wiec istnie¢ problemy decyzyjne, dla ktdérych nie ma algorytmoéw.
Nie jest ta jednak specjalnie ciekawe, bo chcemy raczej wiedziec¢, ze istniejg problemy, ktére da
sie w skonczony sposéb opisac i nie ma dla nich algorytméw (mowimy, ze sg nierozstrzygalne).
| to jak sie okaze jest dos¢ powszechne. Najbardziej chyba kanonicznym (i znanym) problemem
nierozstrzygalnym jest tzw. problem stopu:

Dane: deterministyczna maszyna Turinga M, stowo w

Pytanie: czy M zatrzymuje sie na w
Gdyby problem stopu byt rozstrzygalny, to rozstrzygalny bytby tez problem nalezenia:

Dane: deterministyczny maszyna Turinga M, stowo w

Pytanie: czy w in L(M)
Zrobilibysmy bowiem maszyne M’, ktdra dziata tak jak M na poczatku. Jak M akceptuje, to M’
tez, a jak M odrzuca, to M’ sie petli. A wiec M akceptuje w & M’ zatrzymuje sie na w.
Pokazemy wiec, ze problem nalezenia jest nierozstrzygalny.



Najpierw przypomnijmy znang zagadke o fryzjerze w miasteczku X, ktory strzyze wszystkich,
ktérzy nie strzygg sie sami. Takiego fryzjera nazwiemy superfryzjerem. Pytanie brzmi: czy
superfryzjer strzyze sam siebie - szybko dochodzimy do wniosku, Zze zadna opcja nie jest
mozliwa. Czyli superfryzjer nie moze istniec.

Dowdd

Niech miasteczko X zamieszkane bedzie przez kody maszyn Turinga.

Powiemy, ze kod(M1) strzyze kod(M2) jesli M1 akceptuje kod(M2).

Przypusémy, ze problem nalezenia jest rozstrzygalny, skonstruujemy superfryzjera w
miasteczku X. Jesli problem nalezenia jest rozstrzygalny, to znaczy, ze istnieje maszyna N taka,
ze

L(N) = {(kod(M), w) | M akceptuje w}. Rozwazmy teraz nowg maszyne F taka, ze jesli wejscie
nie jest kodem zadnej maszyny Turinga, to odrzuca, a jesli wejscie do kod(M), to akceptuje jesl
M nie akceptuje kod(M). Majgc N mozemy tatwo skonstruowaé F, po sprawdzeniu, czy wejscie
jest kodem symuluje N na parze (kod(M), kod(M)), a potem neguje odpowiedz. Czyli F
akceptuje wejscia tych maszyn Turinga (strzyze je), ktére nie akceptujg samych siebie (czyli nie
strzygg sie). Czyli F jest superfryzjerem w miasteczku X. Sprzecznos¢, bo superfryzjer nie moze
istnie¢.

c.n.d.

Nierozstrzygalnos¢ ciag dalszy

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz temu co zrobilismy powyzej. PokazaliSmy tak naprawde, ze problem
nalezenia jest nierozstrzygalny. PokazaliSmy poza tym, Zze problem nalezenia da sie
przeformutowac jako problem stopu. A wiec gdyby problem stopu byt rozstrzygalny, to problem
nalezenia tez. Zatem problem stopu musi by¢ rowniez nierozstrzygalny.

Te taktyke bedziemy stosowac caty czas do pokazywania, ze pewne inne problemy sg
nierozstrzygalne. Bedziemy pokazywac, ze gdyby one byty rozstrzygalne, to problem stopu
(albo inny nierozstrzygalny) tez bytby rozstrzygalny.

Formalnie rzecz biorgc ujmiemy to w pojecie redukcji.

Niech K to jezyk zawarty w Sigma*, a L jezyk zawarty w Gamma*.
Redukcja z K do L to jest funkcja obliczalna f: Sigma* — Gamma* taka, ze

win K& f(w)in L
Zauwazmy, ze jesli L jest rozstrzygalny i istnieje redukcja z K do L, to K tez jest rozstrzygalny.
Istotnie, robimy nastepujgco. Jak dostajemy w in Sigma*, to aplikujemy do niego f. Potem
patrzymy na f(w) i pytamy, czy nalezy do L. To jest rozstrzygalne. Ale wiemy, ze f(w) in L < w in
K, czyli odpowiedzieliSmy na pytanie, czy w in K. Czyli K tez rozstrzygalny.

A wiec redukcja z problemu nierozstrzygalnego do naszego (ktéry rozwazamy) pokazuje, ze
nasz jest nierozstrzygalny.

Pokazemy teraz, ze rozne problemy sg nierozstrzygalne:



1. pustos¢ jezyka maszyny: dana maszyna M, czy L(M) jest pusty
2. pustos¢ przeciecia jezykow dwdch gramatyk: dane gramatyki bezkontekstowe G1, G2,
czy L(G1) \cap L(G2) jest pusty
3. uniwersalnos¢ gramatyki: dana gramatyka bezkontekstowa G, czy L(G) = Sigma*
4. problem odpowiedniosci Posta (PCP - Post Correspondence Problem): dane pary stow
(u1, v1), ..., (un, vn), czy istnieje taki cigg indeksow i1, ..., ik, ze ui1 ui2 ... uik = vi1 vi2
.. vik

No to dowodzimy po kolei nierozstrzygalnosci.

1. Robimy redukcje z problemu nalezenia do problemu pustosci jezyka. Dana maszyna M i
stowo w, skonstruujemy maszyne M’ takg, ze w in L(M) < L(M’) niepusty. M’ bedzie
zalezata od M i od w. Maszyna M’ po prostu ignoruje wejsciowe stowo, potem wpisuje
stowo w na tasme i symuluje M. Jesli w in L(M), to L(M’) = Sigma*, wpp. L(M’) jest pusty.
Czyli to jest redukcja do problemu niepustosci, gdybysmy umieli rozstrzyga¢ pustosé, to
nalezenie tez bysmy rozstrzygneli. Podobnie mozna pokazaé zresztg, ze problem
petnosci maszyny Turinga jest nierozstrzygalny (mozna by potem zanegowac wejscie).

Wyktad 12
Kontynuujemy pokazywanie nierozstrzygalnosci roznych problemoéw.

2. Robimy redukcje z problemu pustosci jezyka maszyny M. Dla M skonstruujemy dwie
gramatyki G1, G2 takie, ze L(M) = pusty < L(G1) \cap L(G2) pusty. Zrobimy G1i G2
takie, ze L(G1) \cap L(G2) bedzie réwny dokfadnie poprawnym kodowaniom biegéw
maszyny M. Teraz powiemy co to jest kodowanie biegu. To jest #c1#rev(c2)#...#ck# (co
druga konfiguracja odwrdocona), gdzie wszystkie ci majg rowng dtugosé. Alfabetem to
Gamma \cup Gamma x Q \cup #, litera z Gamma oznacza komorke tasmy, a litera z
Gamma x Q oznacza komorke tasmy nad ktérg jest gtowica (wpisujemy tam stan).
Zobaczmy, ze tatwo zrobi¢ gramatyke, ktdra rozpoznaje w#rev(w). Mozna tez zrobi¢
gramatyke, ktora rozpoznaje ci#rev(c(i+1)), gdzie c(i+1) powstaje z ci przez jeden krok
maszyny. Podobnie z rev(ci)#c(i+1). Niech wiec K to jezyk pierwszego typu
(ci#rev(c(i+1))), a L drugiego typu (rev(ci)#c(i+1)). Robimy G1 i G2 tak, zeby

L(G1) = # (Sigma\#)* # (L#)* \cup (#K)*#

L(G2) = (#K)* # (Sigma\#)* # \cup # (Sigma\#)* # (L#)* (Sigma\#)* #
Pierwsze czesci odpowiadajg za kodowania nieparzystej dtugosci, a drugie parzystej.
Nietrudno zobaczy¢, ze faktycznie L(G1) \cap L(G2) rozpoznaije to, co trzeba.

3. Robimy redukcje z problemu nalezenia do problemu pustosci jezyka. Skonstruujemy
gramatyke G taka, ze L(M) jest pusty < L(G) = Sigma*. Konkretnie rzecz biorgc L(G)
bedzie zawiera¢ wszystkie stowa oprécz poprawnych kodowan akceptujgcych biegow M.
Zauwazmy najpierw, ze jezyk dop(w#w) jest bezkontekstowy. Mozemy podobnie



pokazaé, ze jezyk dop(w#next(w)) jest bezkontekstowy. A wiec robimy teraz G takie, ze
L(G) = (Sigma* #)* dop(w#next(w)) (# Sigma*)* \cup ((Sigma\#)* \ w0 B*)

tatwo zobaczy¢, ze rzeczywiscie L(G) to wszystko oprocz poprawnych kodowan

akceptujgcych biegow M.

4. Teraz PCP. Najpierw przyktad, 3 pary: (b, bbb), (babbb, ba), (ba, a).
Rozwigzanie to (2, 1, 1, 3), bo
babbb b b ba = ba bbb bbb a
Bedziemy robili redukcje z problemu nalezenia do PCP. Najpierw jednak pokazemy, ze
jesli umiemy rozwigzywac PCP, to tez co$ wiecej, tzn. PCP z ustaleniem ktéra para jest
pierwsza w rozwigzaniu. Rozwazmy PCP (u1, v1), ..., (un, vn). Robimy teraz nowg
instancje PCP (na przykfadzie): (*b*, *b*b*b), (b*, *b*b*b), (b*a*b*b*b*, *b*a), (b*a*, *a),
($, *$). Latwo zauwazy¢, ze nowe PCP ma rozwigzanie wtw stare miato rozwigzanie
zaczynajgce sie od pary (b, bbb). Czyli PCP z ograniczeniem jest nie trudniejsze niz
0golne PCP. Teraz zredukujemy problem nalezenia do PCP z ograniczeniem. Zrobimy
takie PCP, by rozwigzania reprezentowaty tylko poprawne kody akceptujgcych obliczen
maszyny M na stowie w, tzn. $cO#c1#...#ck$. Najpierw przerébmy naszg maszyne tak,
ze na samym koncu, jak juz jest w stanie akceptujgcym, to zamazuje wszystko
specjalnym symbolem S i przechodzi na poczagtek do specjalnego stanu f, nigdy tez w
trakcie biegu ten S nie jest uzyty (bedzie nam tatwiej zrobi¢ to PCP).
Idea:
($, $cO#), (a, a), (B, B), (#, #), (abc, a’b’c’) jesli a’b’c’ powstaje w jednym kroku maszyny
z abc, (#f, eps), (S, eps), (S$, $).
Nietrudno zauwazy¢, ze rzeczywiscie rozwigzania naszego PCP odpowiadajg biegom
maszyny.

Ztozonos¢ obliczeniowa

Maszyny Turinga przydajg sie nie tylko do uscislenia faktu, ze istnieje jakis problem

Dobrze nadajg sie tez do sformalizowania pojecia “szybki program”, dla réznych wersiji
szybkosci. Zajmiemy sie teraz wstepem do ztozonosci obliczeniowej, ktéra zadaje

sobie pytanie jak bardzo ztoZzone sg problemy, to znaczy jak “szybki” jest najszybszy program,
ktéry moze je rozwigzaé. Oczywiscie jak zwykle dbamy tu o zgrubne oszacowanie szybkosci,
asymptotyczne itd.

Rozwazmy jakas funkcje f: N — N taka, ze f(n) \geq log(n). Wtedy oznaczamy:

DTIME(f) = problemy, ktére da sie rozwigza¢ w czasie f(n) maszyng deterministycznag
NTIME(f) = problemy, ktére da sie rozwigza¢ w czasie f(n) maszyng niedeterministyczna
DSPACE(f) = problemy, ktére da sie rozwigza¢ w pamieci f(n) maszyng deterministyczna
NSPACE(f) = problemy, ktére da sie rozwigzaé w pamieci f(n) maszyng niedeterministyczna

Czas dziatania maszyny to liczba krokow, a pamieé to liczba komérek, ktdre zostaty
odwiedzone. Jasne jest, ze czas jest zawsze nie mniejszy (asymptotycznie) niz pamie¢, bo jesli



zrobilismy K krokow to odwiedzilismy maksymalnie K+|w| komoérek pamieci (stowo wejsciowe tu
dodaje staty czynnik).

Definiujemy szereg bardzo waznych klas przy uzyciu powyzszych metod:
P (= PTIME) = suma po k naturalnych DTIME(n”k)

NP = suma po k naturalnych NTIME(n”k)

PSPACE = suma po k naturalnych DSPACE(n”k)

NSPACE = suma po k naturalnych NSPACE(n"k)

EXPTIME = suma po k naturalnych DTIME(2*{n"k})

NEXPTIME = suma po k naturalnych NTIME(2"{n"k})

L = DSPACE(log(n))

NL = NSPACE(log(n))

ZachodziL & NL € P & NP € PSPACE = NPSPACE & EXPTIME & NEXPTIME < ...
Co ciekawe dzisiejsza nauka bardzo niewiele wie na temat Scistego zawierania.
Wiadomo jedynie, ze:
- L mniejsze od PSPACE
- P mniejsze od EXPTIME
- ogolnie, ze dla f mniejszej istotnie od g zachodzi DTIME(f) mniejsze od DTIME(g) oraz
DPSACE(f) mniejsze od DSPACE(g). To przy zatozeniu, ze fi g rozsadne. Jesli g
wieksza od f*2 to juz chyba starczy. Wiecej na przedmiocie teoria ztozonosci.

P vs NP

Problem, czy P jest rowne NP jest uznawany za obecnie najwazniejszy problem informatyki
teoretycznej. W 2000 roku Instytut Matematyczny Claya ogtosit 7 problemdéw uznanych przez
nich za obecnie najwazniejsze problemy matematyki. Za rozwigzanie kazdego z nich
fundowana jest nagroda miliona dolaréw. A to oczywiscie jedynie czes¢ chwaty. Jest tam 6
probleméw scisle matematycznych i jeden z informatyki teoretycznej, wtasnie, czy P jest réwne
NP. Zresztg moim zdaniem réznica miedzy informatyka teoretyczng a matematyka jest umowna.

Przypomnijmy wiec, NP to sg te problemy, ktére sg rozpoznawalne w czasie wielomianowym na
niedeterministycznej maszynie Turinga. NP od Nondeterministic Polynomial, a na pewno nie od
Non Polynomial, jak niektérzy mogg myslec. Tutaj wazna jest intuicja tego niedeterminizmu, a
chodzi o zgadywanie. Zeby to doktadnie zrozumieé przyjrzyjmy sie najbardziej znanemu
problemowi z klasy NP (o ktorym nie wiadomo, czy nalezy do P).

Jest to problem spetnialnosci. Dana jest formuta logiki zdaniowa uzywajgca n zmiennych: x1, ...,
xn. Ta formuta moze uzywac negacji, koniunkcji i alternatywy (wszystko pozostate da sie
wyrazic).

Problem spetnialnosci (SAT od satisfiability) dla danej formuty zdaniowej phi pyta, czy istnieje
takie wartosciowanie zmiennych, ze phi jest spetniona.



Jak pokazac, ze problem SAT jest w klasie NP? Trzeba zaprojektowa¢ maszyne
niedeterministyczng, ktéra go rozwigzuje. Pomyst jest taki. Maszyna M na poczatku ma dwa
przejscia, odpowiadajgce opcjom: x1 = 0 oraz x1 = 1. Potem ma dwa odpowiadajgce x2 =0
oraz x2 = 1. Itd. az na kocu ma dwa odpowiadajgce opcjom xn = 0 lub xn = 1. Powiedzmy, ze
maszyna zapisuje to wartosciowanie na tadmie. Nastepnie maszyna sprawdza w czasie
wielomianowym, czy to wartosciowanie, ktére jest odpowiednie dla danego biegu jest
poprawne. Jesli jest to akceptuje, wpp. odrzuca. Zobaczmy, ze jesli istnieje jakies
wartosciowanie spetniajgce, to istnieje tez bieg mu odpowiadajacy i ten bieg bedzie akceptujgcy.
Wpp. nie ma dobrego biegu.

Jaki jest sens tej maszyny? Czesto sie mowi, ze zgaduje ona wartosciowanie i potem sprawdza,
czy dobrze zgadta. Tak sie zazwyczaj mysli o problemach w NP: jest to zgadniecie pewnego
wielomianowego obiektu (poczatek biegu, ktéry jest niedeterministyczny), a potem weryfikacja w
czasie wielomianowym tego, czy to zgadniecie byto dobre.

Rozwazmy inny znany problem w klasie NP. Jest to problem Komiwojazera. Dany jest graf
skierowierowany (petny) z wagami (liczbami naturalnymi) na krawedziach oraz pewna liczba T.
Wagi okreslajg czas przejazdu miedzy wierzchotkami (miastami). Pytanie, czy komiwojazer
(przedstawiciel firmy podrézujgcy w celu zdobywania klientéw) moze objechaé wszystkie miasta
w czasie co najwyzej T. Zaktadamy przy tym, ze nigdy nie odwiedza 2 razy tego samego miasta.
tatwo pokazac, ze ten problem jest w NP. Po prostu maszyna zgaduje odpowiednig trase
komiwojazera, a potem weryfikuje, ze jest dobra.

NP-zupetnosé
Okazuje sie, ze istniejg problemy “najtrudniejsze” w klasie NP. Takie problemy bedziemy
nazywac¢ NP-zupetnymi. No bo kazdy problem w P jest tez w NP, warto zajmowac sie tymi
problemami w NP, ktore sg naprawde trudne. Powiemy, ze problem jest NP-zupetny jesli jest w
NP oraz jest NP-trudny. Natomiast problem L jest NP-trudny jesli:

kazdy problem w NP da sie zredukowac redukcjg w czasie wielomianowym do L.
To jest bardzo podobne do tego, co robilismy przy nierozstrzygalnosci. Mianowicie wyobrazmy
sobie, ze jest problem L, ktory jest NP-zupetny. Gdyby$Smy pokazali, ze L jest w P, to juz tatwo
pokaza¢, ze NP = P. Wezmy bowiem dowolny problem K z klasy NP. Istnieje redukcja w czasie
wielomianowym K do L. Przypomnijmy, ze redukcje wielomianowa K do L to funkcja (teraz
obliczalna w czasie wielomianowym) f taka, ze

win K & f(w)in L
A wiec zeby stwierdzi¢, czy w nalezy do K liczymy f(w) i patrzymy, czy nalezy do L. Ale na to
pytanie da sie znalez¢ odpowiedz w czasie wielomianowym, bo zatozyliSmy, Zze L nalezy do P.

A zatem jesli jakis problem NP-zupetny jest w P, to NP = P. | to jest wtasnie zaleta probleméw
NP-zupetnych. Apriori nie wiadomo wcale, czy jakis problem NP-zupetny istnieje. Przeciez tak
jak dla kazdej liczby naturalnej jest wieksza liczba naturalna to dla kazdego problemu w NP
mogtby istnie¢ od niego trudniejszy, ale wcigz w NP. Okazuje sie, ze jednak istniejg problemy



NP-zupetne. Co wiecej jest ich catkiem sporo (jak juz bedziemy mieli jeden, to tatwo wskazac
wiecej sprowadzajgc ten jeden do nich, jak w nierozstrzygalnosci).

Jest to stynne twierdzenie Cooka z 1971 roku.

Tw. Cooka
Problem SAT jest NP-zupeiny.

Dowaod

Wezmy pewien problem L nalezgcy do NP.

Pokazemy jak dla stowa wejSciowego w skonstruowac takg instancje SATa phi_(w, L), ze
win L & phi_(w, L) jest spetnialna

Poniewaz L nalezy do NP, to istnieje pewna niedeterministyczna maszyna M_L, ktéra

rozpoznaje jezyk L. A wiec w nalezy do L wtw. gdy istnieje bieg akceptujgcy maszyny M_L na

stowie w. Formuta phi_(w, L) bedzie wtasnie kodowac to, ze istnieje taki bieg.

Niech stowo w ma dtugosc n. Najpierw okresimy jakie zmienne wystepowaty w formule:

- X(i, j, a@): po i krokach maszyny na j-tej komérce tasmy jest litera a

- X(i, q): po i krokach maszyna jest w stanie q

- X(i, j): po i krokach gtowica maszyny jest na j-tej komorce tasmy

Zauwazmy, ze skoro i jest ograniczone przez O(n”k), to j tez, a wiec liczba zmiennych jest
ograniczona przez O(n”2k). Mozna to ukonkretni¢, np. 17 n*9, wiec wiadomo ile tych zmiennych
napisac. Teraz chcemy napisac¢ formute, ktora bedzie spetnialna wtw. gdy istnieje poprawny
biegM_L naw:

- niesprzecznos¢ (w kazdej chwili doktadnie 1 stan, w kazdej chwili gtowica na doktadnie
jednym miejscu, w kazdej chwili w kazdej komodrce doktadnie jedna litera)

- konfiguracja poczatkowa (na odpowiednich komorkach odpowiednie litery, gtowica na
poczatku, stan poczgtkowy)

- konfiguracja koncowa (istnieje i oraz g w F taki, ze x(i, q))

- poprawnos¢ przejsc¢ (jesli nie ma gdzies gtowicy to sie nic nie zmienia, jesli jest, to
istnieje tranzycja (czyli skornczona alternatywa po tranzycjach) taka, ze okolica sie tak
wtasnie zmienia)

Widac¢, ze dla stowa w skonstruowalismy w czasie wielomianowym formute, ktora jest spetnialna
wtw. gdy w nalezy do L. Czyli to jest faktycznie redukcja w czasie wielomianowym co konczy
dowdd.

c.n.d.

Pokazemy teraz, ze kilka innych problemow jest NP-zupetnych. Tak naprawde tych probleméw
jest nieskonczenie wiele, a bardzo wiele naturalnych.



Najbardziej chyba znany to jest 3-SAT, czyli pewne wzmochienie SATa.
Powiemy, ze formuta zdaniowa jest w postaci 3-CNF (conjunctive normal form) jesli jest
koniunkcjg klauzul:

phi=C1 AC2A ... ACn,
gdzie kazda klauzula jest alternatywg co najwyzej 3 literatéw:

Ci =x3 v neg(x5) v x6,
gdzie literaty to zmienne lub ich negacje.
Przyktad to:

(x1 v neg(x2) v x3) A (neg(x3) v x1vx4) A (x5vneg(x6) vx2) A (x6 v neg(x2)v
neg(x1))
Ta formuta jest spetnialna, gdyz warto$ciowanie: x1 =1, x2 = 1, x6 = 1, a pozostate dowolne
spetnia formute.

Mozna tak zmodyfikowac¢, dowodd Tw. Cooka, zeby pokazaé, ze konstruujemy formute w postaci
CNF. Stad mamy twierdzenie:

Tw
SAT dla formut w postaci CNF jest NP-trudny.

Fakt
3-SAT jest NP-zupetny

Dowaod

tatwo pokazac, ze 3-SAT jest w NP, po prostu zgadujemy wartosciowanie spetniajgce i
sprawdzamy, czy dziata. Teraz zeby pokazac, ze 3-SAT jest NP-trudny wystarczy zrobic
redukcje z dowolnego problemu NP-trudnego. Wtedy dla dowolnego K w NP bedziemy mieli
redukcje: K — inny NP-trudny — nasz, czyli bedziemy mieli redukcje do naszego. Zrobimy
redukcje z SATa dla formut w postaci CNF, wiec z niego zrobimy redukcje.

Wystarczy pokaza¢, ze formute zdaniowa phi w postaci CNF mozna przeksztalci¢ w czasie
wielomianowym do formuty zdaniowe;j psi takiej, ze:

- phi spetnialna < psi spetnialna

- psijest w postaci 3-CNF
Robie nastepujgco: jesli mam klauzule (11 v 12 v ... v Im) to robie nowag zmienng x i przerabiam
ja na koniunkcje dwoch klauzul:
(MvI2v...vIm-2) vx) A (neg(x) v x(m-1) v xm).
tatwo zobaczy¢, ze ta koniunkcja jest spetnialna wtw. gdy wejsciowa klauzula jest spetnialna.
Moge tak robi¢ produkujgc nowe klauzule wielkosci 3 i zmniejszajgc mojg do czasu gdy m <= 3.
A wiec sprowadze w ten sposob do wielomianowo wiekszej postaci 3-CNF.



c.n.d.
Wyktad 13
Na poczgtek musimy jeszcze udowodni¢ tw. Cooka, bo nie zrobiliSmy tego poprzednio.

Pokazmy jeszcze jedng przyktadowg redukcje. W problemie kliki mamy dany graf G i liczbe n
(dang unarnie) i pytamy, czy w grafie G jest klika Kn jako podgraf indukowany.
Pokazemy nastepujgcy fakt.

Fakt
Problem Kliki jest NP-zupetny.

Dowdd

tatwo pokazac¢ bycie w NP: zgadujemy n wierzchotkdéw i sprawdzamy, Ze to jest istotnie klika.
Teraz pokazemy NP-trudnos$¢, poprzez redukcje z 3-SATA.

Wezmy formute: phi=C1 A C2 A ... A Ck o zmiennych x1, ..., xn.

Stworzymy graf G i liczbe k takg, ze phi spetnialna wtw. G ma klike wielkosci k.

Dla kazdego literatu w klauzuli tworzymy oddzielny wierzchotek. Mamy ich wiec co najwyzej 3Kk,
czyli wielomianowo wiele. tgczymy dwa literaty jesli nie sg w tej samej klauzuli oraz jesli nie sg
tg sama zmienna, tylko raz zanegowana, a raz nie. Twierdzimy, ze w tym grafie jest klika
wielkosci k & phi jest spetnialna. Pokazemy to. Jesli phi jest spetnialna, to istnieje
wartosciowanie takie, ze w kazdej klauzuli jest jakis literat, ktory jest spetniony. Te literaty z
pewnoscig sg potgczone krawedziami, czyli tworzg klike wielkosci k. Z drugiej strony jesli
istnieje klika wielkosci k, to mozemy stworzy¢ wartosciowanie, ktore przypisze tym zmiennym
takie wartosci, ze sg spetnione (nie ma tam x oraz neg(x)), czyli phi jest spetnialna.

c.n.d.

Znane problem NP-zupetne
Mozna w podobny sposob pokazac, ze jeszcze wiele problemow jest NP-zupetnych.
Znane przyktady to:
- czy w danym grafie istnieje cykl Hamiltona? (problem cyklu Hamiltona)
- problem komiwojazera
- dane n przedmiotéw o wartosciach wi i objetosciach oi oraz plecak o catkowitej objetosci
O. Jak zapakowac plecak, by miat maksymalng wartos¢? (problem plecakowy)
- dany graf, czy da sie pokolorowac jego wierzchotki na 3 kolory tak, by sgsiednie
wierzchotki miaty zawsze rézne kolory? (3 kolorowanie)
- dany zbidr liczb catkowitych, czy istnieje jego niepusty podzbiér o sumie zero? (problem
sumy podzbioru)
- itp. itd.

Réwne, czy nie?

Jest bardzo wiele takich probleméw i ludzie bardzo wiele mysleli nad tym, czy P = NP.
Wiekszos¢ naukowcdw uwaza, ze P jest rozne od NP, ale sg tez tacy, ktérzy przychylajg sie
bardziej do hipotezy, ze P = NP, a my, ludzko$¢, po prostu bardzo mato wiemy o algorytmach.



Ja osobiscie tez uwazam, ze P jest rézne od NP, a nie umiemy tego pokaza¢ m.in. dlatego, ze w
ogodle prawie nic nie umiemy udowodni¢ jesli chodzi o te dziedzine. Prawie ze w ogdlnie nie sg
znane techniki, ktére pokazujg, ze jakie$ problemy nie sg rozwigzywalne w czasie
wielomianowym. W ogdle znanych jest bardzo mato dolnych ograniczen w ztozonosci
obliczeniowej (czyli dziedzinie, ktora zajmuje sie klasyfikacjg problemdéw wzgledem ich
skomplikowania, m.in. wtasnie przyporzadkowywania do réznych klas ztozonosci). Od lat
70-tych niewiele zrozumieliSmy. Jest pewien postep, ale gtéwnie w tym, Ze wiemy, Zze niektore
techniki nie pozwolg nam na pokazanie, ze P jest rozne od NP.

Préby obejscia
Sg rozne praktyczne podejscia do sprawy. Skoro jest wokot nas tyle probleméw NP-trudnych to
nalezy jakos sie do nich zabraé. Wybity sie nastepujgce podejscia:

- algorytmy randomizowane (z duzym prawdopodobienstwem i szybko rozwigzujemy
problem). Jednak jest niewiele problemoéw, ktére dajg sie zrobi¢ w ten sposéb, a nie
znamy algorytmu w P.

- algorytmy aproksymacyjne (rozwigzujemy problem mniej wiecej, np. znajdujemy nie
najkrotszg Sciezke komiwojazera, ale taka, ktéra jest nie dtuzsza niz najkrétsza + 1%
trasy). W praktyce takie algorytmy wystarczg i okazuje sie, ze czesto dadzg sie zrobi¢
szybko.

- algorytmy wyktadnicze o niskich podstawach. Np. zamiast 10*n robimy (1,3)"n. To
pozwala na troche wieksze n, ale tez nie tak znowu duze. Wedtug mojej (niewielkiej)
wiedzy na ten temat to jest gtéwnie teoretycznie rozwazane.

- algorytmy heurystyczne. Dziatajg zazwyczaj w miare niezle. Dos¢ znane sg tzw.
SAT-solvery, czyli programy, ktére dla wiekszosci danych instancji SATa rozwigzujg go
szybko. To sg po prostu heurystyki, ktére méwig - znajdz zmienng, ktéra wystepuje w
wielu miejscach i najpierw jg zgadnij, rozwazaj klauzule z mniejszg liczbg literatéw itd.
Przy sprytnych metodach wiekszosc¢ instancji SATa da sie szybko zrobic.

Kryptologia

Jednak okazuje sie, ze nie wszystko da sie szybko rozwigza¢ nawet heurystycznie.

Kryptologia opiera sie na tym, ze pewne rzeczy da sie szybko zrobi¢ w jedng strone, a w drugg
nie wiemy jak to zrobi¢ szybko. Jednym z najbardziej popularnych takich problemoéw jest
mnozenie dwoéch liczb. Jak mamy dane dwie duze (powiedzmy 200-cyfrowe) liczby pierwsze, to
mozemy tatwo, w czasie O(20072) pomnozy¢ je. Jednak jak mamy ten iloczyn i chcemy go
rozdzieli¢ na czynniki pierwsze (dwa), to nie sg znane zadne, nawet heurystyczne, metody, zeby
to zrobi¢ szybko. Nawet w sposdb randomizowany, przyblizony (cokolwiek by to miato znaczyc¢
w tym przypadku) itd. Czyli méwimy, ze nie umiemy robi¢ szybko faktoryzacji (tj. rozktadu na
czynniki pierwsze). Dygresja: algorytmy na komputerach kwantowych zaczety sie od algorytmu
Shora, ktory pokazat, ze na (jeszcze nie zbudowanym w rozsgdnej skali) komputerze
kwantowym da sie robi¢ szybko faktoryzacje (w czasie wielomianowym, przy uzyciu losowosci).
Na tym sie opiera kryptologia wtadnie. Inny podobny problem to problem logarytmu
dyskretnego. Jak mamy a, k, n, to umiemy obliczy¢ szybko b = a*k mod n. Ale jak mamy a, b, n,



to nie umiemy szybko obliczy¢ k takiego, ze b = a*k mod n. Ten problem tez jest czesto
uzywany w kryptologii.

Zauwazmy, ze oba problemy sg tatwo w NP. Dla faktoryzacji zgadujemy rozktad i tatwo
sprawdzamy, ze jest ok, a dla logarytmu dyskretnego zgadujemy k i tez fatwo sprawdzamy. Nie
wiadomo o tym zeby byly NP-zupeine (zazwyczaj to sie tatwo pokazuje, ze duza szansa, ze nie
S3).

Czyli gdyby P = NP, to bysmy mieli problem z kryptologia, bezpieczenstwem itd. Podobnie
zresztg gdyby nauczono sie budowac¢ komputery kwantowe, wtedy faktoryzacja i logarytm
dyskretny bytyby rozwigzywalne tatwo. Powstata juz dziedzina, ktora sie nazywa kryptologia
post-kwantowa i zajmuje sie projektowaniem bezpiecznych szyfréw i protokotéw na wypadek
zbudowania komputera kwantowego.

PSPACE

Inng dosc¢ czesto rozwazang klasg jest PSPACE, czyli zbiér problemoéw, ktére dadzg sie
rozwigza¢ na maszynie Turinga w wielomianowej pamieci.

Ciekawe jest twierdzenie Savitcha, ktére mowi, ze w tym wypadku niedeterminizm wcale nie
dodaje sity wyrazu.

Tw. (Savitch)
PSPACE = NPSPACE

Pominiemy jego dowdd.
W klasie PSPACE sg rowniez problemy zupetne, tj. PSPACE-zupetne. To sg problemy, ktére sg
w PSPACE oraz sg PSPACE-trudne, czyli kazdy problem z PSPACE da sie do nich sprowadzi¢

za pomocg redukcji wielomianowe;.

Typowy problem PSPACE-zupetny to QBF (Quantified Boolean Formulas), dane jest formuta
postaci:

exists_x1 forall_x2 exists_x3 ... forall_x(n-1) exists_xn phi(x1, ..., xn),
gdzie phi uzywa tylko zmiennych x1, ..., xn. Pytanie, czy jest ona prawdziwa. Zobaczmy, ze to
jest troche podobne do SATa, ktory pyta, czy formuta postaci:

exists_x1 exists_x2 exists_x3 ... exists_x(n-1) exists_xn phi(x1, ..., xn)

jest prawdziwa.

Inny problem PSPACE-zupeiny to uniwersalnos¢ automatu niedeterministycznego. Czyli: dany
automat niedeterministyczny A, czy L(A) = Sigma*?

Wiele probleméw PSPACE-zupetnych ma zwigzek z grami. Na przyktad ustalanie gracza
posiadajgcego strategie wygrywajgca w uogolnionych warcabach jest PSPACE-zupetne. Intuicja
jest taka, ze jeden gracz odpowiada za exists, a drugi za forall. Tzn. gracz pierwszy wygrywa



wtw. gdy istnieje jego ruch taki, ze dla kazdego ruchu przeciwnika istnieje jego ruch t., ze dla
kazdego ruchu przeciwnika itd.

NL

Dos¢ znana jest tez klasa NL - problemy rozwigzywalne niedeterministycznymi maszynami w
pamieci logarytmicznej. Tutaj rozwazamy redukcje w pamieci logarytmicznej, a nie w czasie
wielomianowym, bo te w czasie wielomianowym nie miatyby za bardzo sensu. Wtedy bowiem
juz sama redukcja mogtaby rozwigzac problem.

Najbardziej znanym problemem NL-zupetnym jest osiggalnos¢ w grafie: dany graf skierowany G
i dwa jego wierzchofki s, t, pytanie, czy w grafie G z wierzchotka s da sie osiggng¢ wierzchotek t
(tj. czy istnieje sciezka).

Fajny jest algorytm osiggalnosci, ktéry dziata w NL. Po prostu zgadujemy Sciezke, pamietamy
gdzie jeste$my i idziemy krok dalej. Pamie¢ logarytmiczna nam wystarczy, bo pamietamy tylko
numer wierzchotka. Jednak musimy jakos skonczy¢. Obserwacja jest taka, ze jesli da sie
osiggngc t z s, to da sie osiggnac jakas sciezkg o dtugosci co najwyzej n. Czyli mozemy
konczy¢ przeszukiwanie po n krokach. Czyli robimy tak: zgadujemy kroki i liczymy je. Jak
dojdziemy do n, to przerywamy i nie akceptujemy. Jesli jest sciezka z s do t, to jg znajdziemy,
wpp. oczywiscie nie. Uzywa pamiec jest logarytmiczna.

Uzywamy tu istotnie niedeterminizmu, bo zgadujemy sciezke. Innym duzym problemem
otwartym jest, czy L = NL. Wydaije sig, ze raczej nie, ale naukowcy i tu nie sg pewni.

Inne klasy ztozonosci
Wiadomo jedynie o niektérych klasach, ze sg rézne. Tzn. nie wiadomo, czy P jest rézne od
PSPACE, ani czy L jest rézne od P, ale wiadomo, ze:

- L jestrézne od PSPACE

- Pjestrézne od EXPTIME
W ogdlnosci sg twierdzenia o hierarchii (czasowej i pamieciowej), ktéore méwig z grubsza, ze dla
rozsadnych funkc;ji f jesli mamy funkcje g > A2, to wtedy:

- DTIME(f) $cisle zawarte w DTIME(g)

- DSPACE(f) scisle zawarte w DSPACE(g).
To niewiele, ale zawsze cos.

A wiec hierarchia jest nieskohczona. Tzn. PTIME istotnie zawarte w EXPTIME, a to w
2-EXPTIME, a to w 3-EXPTIME itd. Sg tez problemy nierozwigzywalne w zadnym czasie
n-EXPTIME, ale rozwigzywalne i nawet jeszcze trudniejsze. Ale to juz temat na zupetnie inng
opowies¢. Troche o tym na Ztozono$ci Obliczeniowe;j.

Podsumowanie



Na tym przedmiocie uczylismy sie o modelach obliczen. Najwiekszy nacisk potozylismy na trzy:
automaty skonczone, automaty ze stosem (i gramatyki) oraz maszyny Turinga. Jest tez wiele
innych, cho¢ te trzy sg rzeczywiscie chyba najbardziej popularne.

Znajac to, co wiemy mozemy iS¢ dalej, w kierunku precyzyjnego klasyfikowania probleméw na
trudniejsze i fatwiejsze. To zahacza troche o filozofie i ogdlnie zrozumienie swiata. Dla
zainteresowanych polecam np. te teksty:

- http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2016/12/27/Prawda_o_matema

tykach/
- http://www.deltami.edu.pl/temat/informatyka/algorytmy/2013/12/30/Na_granicy_mozliwos
ci/

Prosze o wypetnienie ankiet po tym przedmiocie. Szczegdlnie cenne bedg dla mnie uwagi
tekstowe. Dziekuje za caly semestr, to dla mnie byto ciekawe doswiadczenie, mam nadzieje, ze
dla Panstwa réwniez.
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