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Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

Halla dos nimeros mayores o iguales que 0, cuya suma sea 1, y el producto de uno de ellos por la raiz
cuadrada del otro sea maximo.

Resolucién
Sean x,y = 0 los numeros buscados. Comox +y = 1, entoncesy = 1 - x.

Se trata de maximizar la funcion p(x) = x\/; =x1 —x

2l—-x)—x _  2—3x =0C>2—3X=0C>X=i

1 —
2\1—x 1= 21-x  241—x 3

p(x)=141 —x + x

Sid<sx < % , p'(x) > 0 [p(x) creciente] ysix > %, p’ (x) < 0 [p(x) decreciente]

w |

Parax = % la funcién p(x) es maxima. Sustituyendo,y = 1 — = %

, 1 2
Por tanto, los numeros buscados son = V5

2
Sabiendo que F: R — R definida por F(x) = e esuna primitiva de f:
a) Comprueba que f es creciente.
Resolucién

2
Por el teorema fundamental del calculo integral F’'(x) = f(x)=>2xex = f(x)

2 2 2
Observa que f'(x) = 2¢" + 2xe’ 2x = 2¢" (1 + 2x2) > 0. Luego, f es creciente

b) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de la funcidn f, el eje de abscisas y la recta x = 1.
Resolucién
2 2

Sabemos que f(x) = 2xe’ es creciente. Como f(x)= 2xe’ = 0ox = 0,la grafica sélo corta a los ejes
en (0, 0).

2
Ademas, lim f(x)= Ilim 2xe" =+ oo, (+ 00) =+ o0;
xX— +oo X— 400
2
lim f(x)= lim 2xe" =— oo.(+ 00)=—

xX— —00 X— —00

Luego, no hay asintotas horizontales

fx) — 2xexZ _ 2exz
x

X

Como =+ oo no hay asintotas oblicuas

2

Ademas, larectax = 1 es la vertical que pasapor (1,0)y f(1) = 2. le' = 2e=5,4
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Un esbozo del recinto cuya area se pide es

¥\

y = 2xe*

1 2

El 4rea que se pide es A = [ f(x)dx.Y como F(x) = e esuna primitiva de f
0

2 2

Por la regla de Barrow, A = F(1) — F(0) = el — e = e— 1= 1,72 u

sen x —ax + 2 — 2coscos x

(prueba ordinaria) Sabiendo que es finito, calcula a y el valor del limite.

e —xcosx—1
Resolucién

senx —ax + 2 — 2c0oscos x sen 0 —a.0 + 2 — 2coscos 0 2—2 0 . . 2
= = Tlndetermmacwn. Amos

e —xcosx—1 eo—Ocoso—l 1-1

(senx-ors2-dooscosxy  _ _coscosx —atZsens  _ coseos0 —at2send  _
(¢ —roosx—1) g > 0+ 0sen0

Como queremos que el limite sea finito, debe ser 1 —a = 0 (o seaa = 1) porque de lo contrario el limite

‘ ‘ . . Ny 0 coscos x — 1+ 2senx 0
valdria *co. Quedaria otra vez una indeterminacion — y —; =—
0 e —coscosx + xsenx 0

Veamos si podemos aplicar de nuevo la regla de L"Hopital:
-2-
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Conclusion: debe ser a = 1y, en tal caso, el limite vale 2

(prueba ordinaria) Sea la funcion f: (0, +00) — R definida por f(x) = a + lnl%
X

a) Calcula a para que y = 1 sea una asintota horizontal de la grafica de f.

Resolucién
Comol = f(x) = xl_1)r4r_100 (a + mi{%) =a+ xl—l>Too “‘i{%: a + 0 = a (el limite vale 0 porque x*

es

un infinito de orden superior a In x). Conclusion: debe sera =1

b) Para a = 0, calcula los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Estudia y halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
Resolucién

Paraa=0, f(x) = lnl% ;
X

sz — 2xInin x 1= 2Inin x

ff(x)= — " = 7 =01 - 2Inlnx = 0&eIninx =%<:}x=e
X X

1/2

1/2 1/2 1/2
(O,e/) e/ (e/,+00
f'(x) + 0 -

f(x) | creciente | maximo | decreciente

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

. 1/2 ) 1/2
f es creciente en (0, e / ) y decreciente en (e / , + 00)

.. . 1/2 N 1/2 Inin '/ 1/2 1
Maximo relativo: x = e =\/g:1, 65y = f(e )= mi/ezz === =0, 18 ; punto (\/g,

(e™)

1
2e
No hay minimos relativos.

(prueba ordinaria) Halla la funcioén f: (0, +90) — R que pasa por los puntos (2,e -2 -2In2) y (1, 0)
e , _ ox—1 1
y verificaque f"(x) = e -~
Resolucién

1 -1
—%)dx =¢ —lInlnx + a,cona€R

fe=Jf(dx=[(e
fx)=[f(x)dx = f(ex_1 —Inlnx + a)dx =" '~ [Inlnxdx + ax + b

Usamos el método de integracién por partes para hallar [ In in x dx:

[u = Ininx du =%dxdv =dxv = x];

fInlnxdx = xInlnx — [1dx = xInlnx — x + k
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Sustituyendo, f(x) = e "'~ xlnlnx + x + ax + c=>f(x) = e x(1 —Inlnx +a) +c
Hallemos ay c:

La grafica pasa por (1,0) = f(1) = 0=e' T+ 11 —-Inln1l +a)+c=0=21+1+a+c=0
Luego,a + ¢ =— 2

La grafica pasapor (2,e-2-2In2) =
f2)=e-2-2Inn2 e "+21 —Inln2 + a)+c=e-2-2Inln2

Operamos:e + 2 — 2Inln2 + 2a+c=e-2-2Inln2=4 + 2a + ¢ = 0=2a + c =— 4

Queda el sistema {a + ¢ =— 2 2a + ¢ =— 4, restando las ecuaciones quedaa=-2 ; -24+c=-2,c=0

La funcién que se pidees f(x)=¢"  + x(1 — Inlnx — 2)> f(x)=¢€" ' — x(Inlnx + 1)

1

(prueba extraordinaria) Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = — PP
X X

Calcula una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (O, %)
Resoluci6n

El conjunto de todas las primitivas de f Fk(x) = [ f(x)dx.Comox* +2x+2=0x = %E el

—1
2
x +2x+2

1

dx = [—L—
I x+1)°+1

denominador no tiene raices reales ; Fk(x) =f dx = artg(x + 1)+ ¢

Si la primitiva pasa por (0, %), % = Fk(O) =artg(0 + 1)+ ¢c = % + c¢. Luego,c=0

Por tanto, la primitiva que se pide es es F(x) = artg(x + 1)

3
(prueba extraordinaria) Calcula el valor de k para que [ "~ k(x — 2)dx = 2
1
Resolucién

Hallemos una primitiva p(x) de e k(x — 2) usando la integracion por partes:

[u:x—dedv:exfkdxv:exfk]; p(x)= (x — Z)ex_k - fex_kdx = (x -2 — 1)€x_k = (x - S)ex_k

k 1-k

Por la regla de Barrow, 2 = [ ¢~ “(x — 2)dx = p(3) = p(1) =3 — 3)e’ “— (1 = 3)e' “ = 2¢
1

Luego,el_kz 1 yportantol -k=0.0sea, k=1

(prueba extraordinaria) Calcula a y b sabiendo que xsem;ta(e 1) dsenx 1
X +x—senx

Resolucién

—4 -
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X 0
. xsenx +ale —1)+senx Osen0+ale —1)+sen0 0 . Ny . FITA
1 = lim > ( ) = > ( ) = — Indeterminacion. Aplicamos L’Hdpital:
x—0 bx 4+ x —senx b0 +0—sen0 0
lim (xsen X+ a(ex — 1) + sen x) = lim sen x + xcos x + ae’ + coscos x = i sen 0 + Ocos 0 + ae0+ coscos0  _ a+1
Xx—=0 (bx2+x—senx)' - x>0 2bx + 1 — coscos x - x>0 2b0 + 1 — coscos 0 - 0

a+1
0

Por tanto, por la regla de L'Hopital, el limite es

Como queremos que el limite sea finito pues debe valer 1, debe ser a + 1 = 0 porque de lo contrario el
limite valdria +oo. Luego,a+1=0=>a=-1

Comoa=-1 nosqueda. 1 = lim sen x + xcos x — 1le'+ coscos x _ _sen0+0cos0— 1e’+ coscos 0 _ 0
- q ! 2bx + 1 — coscos x o 2b0 + 1 — coscos 0 o0
Indeterminacion
Aplicamos de nuevo L Hépital:
. sen x + xcos x - le'+ coscos x ) . COSCOS X_+ COSCOS X - XSenx—-e —senx
lim ( = lim =
X0 (2bx + 1 -coscos x )’ x=0 2b + senx
0

. 2C0SCOS X - XsenXx - e - senx 2coscos 0 -0sen0-e -sen0 1 FITA L x 1 1

- J}I_{no 2b + senx - 2b + sen0 T2 Por L'Hopital, 2b 1=b = 2

. 1
Conclusién: debesera=-1,b = >

Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = (x — 1)e".
a) Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto
de inflexion.
Resolucién
f(x) =1e*+ x-1De*=xe" ; 'R =1e"+xe"=x+1)e"=0ox=-1.Six<-1,{"(x) <0

(fconcava) ysix > -1, f"(x) > 0 (f convexa). Luego, para x =-1 hay un punto de inflexiéon

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de la funcién f en un punto A(x, f(xy)) es

rtg: y = (%) (x — X¢) + f(Xy) y lade larectanormalesrn:y = ﬁ;—y(x - xo) + f(xo).
0.

En este caso, x, =— 1; f’(xo) = (- D=—=t " ; f(xo) = f(-D=(-1-1De ' =—2¢ .

rtgiy =—e (x + 1) — 2¢ '>rtgiy = %_3;
2

e

11 (x+1)— Ze_lr,orn:y =e(x+1)—

_e7

my =

b) Estudia y calcula las asintotas de la funcién
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Resolucién
Como f es continua, no hay asintotas verticales

f(x) = + oo(+ )=+ o = No hay AH en +oo.

Veamos si tiene asintota oblicua en +o0: AO:y=mx+n;m = % , n=[f(x) — mx]
m =& _xl)e = 12 Indeterminacion

Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital:
1e" + (x — 1)ex

n = xe' =+ o= No hay asintota oblicua

Fx) = f(=x) =(—x — e~ =—2— = 0 porque €* es un infinito de

X

orden superior a -x — 1. Luego, f tiene asintota horizontal en —oo, AH: y = 0 (el eje X)

Conclusion: f s6lo tiene una asintota horizontal en —co, A H: y = 0 (el eje X)

Sea la funcién f: R = R definida por f(x) = (x — 1)
a) Esboza el recinto acotado y limitado por la grafica de fy larectay =acona > 0.
b) Calcula a > 0 para que el area del recinto acotado y limitado por la grafica de fylarectay = a
sea 4/3 unidades cuadradas
Resolucién
Comof(x)=0ex=1, f(0)=(0-1)*=1; f(x) =2(x-1) =0 & x = 1, la grafica de f es la parabola
convexa de vértice (1, 0) que corta al eje Y en (0, 1). Ademas, y = a es la recta horizontal que pasa
por (0, a)

Puntos de corte de la parabola y la recta:
{y=(x—1)2y=a :(x—1)2=azx—1=i\/;:»x=1i\/;

Se cortan en (1 —\/E, a) y (1 +\/;, a)

El recinto cuya area se dice que vale 4/3 u’ es:
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I\4

1=V = 14 va

Por simetria respecto alarectax =1, el area es

\ 14+a , 1++a )
A=—F=12 [ [a—-(x-1D7dx= [ [2a-2x-1)7dx
1 1

3 3
Una primitiva de la funcién del integrando es p(x) = 2ax — Z(X,a,_ D o _baxr- 23(x —D_ Porla regla de

4 _ 6a(1+\/a—2(\/3)3 6a1-21—-1)° _  6a+6aa —2a\/a — 6a
Barrow,A—T—p(l +\/E)—p(1)_ S — . — -

Luego,% = %:aﬁ = \/a3 =1=a=1

1

Considera la funcién f(x) = {x sen(2x), six<0cos(nx) — 1, six > 0.Calcula [ f(x)dx
—m/4
Resolucién
Usando la linealidad de la integral definida respecto al intervalo de integracion

1 0 1
[ f(x)dx = [ xsen(2x)dx + [[coscos (mx) — 1]dx
—m/4 /4 0

Hallemos una primitiva de xsen (2x) usando el método de integracion por partes:

[u = xdx dv = sen(2x)dxv = %cos cos (2x) ] =

——xeoss B0 [ cos(2x)dx = —X= ) 4 L Lsen(2x) + a

—xc0scos (2x) + sen(2x) __ sen(2x) — 2xcoscos (2x)

2 4 4

Luego, una primitiva de xsen (2x) es p(x) =

Una primitiva de cos cos (mx) — lesq(x) = —(n;c) —X= —(ﬂx)n_ —.
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1
Por la regla de Barrow, | f(x)dx = p(0) — p(— m/4) + q(1) — q(0) =

—m/4
sen(2.0) — 2.0coscos (2.0)  _sen(—2m/4) —[—2m/4coscos (—2m/4) ] + (m) —ml ~  (m0) —m0
4 4 T T
1
J fdx=0- """ ¢ " —0=—"F—-1=""
—m/4
. .. 1+

Seala funcion f: (=1, 1) —» R definida por f(x) = 1_—:i:

a) Estudia la derivabilidad de f.
Resolucién

Usando la definicion de valor absoluto, f(x) = {%, si—1<x<0—% sio<x<1

x 1—x
Six # 0, f es continua y derivable por serlo las funciones racionales
, —1(1+x) = (1 =01 -2 . 1(1=x) — (1 +x)(=1) 2 .
x) = = , Sl —1<x<0 = , Si0<x <1

feo =1 (1+x)° (1+x)° (1-x° (1-x°

lim G = FO)= 18- = 1. Luego, f es continua en x = 0.

im pw= A= 2e i rw=—2o=2 Luego, f NO es derivable en x = 0

b) Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién

Observa que f'(x) = { — —<0, si —1<x<0 : — >0, si0<x < 1.

1+x) 1-x)

Luego, f es decreciente en el intervalo (-1, 0) y creciente en el intervalo (0, 1)

Considera las funciones f, g: R - R definidas por f(x) = —e* y g(x) =—-e™.
a) Esboza las graficas de dichas funciones.
b) Calcula la suma de las areas de los recintos acotados y limitados por las graficas de dichas funciones y
lasrectasx=-1y x=1.
Resolucién
Para la grafica de f tenemos en cuenta que

f(x) =—e*< 0, f(0) = —” = -1, f'(x) = —e* < 0 (fes decreciente), lim f(x)= 0, lim f(x)=— o
X = —00 X —> +0oo

Para la grafica de g tenemos en cuenta que
g(x)=-e7<0,g(0)=-e"=-1,g'(x) =e >0 (ges creciente), lim g(x)=— o, lim g(x)= 10
X — —00 X — 4o

{y =— exy = >—¢ =— 1x = (ex) = = 1ox = 0,y = -1. Las graficas se cortan el punto (0,

-1)
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A

1

N1 0 4/ P4
=2
y = —e*
-3
-4

1 1
Por simetria respecto A; = A,. Eldreaes A = A + A = 2f[—e = (—e)]dx = [ (2" — 2¢ Hdx
0 0

Una primitiva es p(x) = 2¢' — 2e (— 1) = 2¢" + 2¢ .

Por la regla de Barrow, 4 = p(1) — p(0) = 2¢' + 2¢ ' — (Ze0 + Zeo) = 2e + 2¢ ' — 4=2,17 4

Sea f: [0, 2] — Rla funcién definida por f(x) = {1 — e, si0<x < 12x — 1 — e, sil<x<2
a) Estudia la derivabilidad de f.
Resolucién
Six # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables

siendo f'(x) = {— e, si0<x < 12, sil < x<2

fo) =1-e'=1-e=f(x) =fM)=21-1-e=1-e Luego, fes continua en x = 1.

im = = ex im_rw-2 LUEZO, f NO es derivable en x = 1

Conclusién: f es derivable en [0, 2] - {1}

b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
Resolucién

Parax # 1, como f'(x) = {— €' <0, si0<x <12>0, sil < x<2 fesdecreciente en el intervalo (0,
1) y creciente

en el intervalo (1, 2). Y como f es continua, f tiene un minimo relativo en x = 1
Valoremos fen x = 0, x = 1, X = 2 para asi encontrar los extremos absolutos de f:
f(0)=1—e0=0; f(H)=1-e=-171;f2)=2.2-1-e=3-e=0,79

Minimo absoluto:x=1,y=1-e Maximo absoluto: x=2,y=3-e
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2

Calcula [ —; 4’; dx (Sugerencia: efectiia el cambio de variable t = x* — 3).
\/3— x —6x +10
Resolucién
2
Observa que (x2 - 3)2 +1=x"-6x*4+94+1=x"-6x*+10.Se pide [ Z—Zf dx
3 (@-3)+1

Fijate que, sin necesidad de hacer el cambio de variable, una primitiva de la funcién del integrando
es p(x) = 2 arctg((x* - 3).

2

2
Por la regla de Barrow, [ x‘*;ﬁ dx = p(2) — p(\/E’T) = Zarctg(zz — 3) — Zarctg(\/E’T — 3) =
A _

= 2arctg(1) — 2arctg(0) = % -0= %

Sean las funciones f, g: R — R definidas por f(x) =x*—x y g(x) =—x*+ 1.
a) Halla los puntos de corte (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) de las graficas
de fy g. Realiza un esbozo del recinto acotado y limitado por dichas graficas.
b) Calcula el area del recinto acotado y limitado por las graficas de fy g.
Resolucién

f(x) =0=>X3—X=X(X2— N=0x=0,x=+1, f(0) =0= fcortaalosejesen (0,0),(-1,0)y(1,0)
f(x)=3x*-1=0x =+ 413; (%) =6x ; f"(_ A /3; ) < 0 (mé&ximo) f”( 3; ) >0
(minimo)

lim  f(x)=— o, liT f(x)=+ oo
X - X > 400

gx)=0ex’=1ex=+1, g0)=-0°+1=1; g'(x) =-2x= 0 © x = 0, la grafica de g es la parabola
concava de vértice (0, 1) que corta alos ejes en (-1, 0), (1,0) y (0, 1).
Puntos de corte de las graficas:
3 2 3 2 3 2
{y=x —xy==—x+1=2>2x —x=—x +1=2x +x —x—1=0
Factoricemos usando laregla de Ruffini: 1 1! 1 1 —11221 -—-110 ;x-1D(x2+2x+1)

=x-Dx+1)2=0
x=1y=-124+1=0,x=-1,y=-(-1)2+1=0.Secortanen (-1,0) y (1, 0)

Las graficas y el recinto cuya area se pide es:

-10-



PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2025 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiez Nogales

Y

= —x’+1

-2 1l 0 1 2
3 i
y=x"—x |
s -1 :
! 2 3 ! 2 3
Eldreaes A= [[-x"+1—(x —x)]dx=[ (x+1—-x"—x)dx
-1 -1
e ags _ X X x _ 6x° + 12x — 4x° — 3x"
Una primitivaesp(x) = ——+ x ——— — —— = >
_ 61’ +121-41°-31" 6(-1)" +12(-1) — 4(-1)°- 3(-1)"
Por laregla de Barrow, A = p(— 1) — p(1) = - — B
A= 25 10 ot 33y
12 12 12 3 =7

-1 -



