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Préliminaire.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice 4 appartenant a M, ) soit diagonalisable est
que son polyndome caractéristique soit scindé et que chaque sous-espace propre ait pour dimension I'ordre
de multiplicité de la valeur propre associée.

det(4—21d) = (-1 [ (A - 2,)™
Autrement dit : k=1 et

Vkell,..r}, dim(Ker(4-2]1d)=a,

Partie 1.

Dans l'espace vectoriel [ ! ,soit ¢ T'endomorphisme dont la matrice relativement a la base canonique est
I 1 -1
4,=/1 1 1
11 1
1. Comment montrer, sans utiliser la méthode classique (polyndme caractéristique, valeurs propres, sous-

. . . A . .
espaces propres), méthode demandée dans la question 2, que ~“ est diagonalisable ?
Un peu de devinette ... peut-&tre!

Certes, il est facile de voir que 0 est valeur propre de 4, puisqu'il est clair que rang( 4, ) =2 et donc

que Ker( 4, ) est de dimension 1. Un vecteur propre associ¢ a la valeur propre 0 est par exemple le

1
-1
vecteur dont la matrice colonne des composantes relativement a la base canonique est
1 1 -1)0 0
1 1 1 (1(=2]1
I1 est déja moins évident de remarquer que b ! et de conclure que 2 est donc

A
valeur propre de ¢ .
Il devient tout a fait audacieux, dans une premicre question, de croire que les candidats vont en

déduire que 4, admet donc une troisieme valeur propre réelle A , vérifiant :
0+2+A, =Tr(4,)=3 soit A, =1

Ainsi} ~? admet donc trois valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable... Mais restons
sérieux, cette premicre question n'est pas a sa place et devrait simplement étre la conclusion de
la question 2 que nous allons traiter classiquement maintenant !
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2. Polyndme caractéristique :

1-1 1 -1 -1 1 0 -1 1 0
det(A(p—/lId)z 1 1-4 1 |=|4 1-4 2-A=A2-1)|1 1-1 1
! ! 1-4 0 1 2-2 0 soit encore :
0 ) T

C,-C, C, C+C,
det(4, — A1d) = 22— 2)[~(~2) 1] dou|det(4, —A1d) = ~A (L ~1)(L -2)

Les valeurs propres de 4, sont donc 0,1 et 2.

p]’\‘)f’ﬂlﬁ conS-—esnace nropre eqt AQ {‘li‘mﬁﬂﬂi‘f\ﬂ 1
AU T SoUST OO pat U propr T oot T O TS Ton 1

1 -1
y—-z=0
E, =Ker(4,) = Vect|| -1 soit £, = Vect|| 1
0)]  E =Ker(4,-1d xre=d I
3. o B=Rer(d, —1d) o géfini par:
0
-x+y-z=0
{ soit £, = Vect|| 1
x+y-z=0 {

E, = Ker(4, —21d) est défini par :

g ., A
On en déduit une base CREREY de U° constituée de vecteurs propres de ~? , en prenant par

exemple
(en identifiant un vecteur et la matrice colonne de ses composantes) :
1 -1 0
a=|-1|, =] 1|, ¢=|1
0 1 1

4. Notons que la définition des € nest pas précise, on ne sait pas qui est vecteur propre de qui...

Cependant pour les questions 4 et 5, ceci n'a pas d'importance. Il s'agit d'étudier la stabilité par ? d'un
sous espace-propre de dimension 1 et d'un sous-espace de dimension 2 engendré par 2 vecteurs

propres de @ .

Soit D, = Vect(c,) .

Soit € D, alors Ja ell ;u=ac de sorte que o) =ap(c) =0k ¢ €D, . D, est stable par ¢ .
5. Soit B = Vect(c,,c;)

Soit “€ R alors I(a,B) el ;u=ac, + P, de sorte que :
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o) =ap(c,)+ pp(c;) =ar ¢, + Phcs € B R (o qable par @ .

Partie I1.

. . 3 ) ) . .
Soient les endomorphismes f et g de ! ° de matrices relativement a la base canonique :

3 -ty
01 0 2 2
A=l10 0| ea=|=L 320
S/ g22
00 -l 0 0 1

. A, et A . . o .
1. Les matrices “/ < “ sont diagonalisables car elles sont symétriques réelles.

2. On montre que les endomorphismes f et g commutent en vérifiant que : A Ay =44, .
-3y
2 2
3 -1
Ang :AgAf = E 7 0
0 0 -1
Or en effet :
3. On vérifie effectivement que 1 est valeur propre de f. En effet le systéme définissant Ker(f —1d) o
-x+y=0
x—y=0
-2z=0

. Ce systeme est de rang 2 et donc Ker(f —1d) est de dimension 1.
o

al| avec a#0

Les vecteurs propres de f associés a la valeur propre 1 sont de la forme

1
. . . ¥ 0)
Pour vérifier que ces vecteurs sont aussi vecteurs propres de g, il suffit de vérifier que l'est.
1 1
4,01 |=|1
0 0 " o
Or en effet, et les vecteurs précédents sont donc vecteurs propres de g associés a la

valeur propre 1 aussi.




Ker(f +1d)

4. On vérifie également que —1 est valeur propre de f. En effet le systéme définissant est :

{x+y:O

x+y=0 . Ce systeme est de rang 1 et donc Ker(f +1d) est de dimension 2.

0 1
01, -1

Une base possible de Ker(f+1d) o par exemple : ! 0

Pour montrer que Ker(f +1d) et stable par g il suffit de prouver que les images par g des deux

vecteurs précédents, sont des éléments de Ker(f +1d)

0 0 1 2 1
A, 10(=10| et 4, |-1|=-2]=2]|-1
Or en effet : I ! 0 0 0 ce qui prouve le résultat souhaité.

On montre en fait a cette occasion que les deux vecteurs précédents sont vecteurs propres de g associés
respectivement aux valeurs propres 1 et 2 de g.

Rq : I me semble qu'il eut été naturel de faire conclure a I'existence d'une base de ¥~ constituée de
vecteurs propres communs a fet g, base relativement a laquelle les matrices de f et g sont
diagonales.

Partie II1.

Soit cette fois I'endomorphisme 9 dont la matrice relativement a la base canonique de ¥ *est:

1 1 0
A =|-1 2 1

1 0 1

A L A
1. Polynome caractéristique de ¢ .
1-1 1 0
det(4, —Ald)=| -1 2-1 1 [=1+(1-A)A°-34+3)=-2"+41° -6 +4
1 0 1-1

(développement suivant la derniére ligne) .

~2ld) = (A =2)(-A" +24-2) = ~(A-2)| (A-1)* +1
On voit que 2 est racine, d'ou : det(d, —A1d) = (2 -2)(=4"+24-2) = (4 )[(A )+ ]

Rq : la mise en facteur de 4 —2 pouvait se voir plus rapidement en remplagant dans le déterminant la
premiere colonne par la somme des trois colonnes

A g . . | . .
2. Le polynome caractéristique n'étant pas scindé sur ¥ |, la matrice “* n'est pas diagonalisable.




u=zx0

3. ® Soit u un vecteur propre de ¢ , alors : {3’1 el 5 ¢(u) = Au .
Soit V€ Vect(w), Jaell ;v=au , de sorte que d(v) =ap(u) =atu € Vect(u) , ce qui traduit
que

Veet() et stable par ¢

Vect(u)

® Réciproquement, soit une droite vectorielle stable par $ Onaen particulier

d(u) € Vect(u) A el ;o(u)=Au

soit ce qui traduit que u est vecteur propre de ¢

On en déduit qu'il existe une unique droite vectorielle stable par ¢ , c'est celle engendrée par un
vecteur

propre associé a 1'unique valeur propre 2 de ¢

1
{—x +y=0 Ker(¢ —21d) = Vect| | 1
- : - = . 1
or Ker(@—21d) g dsfini par le systéme : x+z=0 soit

Ker(¢) = {0}

4. P est bijectif car 0 n'est pas valeur propre de ¢ , de sorte que , SOit ¢ est injective, donc

bijective puisque l'on est en dimension finie.

5. Notons que dans les questions 5,6 ,7, beaucoup de parenthéses seraient les bien venues et que leur
absence nuit beaucoup a la clarté de la lecture.

Ex : dim¢(F) au lieu de dim(d)(F)) Kery ll¢ aulieude Ker(y l¢)

D'une maniére générale, rappelons qu'un endomorphisme bijectif 9 transforme une famille de
vecteurs

libre en une famille libre, et par conséquent la base d'un sous-espace F en la base du sous-espace $(F)

Ainsi, si F est un sous-espace de B , on obtient bien le résultat souhaité : d1m(q)(F)) = dim(F) .

Démonstration peut-étre attendue :
Soit (y,..out,) une base de F. Alors , par définition (@), P, )) est une famille génératrice de

¢(F) . Or cette famille est aussi une famille libre car la relation apQu) +...+ 0 $u,) =0 s'écrit

Ploguy +...+a,u,) =0 soit au +..+ou, eKer(@) (oo
ou, +...+a.u. =0 cequiimplique a, =...=a, =0 (u,...,u,)

, puisque est une famille libre.

6. ® Soit F un sous-espace vectoriel de [ * tel que ¢(F)=F , alors F est bien stable par ¢

* Réciproquement, soit F un sous-espace vectoriel de ¥ * stable par ¢ , alors ) F

vu

, mais on a

dim(§(F)) = dim(F)

a la question précédente que et par suite 'inclusion devient une égalité.



¢ SF)=F

. . 3
Conclusion { F sous-espace vectoriel de ¥~ stable par

7. Notons une grosse faute de notation dans la définition de ¥ . L'écriture vy z)=ax+fy+yz g

v ((x,y.2))=ax+By+yz

au minimum devenir ou peut-étre mieux : ¥ ) =X+ By+yz nouun

X

y

. . . : 3 z
vecteur u dont la matrice colonne des composantes relativement a la base canonique de ¥~ est

N , . N P . . . 3
(a) La encore une rédaction a revoir, il ne s'agit pas de la matrice de ¥ dans la base canonique de ¥~
. 3 . . . .
¥ n'est pas un endomorphisme de ¥~ mais de la matrice de ¥ relativement aux bases canoniques
3
de 07 etde U .

La matrice attendue est : M"’ =(a.p.7) .

(b) Par définition :

o) ={uel’; gy eH|={ucl®; y(p@)=0}={ucl’: (yI¢)u)=0}=Ker(yI¢)

Conclusion : ¢~ (H) = Ker(y ) g

(c) D'aprés 6, H est stable par ¢ SoH)=H

—1 _
¢ tant bijectif, la condition précédente peut s'écrire : H est stable par ¢ <9 (H)=H

Autrement dit, d'aprés (b) : LH est stable par ¢ < Ker(y l¢) = Ker(y)|

(d) Ker(w) =H o5t un sous-espace vectoriel de ¥ * de dimension 2. Il admet une infinité de

supplémentaires qui sont des sous-espaces de [ * de dimension 1. (application du théoréme de la
base incompléte)

. _ w3
Ainsi on a bien : | 3F sdim(F) =1 et: 0" =Ker(y)® F

(e) Soient Vi e Vs deux formes linéaires non nulles sur .

u, e F F = Vect(u,)

Soit tel que , en d'autres termes, %o est une base de F.

Jaell ;u=

. au
Soit # € F' alors 0 etona:

{l//](u):allll(uo) avec v, (u,)#0 et w,(u,)#=0

W, (W) =owy,(u,)

v, (1)
VueF, v (u) :Allh(u)
On en déduit que : v, () autrement dit :
vy, = Ay, avec 4 _ W)
v, (uy) )



Notons bien stir que 4 est bien indépendant du choix de % En effet si on prend a la place de

u,
v, (u,) _ ay,(uy) _ v, (1)
un élément 1 = %% gyec @ #0 ,on aura : vo(w) ay, () w,(u) .
(f) A nouveau une maladresse de notation, x qui était précédemment une composante de vecteur
devient dans cette question un vecteur... c'était aussi le cas au (c)
3 _
* Supposons qu'il existe 4#0 tel que Vuell™, (y14)u) _)“W(”), autrement dit

yllg=21y

Alors, soit ¥ € H | c'esta dire “ € Ker() Montrons que pw)e H
Or en effer. ¥ (#@)) =W 19)w) = Ay () =0
pw)e H

, Ce qui prouve que ¢(u) € Ker(y) it
Conclusion : H est stable par ¢
Plus rapidement : I'hypothése ¥ g =21y implique que Ker(y ¢) = Ker(y) , ce qui, d'apres
(c) est équivalent a : H est stable par ¢
® Réciproquement, supposons que H est stable par ¢

3
Alors utilisons la somme directe U =Kery)®F=H®F i

Vuel®,u=u, +u, avec w(u,)=0 et ¢(uH)EH,et0nendéduitque:

o VUl y 09)w) =y 0o)u,) + v 1)) = W ES)u,) o v =y ()

Or les restrictions 1@ g et @ de ¥V g ety a F sont deux formes linéaires non nulles :

Ker(y)=10"

- évident pour @ , Sinon on aurait et ¥ serait identiquement nulle.

- 8i @ He était nulle sur 7, ¥ N serait nulle sur &’ et comme ¢ est bijectif, V' serait
identiquement nulle, et on arrive la aussi a une contradiction.

Mais alors, il existe 2 €Y tel que @ g = /h@ et on peut écrire :
v 39)up) = W U9)u) = A0 (ur) et v () =) 4o ot que dapres o -
3
Vuell ™, (v Bo)u) =Ay(u) cqfd.

(g) On a donc rellsylg=2Ay o qui se traduit matriciellement par :
I 10
(@ B y)-1 2 1|=Ma B y) soit(a—B+y a+2f B+y)=i(a B 7)
1 01
a—-pB+y a a a
a+2p |[=A|B| soit ‘4| B|=A|p
B+y Y Y Y

ce que l'on peut écrire sous une la forme suivante :



a
p
y t
ce qui traduit que est vecteur propre de "¢ .
Plus rapidement, on pouvait aussi €crire :

o o
(@ B y)4,=A(a B 7y) etentransposant: 4| B |=A|p
4 /4
o
p=| P
Conclusion : | H est stable par V) est vecteur propre de l ¢,

t t
(h) Les valeurs propres de 4, sont les mémes que celles de 4 , donc 4 n'a que 2 comme valeur
—-a—fF+y=0
t

propre. Le sous-espace propre de 4, associé a 2 est défini par : {a =0

ce qui fait que

Le seul plan vectoriel stable par 9 estle plan d'équation : Y+ %= 0

Partie I'V.

Un espace euclidien est par définition un espace de dimension finie, un espace euclidien de dimension
finie est donc un pléonasme.

1. Soit donc un espace euclidien £ de dimension supérieure ou égale a 2.
Soit @ un élément de E de norme 1 et ® un réel tel que @ # 0 .
Enfin soit I'application Ja définie sur £ par : VxeE, f.(x)=x+alx/a)a .

Il est clair que g va bien de £ dans E.

On peut justifier la linéarité de manicre habituelle en calculant Ja(Ax+py) et en utilisant le caractere
bilinéaire du produit scalaire, mais il me semble plus judicieux de dire plus rapidement que

Jo=ld+ap, ou Pa estla projection orthogonale sur Vect(a)
endomorphismes de £, donc est un endomorphisme de E.

et donc Ja est la somme de deux

2. ® Premiére méthode lourde !
VxeE, (f, 1f)(x) =/, (x+B{x/aya)=x+p(x/aya+a((x+p(x/a)a)/aya ...

VxeE, (f, Nfﬁ)(x) =x+pB{x/aya+a{x/aya+af{x/ayalaya=x+(a+P+af)x/a)a
Soit finalement VxeE, (f, 1)) = forprap(X)
cherché : V(a,p)ell”, Jo By =1 |X|fa.

* Deuxiéme méthode.

expression symétrique en > B dou le résultat



*2 _ _
Via,pyell =, [ Ufy =(d+ap)i(d+Bp)=1d+(a+B)p, +af(p,Up,) s Pu estun

projecteur, donc Pa Up, =P, et par suite :

*2 _ _
Ve, p)ell ™, f Ufy=ld+(a+B+aB)p, = fopu . Ce qui prouve le résultat demandé.

3 Y@ B, (xl f(0) = /v +aly/aya)y = (x/ y) +alyla)x/a)

Par ailleurs S y) =/ fa (X)) d'aprés le caractere symétrique du produit scalaire, et en

appliquant le calcul précédent, on a : {fa ) y) =yl x)+alx/a)yla) d'ou I'égalité demandée :

2 —
Vny)e £, (x/fo (V) ={fa(¥)/ ) ce qui traduit que P est un endomorphisme symétrique de

4. a est vecteur propre de S .

En effet, Jo(@=a+ala/aja=(1+a)a ce qui traduit que a est vecteur propre de Ja associé a la
valeur propre 1+& puisque @ # 0 .

5. Montrons que 1 est valeur propre de Ja .

On cherche donc 'existence d'un * # 0 tel que Jo(x)=x soit alx/a)a=0

tous

ce qui est vérifié par

les vecteurs non nuls de l'orthogonal de ¥ °H(@)

sous-espace vectoriel de £ de dimension au moins 1

L
Conclusion . 1 _est valeur nronre-de fa et le sous-espace nropre-associé est (VeCt(Cl))
. T—COt-VaCHH—Propreac Ct1CSOHS-COPACCPIOPIeadSOIC-GSt g

L'endomorphisme P est diagonalisable parce qu'il est symétrique, ou bien, avec les deux résultats

précédents parce que E est la somme directe des deux sous-espaces propres de Ja associés aux deux
valeurs propres 1+ et 1.

6. P est inversible si 0 n'est pas valeur propre, soitsi & # —1 .

Jo ¥ Jy =ld+(a+p+ap)p, nous permet de dire que Jo 11y =1d

Dans ce cas, la relation si et

) -
a+ pB+aP =0 soit pour f = ——
seulement si l+a

fa' =1

Ainsi on peut dire que si & # —1, Ja est inversible et que a],




7. o est une isométrie si VxeE, [f0o=]x| soit [, (x)”z =[x H2

VxekE, Hx”z:||x”2+ocz(x/a>2+2oz<x/a>2 soit o (a +2){(x/a)> =0

c'est a dire si :

a(a+2)=0

En particulier pour ¥ =@ on doit avoir et comme & # 0 on doit avoir @ =2 |

La condition nécessaire @ =—2 est une condition suffisante, remplacer @ par —2 dans la relation
VxekE, H x”2 = H X Hz +o’{x/a)’ +2a{x/a)’

(Vect(a))l

Dans le cas & =—2 | /o est la symétrie orthogonale par rapport a

Une autre solution peut étre :
On sait que les seules valeurs propres possibles d'une isométrie sont 1 et —1.

Comme les valeurs propres de P sont 1+a etletque I+ #1 unecondition nécessaire pour que

' soit une isométrie est que 1+a=-1 soit o =-2

(Vect(a))l

Or on reconnait en I la symétrie orthogonale par rapport a , ce qui fait que S est

effectivement une isomeétrie.

8. Soit ' un sous-espace de E stable par Ja .

1
Soit X € F~ , montrons que Jo()eF .

Pour cela, soit ¥ € F , on doit montrer que {fa(¥)/y)=0 .
Or en effet, d'aprés 3, S yy=x/f, (¥ =0 car Jo(V)eF et xe F .

Fin
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