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o Notations : vecteur — V (gras) ; norme du vecteur V — ¥ (italique) ; vecteur unitaire — a.

LE CHANT DES BULLES

Ce probleme étudie diverses propriétés liées a des bulles d’air dans 1’eau. On rappelle que,
en 1’absence de toute force volumique extérieure (et en particulier en négligeant la pesanteur,

ce qui sera le cas dans tout ce probléme), le champ des vitesses v (de norme Y ) dans un
fluide non visqueux de masse volumique /et le champ des pressions p sont liés entre eux par
la relation d’Euler d’une part, I’équation de conservation de la masse d’autre part :

, ng . (v.grad)v} —grd(p).  dv(pv)+ L =0

[Rappel d'une identité vectorielle : (v.grad)v = %grad (Uz) — v Arot (v)}

Dans tout le probléme, exprimer signifie donner I’expression littérale et calculer signifie
donner la valeur numérique.

Partie I Evolution de I’air contenu dans une bulle

I-1 Propagation du son dans ’air

Hypotheses et notations
L'air est considéré comme un fluide homogéne et parfait dont le rapport des capacités
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}/ = —
. C, . . ,
thermiques v est constant. La masse volumique et la pression dans I'air au repos sont

notées respectivement Po ¢t Po- On étudie des mouvements de faible amplitude et de
faible vitesse (approximation acoustique), de sorte que les termes du second ordre seront

T R . , . . r,t .
négligés dans les équations d'évolution de la masse volumique P ( ’ ) , de la pression

p (r,t) et de la vitesse V(r’t) du fluide, au point r et a l'instant z. On pose
p(r)=p(t)=p,  pi(r1)=p(r0)-p, Pl <<lpol o Ipil<<lpo]

avece

R (an
: . : . . 0 V. op
L’évolution de 1’air est traitée comme isentropique et I’on note Sle
coefficient de compressibilité isentropique. On trouvera un formulaire d’analyse vectorielle
apres la fin de 1’énoncé.

Q 1 — Etablir, en utilisant la relation d’Euler et I’équation de conservation de la masse, deux

équations aux dérivées partielles, faisant intervenir Po , et reliant P , Pr ey,

Q 2 — Comment justifier le caractére isentropique de I’évolution de I’air ? Etablir la relation

_ L(a_/’
Py \ 0P

Xo j
5 ; en déduire, d’une part 1’expression de %o en fonction de Po , P et P

1 1

i

Xo=——=
, d’autre part la relation rpYpPo

D (r,t)

Q 3 — Etablir I’équation d’évolution de ; exprimer la vitesse caractéristique, ¢, des

solutions en fonction de P et de %0 . Quelle est la forme générale des solutions en ondes

L . tx(r=xxi)
planes se propageant, indépendamment, selon les directions ?

—-10° — -3 —
Q 4 — On donne Po~ 10° Pa , Py =1,3 kg.m et V= 1,40 ; calculer ¢. Déterminer
aussi le domaine de variation de la longueur d’onde /associée aux ondes du domaine audio
(bande de fréquences de 100 Hz a 10 kHz, environ).

1-2 Etude d’une bulle d’air

L'air est maintenant enfermé dans une bulle sphérique entierement plongée dans |’eau, et de

rayon R(t) , dont nous allons étudier les oscillations sous la forme R(t) =R, +¢ (t) ;le

R, . . e ‘é (1)‘ <<R, o
rayon moyen ne dépasse guere quelques millimétres et . On néglige tout
effet de tension superficielle et toute variation de la variation hydrostatique de la pression
dans I’eau.

U 5 — Justifier que, dans ces conditions, I’on puisse supposer que la pression a I’intérieur de
la bulle est uniforme.
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Q 6 — On notera donc Ps (t) la pression uniforme de ’air contenu dans la bulle de rayon

R (l) . Etablir, pour des oscillations isentropiques, la relation [es] :

Ps (t)_po 13y é‘(t) —0.
Po R,

Partie II Oscillations d’une bulle d’air dans I’eau

Les deux points de vue décrits ci-desous en 1I-1 et II-2 sont largement indépendants 1’un de
. dR -~ d’R
R=—— R-=

? 2
I’autre. On notera dt dt

. . R(t)=R,+& (¢t .
Une bulle d’air sphérique, de rayon ( ) 0 5( ) et de centre O est immergée dans
I’eau, considérée comme un fluide parfait illimité. A grande distance de la bulle d’air, la

etc.

pression dans 1’eau est notée Po 14 pression de 1’air dans la bulle est uniforme et sa valeur

t oy t t . N
est notée 5 (7) . Les variations de 5 (1) et de 5( ) sont supposées conformes a I’étude
de la partie I-2 ; en particulier, la relation [es] est supposée étre vérifiée a chaque instant.

II-1 Oscillations dans un fluide parfait incompressible

v(r,t)=v(rtr)é

Soit PE 1a masse volumique, constante, de I’eau et " la vitesse d’une

. . r>R(t
particule d’eau a la distance ( ) du centre O.

o (1) = [Mj ‘;_f

0 7- Etablir la relation r

. t . . .
Q 8 — Soit P (r, ) le champ de pression dans 1’eau ; exprimer 1’équation d’Euler sous la
9%
, ) a— : P R(t) L
forme d’une relation donnant ¢7 en fonction de £, r, et des dérivées temporelles

R() o R(1).

lim p (7.t lim p(r,¢)
Q 9 — Préciser les valeurs de "—mp( ) et R0 )

t)|[<<R
O 10 — Toujours sous ’hypothése ‘5( )’ %, donner I’équation différentielle régissant

2
(1) O =3 gy =2
; on fera intervenir la pulsation de Minnaert 0Pr

R,=10"m p,=10"Pa p,=10x10" kgm™

0 11 - Calculer ¥ et Y pour et



Le chant des bulles

y =1,40. Justifier ’hypothése d’uniformité de la pression faite en I-2.

t . .
Q 12— Donner, a I’ordre le plus bas par rapport a é( ) ou a ses dérivées, I’expression de
la vitesse v (r,t) et celle de la pression p (r,t) a la distance » du centre de la bulle. On

constate qu’une modification de 2’:( ) se répercute en une variation simultanée de la
pression ; quelle est ’hypothése du modele qui impose cette transmission instantanée des
variations de volume ou de pression ?

I1-2 Propagation d’ondes acoustiques dans I’eau
Il faut donc considérer I’eau comme un fluide parfait compressible, de masse volumique

uniforme au repos Pe ; la célérité des ondes acoustiques dans ce milieu est notée . On se
place toujours dans les conditions usuelles de 1’approximation acoustique : les ondes sont de

faible amplitude et les équations de la dynamique des fluides sont linéarisées. Soit p (r,t)

) ) . ) r>R(t rt
la pression en un point de ’eau a la distance ( ) du centre. On admet que P ( ) est
2

1 0
Ap(rt) =—=—=p(r1)

solution de I’équation ¢y Of et I’on cherche les solutions de cette
ﬂ(r,t)
| p(ri)=put pi(r0) =i+ N
équation sous la forme - ce qui définit .

Q 13 — Etablir et identifier (nommer) 1’équation aux dérivées partielles [g4] satisfaite par

1
2(rt) | _— p(r)=po+ o (w)
"/ En déduire que la pression s’exprime sous la forme r
_r—R,

Cg

, ol

u=t

. La fonction ? ne peut pas étre déterminée a ce stade.

a(r,t) = a(r,t)é

O 14 — Exprimer I’accélération d’une particule d’eau, ", en fonction de

0'(u)=22
du , de P , e et de . Montrer que ? est solution de
R, do d’¢

¥ =p R?Z >
c, du+(p(u) Pr 0 g2

(p(u) , de sa dérivée

I’équation différentielle, notée ci-aprés [1],

[1].

u d2 C ]
o(u)= pEcEROJ0 d—ZEexp[E‘Z(z—u)}dz

L’équation [1] admet la solution exacte , qui

s’annule pour =0 Nous préférerons cependant adopter un traitement perturbatif du
probléme. On admettra que, passé le transitoire, la solution particuliere de [1] s’écrit sous la

r—R
( = O ]
forme d’une série des dérivées successives de S par rapport a U E :
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. © i RO k d(k+2)
<P(u)=PER6kZ:;,(—1) [—} T/j(”)

Cr

. .. t .
O 15 — Sous quelle(s) condition(s) peut-on choisir pour P (r, ) I’expression approchée

[ ]
2 1 " -R 1 m - R
p(r,t):p0+pER({;§ (t—rc—oj_c_g (z_"c oﬂ
E E E [%]

U 16 — On accepte la forme [jg] et I’on suppose que le terme de dérivée troisiéme y est
négligeable. Exprimer sous cette hypothése la continuité de la pression a la surface de

séparation de la bulle d’air et de I’eau. En déduire I’équation d’évolution de é(t)’ en

_ / Po
wM - 3y Rzp
faisant intervenir a nouveau la pulsation de Minnaert OFE  introduite a la

question 10.
{0 (r.1), p(r1).v(r1)}

oscillations a la pulsation Oy ) est-elle plus satisfaisante que la solution établie a la question
10 (établie sous I’hypothése d’incompressibilité du fluide) ?

Q 17 — En quoi la forme des solutions (ce sont toujours des

O 18 — On considére maintenant que, dans 1’équation [jg], le terme de dérivée troisiéme est
un terme correctif ; dans ces conditions, on admettra fondé¢ d’exprimer ce terme comme la
dérivée troisiéme de la solution trouvée a la question 16. Etablir alors la relation

p(r,t)zp0+pER§{l,§"(t_ﬂ]+ﬁé,(t_ r—Roﬂ
r

Cg Cg Cg

En déduire, en relation avec la question 6, I’équation d’évolution

de
dz

+2FcoM%+a)f4§(t) - 0.

Q 19 - Discuter ’origine physique et la valeur numérique du coefficient I 1a Fig. 1

=10’ Pa

correspond a Po et V7 1,40 . Estimer, avec ces données, le rayon moyen de la

bulle.
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Fig. 1 - Forme du signal acoustique produit par une bulle d’air dans l’eau. Les abscisses sont
graduées en millisecondes. L’échelle verticale est en unité arbitraire (u.a.), proportionnelle a

’amplitude du signal acoustique.
(extrait de Passive acoustic bubble sizing in sparged systems, R. Menasseh et al., Mai 2000).

Partie III Couplage acoustique de bulles

Introduction a la partie 111

On étudie (Fig. 2) deux bulles sphériques d’air plongées dans I’eau, et dont les centres sont
disposés a la distance d I'un de I’autre. Le rayon d’équilibre de chaque bulle est le méme et
I’on s’intéresse aux oscillations de taille de ces bulles, couplées acoustiquement entre elles.

. R, (1) =R.+¢&, (1)

- ‘i{M 4
N— HP

" =1 ou 2 et I’on suppose, ce qui est largement réalisé

admet que la pression dans 1’eau au point M et a

Fig. 2 - Deux bulles dair dans I'eau, excitées p (M,[) =p,+ D (M, t) +p, (M’ t)
par le haut-parieur HF. Lhydrophone M >
détecte le signal acoustique produit par les
oscillations forcées des bulles. . Dy ( t) . . i

ou est la surpression acoustique causée par

I’oscillation de la bulle £. Cette relation signifie que le champ de surpression total est la
superposition des champs produits par chacune des bulles, supposée isolée. On admet aussi
que, pour un point A, de la surface de la bulle k, la relation suivante, qui généralise la
relation [gw] de la question 6, est applicable :

P (Akat)"‘pz (Alwt) +3y Sk (t)
Do R,

=0.

On admet enfin que, a l'instar de la relation établie a la question 18, la surpression
M,¢ . o .

P ( ’ ) rayonnée par la bulle £ en un point M situé¢ a la distance 'k de son centre

satisfait la relation :

2

1 " ’ -
P (M.0) = p, 2| L k(uk>+“’—~wsk(uk)} woi i
ou

T Cp
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On appelle mode 1’ensemble (51, 52) Le mode symétrique satisfait & (l) =% (t) et le

S (t) ==&, (t)

¢, <<, d '

mode antisymétrique . On suppose enfin vérifiée 1’ inégalité

I11-1 Etude théorique du couplage
Q 20 — Etablir le systéme suivant, en particulier exprimer le paramétre de couplage & en
fonction de d et de R, :
&+a&+2lm, (éll + cle) + wix/él =0
ytag!+2lo, (& +&)+ &, =0

U 21 - Le dispositif expérimental (Fig. 3) est
agencé pour produire des oscillations

symétriques des bulles. Déterminer dans ce cas la

E}E ‘ ‘ {ﬂ pseudo-période des oscillations amorties ; on

- supposera bien entendu satisfaite 1’inégalité

Fig. 3 - Principe de l'excitation de I'<<l (cf. question 19). Comparer le

. , : e
modes symétrigues. ?oefﬁgle’rlt d amortlssgment du mode symétrique
a celui d’une bulle unique.

Q 22 — Etudier les pulsations et I’amortissement du systéme pour le mode antisymétrique.

O 23 - On suppose maintenant que 1’excitation est quelconque ; les modes ne sont ni
symétriques ni antisymeétriques ; quel est le comportement du systéme aux temps tres longs
(on ne manquera pas de préciser le sens de temps tres long) ?

II1-2 Discussion du couplage

La Fig. 4 reproduit des résultats expérimentaux extraits de la thése de Leroy (2004). Les

... . . T < .
conditions expérimentales garantissent 1’inégalité R, <<d Les deux bulles ne sont pas

exactement identiques (les losanges noirs et blancs, sur I’axe des ordonnées correspondent a
des bulles isolées, leur distance d étant alors infinie).

1 1
FJR = fz = 0,47
00 moyen

On conviendra de la valeur moyenne pour ces deux bulles d

_ 3 -3
U 24 — En gardant les valeurs numériques de la question 19 (et pr=1,0x10"kg.m ) et
en utilisant I’expression de la pulsation de Minnaert donnée a la question 10, calculer le

R
( O)nwyen Correspondant él .f;lzr)yen
bulles réelles ?

. Quel est I’écart relatif entre ce rayon moyen et celui des

O 25 — La forme des courbes et la relation, au jugé, entre leurs pentes sont-elles en accord
avec les prédictions théoriques ?

Q 26 — Les fréquences étant exprimées en kHz, le dépouillement des courbes donne, avec
des notations standard
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0n.52 _l/,f1 _______________ |11;_edu:$x[}1tlriqle;u ______

|.1i lle 2 : i ' ; i ) ? R
S— :I‘ S - \h """-"""""'f‘""""i Lz = L 1+ 1,03$
/ sl 200 N o \L48 d

' 1

s=|—[1-0,97—==|.
1 1,46 d

Analysez ces résultats.

0.48

mode ant

S

0.40 i L
0.00 0.04 0.08 0.

0.44 |-

U 27 — On constate que les durées
caractéristiques de 1’amortissement
ordonneée : 1/F ; la fréequence f est en kHz. des modes  symétrique et

antisymétrique  sont quasiment
identiques. Quels sont les phénomeénes, non pris en compte ici, qui pourraient rendre compte
de ce désaccord avec la prévision théorique ?

Fig.4 - Excitation de modes ; abscisse © Ro'd et

O 28 — Des travaux de NYSTUEN (1999) visent a utiliser des enregistrements acoustiques
pour mesurer les débits de pluie dans [’océan, en utilisant des microphones immergés.
Comment I’enregistrement acoustique des oscillations de bulles peut-il étre relié a la mesure
de la pluviométrie ?

Fin de I’énoncé

Notations, rappels - Un systéme d’axes orthonormés direct Oxyz est associé a la base

(enee) . R ‘ :
directe \ ** ¥’ ?/  voir Fig. page suivante. On lui associe un systéme de coordonnées

r,0,0)

A

e,,eo,e(p)

sphériques de centre O et d’axe Oz, noté ( et associé a la base locale (

En coordonnées sphériques, les expressions du gradient et du laplacien d’une fonction f ne
dépendant que de la distance » au centre O sont
A

4

Af = izi[rz ﬂj
¥ dr dar

:f"(r)+2ir).

r

v

- 4 Pour un vecteur ne dépendant que de 7 :
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div(W)= %%(rzW(r))

W= (r)é, = :W,(r)”@

rot(W)=0.

rot[rot(a)} =grad [div (a)} —Aa.

Enfin, pour tout vecteur a,

Fin du probléme

Le dispositif historique de Minnaert.



