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RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

1.- Dados los puntos A(1, 0, 1), B(0,0,-1) y C(3, a, B), se pide:
(a) Determina, si es posible, a y 3 de forma que los tres puntos estén alineados.
Resolucién

Si los puntos estan alineados A_& =(2,0,p—-1)// A_]_E} =(—10-2)
r

Luego, % = % = [3_—21 .Resolviendo,a =0 y 1-f=-4,3=5.

Conclusion: A, By C estan alineados © a =0, 3 = 5.

(b) Encuentra, si existe, un punto Q situado en el eje OY y tal que el tridangulo ABQ sea un triangulo
rectangulo con angulo recto en B.
Resolucién

Q

A B

Como el eje OY tiene ecuaciones OY: {x = 0y = kz = 0, el punto Q que buscamos es de la forma Q(0, k,
0).
Tenemos A(1, 0, 1), B(0, 0, -1).

ABQ es rectangulo con angulo recto en B & B;l =(1,0,2)L B_)Q =(0,k1) & B_}l . B_)Q =0

BA . BQ = 2+#0.Luego, no hay ningun punto del eje OY para el que el triangulo sea rectangulo en B

(c) SiD es el punto D(2, 0, -2), prueba que el triangulo ABD es rectangulo y calcula su area.
Resolucién

Ed e - - - -
BA =(1,0,2), BD =(2,0,—1) ; BA. BD =2 -2 =0 =BA L BD = ABD es rectangulo
en B

D
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Por ser rectangulo en B, A(triangulo) = %| BA || BD | = % \/57\/§ = % = 2,5 W

2.- Halla la ecuacién de una circunferencia sabiendo que su centro esta en la recta de ecuaciony =x + 1,
que es tangente a larectay = x y que también es tangente alarectay = 0.

Resolucién
Como el centro esta en larectay = x + 1, sera de la forma O(a,a + 1)

ry=x = r:x-y=_0, s:y=0.Elradio R es la distancia del centro a cualquiera de las tangentes:

Usando la férmula de la distancia de un punto a una recta:

R=dist(0,1) = dist(0,s) > R = —=t=tl = lotll_p L — & — g 4 )
1P+ (-1 \Jo? +1° a
Luego,a+1:Tﬂ,a:“/227—1:\/272—2 éa+1=_f:a=_22—1=_€_2

Por tanto, hay dos circunferencias:

2

2

SANESE VNS TS AN A
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3.-
(a) Los tres planos cuyas ecuaciones son, respectivamente,
fx+2y+az=12x+y +az=03x+3y —2z=1
se cortan en una recta. ;Cuanto vale a?
Resolucién
Como los planos se cortan en una recta, debe ser
rg(12a21a33 —2)=rg(12a121a033 —21)= 2.
En particular |2a11a03 — 21|= 0.Desarrollando,2a-2-3a-a=0;-2a-2=0,a=-1

(b) Determina el simétrico del punto P(1, 0, 1) respecto de la recta determinada en el apartado anterior.
Resolucién

Comoa=-1,nos quedaelsistema{x + 2y —z=12x + y — z = 03x + 3y — 2z = 1. Eliminamos

la 32 ecuacion porque es suma de las

otrasdosynosquedalarectar:{x + 2y —z=12x+y —z =0

Haciendox=0queda {2y —z =1y —z=0 ;y=z; 2z-z=1=z=1=y. Luego, el punto (0, 1, 1)
ETL

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

definen: d =i j k12 =121 —1]|=(=1, -1, =3)// (1, 1,3) =
ri{x=ky=1+kz=1+ 3k

El punto simétrico de P respecto de r seria el punto Q del dibujo.

o

=

A ST I |

- Hallamos el plano 1 que pasa por P y es ortogonal a la recta.

—

Un vector normal n del plano Tt es el vector directorder: n = d = (1, 1, 3)

Como T pasa por P, entoncesm: 1(x-1) + 1(y-0) +3(z-1)=0=> m:x+y+3z-4=0

- Hallamos M, punto de corte de r y m, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:
Sustituyendo en la ecuacion del plano, k+1+k+3(1+3k)-4=0;11k=0;k=0=>M(0,1,1)
- Por ultimo, hallamos el simétrico Q(a, b, ¢) de P(1, 0, 1) usando que M es el punto medio del
segmentoPQ:{aTH= 0=a =— 1b—J2r0= 1=b = 2%= 1, ¢+ 1 = 2=c =1 .Elpunto
simétrico que se pidees Q(— 1, 2, 1)

4.- Calcula dos vectores u = (1, u, u3) y v = (vl, v, 0) de R? que formen un 4ngulo de 452 y cuyo

producto vectorial es el vector w = (1, 1, 0).
Resolucién

Para poder trabajar mas facilmente, u = (1, u, ug) =(1,ab)y 17 = (vl, v, O) = (¢, d,0)

-3-
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— -

wxv =|ijklabcd0|=(-bd, be, d —a)=w =(1,1,0)={bd =— 1bc = 1d = ac
cyd#

(luego,a,b,cyd # 0)
Sustituyendod = ac, {bac =— 1bc =1 =>a=—1;d =—c = _le>
u=(1, -1,b), v =(4 50

B — — — - 2
Como forman un angulode 452= u . v =%=|u | |v |coscos450 :>%=\/b + 2 4/%.%

2 2

2 _ N _ 2 _ _
—=\b"+2 ——=\b"+2 =22b" +2=42b =142

Sib = \/5 los vectores son 1: = (1, -1, 2), 17 = (;, _—1, 0)

Sib =—\/? los vectores son 1_[ = (1, - 1,- ﬁ), 17 = (—, —_— 0)

5.- Halla la ecuacién de la parabola cuyo foco es el punto (0, 2) y cuya directriz es la recta de
ecuaciony = -2.

Resoluci6n
La parabola que se pide es el L.G. de los puntos P(x, y) que equidistan de la directriz, r: y + 2 = 0 y del
foco F(0, 2), es decir dist(P, F) = dist(P, r)

Luego, \/xz + (y — 2)2 = % = |y + 2|.Elevando al cuadrado, x* + y* - 4y + 4 = y* + 4y +4
0°+1

Simplificando nos queda la ecuacién de la parabola p: x* = 8y

6.- Seanry s las rectas dadas por:
rx+y—-1=02x-y+z=0 s:{83x+2y—-3=02x+y=0
Determina la ecuacién de un plano que contenga a r y sea paralelo a s.
Resolucién
En las ecuaciones der hacemosx =0, {y —1 =0 — y + z = 0 ; y=1 =z Luego, el punto A(0, 1, 1)
Er
Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

- o5 5

definen: d = |i j k1102 —11]|=(1, =1, —=3) // (- 1, 1, 3).

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

- 5 o

definen: d_=|i j k320210|=(0,0, —1)// (0, 0, 1),

El plano 1 que se pide tiene como vectores directores dr = (—1,13)y ds =(0,0 1)

Unvectornormaldenesz=c? x (; =|_L)7Z — 113001|=(1, 1, 0)

T N

—4-
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Como 1 pasapor A(0,1,1) der,entoncesm: 1(x-0) +1(y-1)+0(z-1)=0=>mx+y-1=0

7.- Cuatro puntos A, B, C y D tienen las siguientes coordenadas:

A(1,2,3),B(0,1,-2),C(3,1,0) y D(m, -1, 4).

(a) ¢Existe algin valor de m para el que los cuatro puntos estan sobre una linea recta?

En caso afirmativo, determina dicha recta; en caso negativo, di por qué no estan alineados.
Resolucién

AB =(-1,-1,-5)// AC = (2,—-1,-3)=> AB yA_&' son Li. Luego A, By C no estan en la
misma recta y, por tanto, tampoco estan en la misma recta A; B, Cy D.

(b) ¢Existe algun valor de m para el que los cuatro puntos estan sobre un plano? En caso afirmativo,
determina dicho plano; en caso negativo, di por qué no son coplanarios.
Resolucién

Sabemos que AB y AC son Li. Hallemos plano 1 que contiene a los puntos A, By C.
Un vector normal de Tt es

n=AB x AC=|ijk —1-1-52—-1-3|=(—2 —13,3)//(2 13, — 3)
Como m pasa por A(1, 2,3),entonces m: 2(x-1) +13(y-2)-3(z-3)=0=>m: 2x+13y-3z-19=0

A, B, Cy D estdn en el mismo plano © D(m,-1,4) en e 2m+ 13(-1)-34-19=0<2m-44=0

Luego, para m = 22, los cuatro puntos son coplanarios, pertenecen al plano .

(c) Param = 2, ;determinan estos cuatro puntos un tetraedro? En caso afirmativo, calcula el volumen de
dicho tetraedro; en caso negativo, di porque no lo determinan

Resolucién
Para m = 2, sabemos que A(1, 2, 3), B(0, 1,-2),C(3,1,0) y D(2, -1, 4) no son coplanarios

detdet(AB,AC,AD)=|—1—1—52—1—31—31|=1+3+30—5+9+2=40
B

C

V. eors = |detdet (B, AC, 4D ) | =-L-120] = L=6,67 o’
8.- Considera el sistema de ecuaciones lineales {2x — y + z=3x -y +z=83x —y + mz =— 2m
(a) Determina si existe y, en ese caso, calcula el valor del parametro m para el cual los tres planos
determinados por las ecuaciones del sistema se cortan en una linea recta.

Resolucién
Los planos se cortanenunarectaeorg(2 — 1131 — 1183 —1m —2m)= 2
Luego,debeser|2 — 111 — 113 — 1m|= 0.Desarrollando,-2Zm-3-1+3+24+m=1-m=0
< m=1.
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Efectivamente, param =1,
rg(2 —1131 —1183 —11 —-2) f2—-—f1f3—-f1 =rg(2 —113 —1005100 —5) f2 =-

porque el menor |2 — 110 | = 1+0. Ademas, los planos se cortarian en la recta
r{2x—-—y+z=3x—-y+2z=28

Conclusion: param = 1 los tres planos se cortan en una recta

(b) Halla la ecuacidn del plano que contiene a la recta determinada en el apartado anterior y pasa por el
punto (2, 1, 3)
Resolucién
Observamos que P(2, 1, 3) € r porque no cumple sus ecuaciones:
{22 -1+3=6¥32 -1+ 3 = 4+8

F r_—'—'—F'_

s
A P |

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

definen: d =lijk2z-111-11|=0, -1 =1 // (0 1 1)
Sien:{2x —y+z=3x—y + z =8 hacemosy=0,{2x + z = 3x + z = 8 ;restando,x=-5;z
= 13. Luego, A(-5,0,13) €.

El plano 1 que nos piden tiene como vectores directores dr y AP = (7,1, — 10)

-

Un vector normaldeTes n = dr x AP =

i/ k01171 —10|=(=11,7, - 7) //(1L,~7,7)
Y como 1 pasa por P(2, 1, 3), entonces m: 11(x-2)-7(y-1)+7(z-3)=0=>m: 11x-7y+72-36 =0
9.-Seanm; y m;los planos de ecuaciones: ;:x-2y+z+3=0 y my:x-2y+z-4=0.

Explica algtin procedimiento para saber si un punto de R? se encuentra entre ; y m, y aplicalo para

saber si el punto P(2, 2, 1) se encuentra o no entre dichos planos.
Resolucién

Los planos paralelos a my y my sonde laformaa: x-2y+z+d=0
Sustituyo el punto P( 2,2,1) en el plano y obtengo el valorded: 2 -2(2) + 1+ d=0,dedonded =1

Como son planos paralelos el valor de d nos indica lo “alto” a “bajo” que estan, y vemos que el valor
obtenido 1 esta entre -4 y 3. Por tanto, el punto esta entre dichos planos.

10.- Considera el tetraedro de vértices A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) y D(0, 0, 0).
(a) Hallala recta r que pasa por D y es perpendicular al plano determinado por los puntos A, B y C.
Resolucién

-

El plano m determinado por los puntos A B y Ctiene como vectores directores AB y AC

- o5 5

Unvectornormaldeﬂesn —AB xAC —|z j k —110 —101|—(1 1, 1)
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Y como m pasa por A(1, 0, 0), entoncesm: 1(x-1) +1(y-0)+1(z-0)=0>mx+y+z-1=0

B
A [ ]
a r ?
L
C
.
Al serr L T, un vector director de r es dr =n =(1,11)

Y como r pasa por D(0, 0, 0), unas ecuaciones paramétricasdersonr:{x = ky = kz = k

(b) Halla la minima distancia entre la recta r y la recta que pasa por los puntos Ay B.
Resolucién

La recta s que pasa por Ay B tiene vector director dS =AB =(—1,1,0)

Y como s pasa por A(1, 0, 0), unas ecuaciones paramétricasdessons:{x =1 —k'y =k'z=0
: P

S

Un punto genérico der es P(k, k, k) yunodeses Q(1-k’,k’,0), P_é =1-k -k kK -k -k

PQ //d xd =|ij k111 =110|=(-1, -1, 2)=——5— ===~ Resolviendo,
L
dist(r, )= |PO| = (5 & =)= 1 - pI=E P47+ (3 =5

(c) Calcula el volumen del tetraedro.
Resolucién
A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)yD(0,0, 0).

A
C
=Ly AB, AC,AD) = +|detdet (AB,AC,AD ) | = {detdet (- 110 — 101 — 100
tetraedro 6 paralelepipedo( ! ! )_ 6 |detae ( ! ! ) - 6| etae (
— 1 q=1~ 3
tetraedro 6 I 1| T 6 =0,17 u
OTROS DEL 1998 (COU I
1.-

—-7-
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(a) Halla el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano z = 4.
Resolucién
P(1,2,3) € m: z=4 porque no cumple su ecuacidn, 3 # 4.

r

sP

Un vector director de r es el vector normal del plano, c? = T_l) =00 D)=>rn{x=1y=2z=3+k

Hallamos el punto de corte, Q, entre el plano y la recta resolviendo el sistema de ecuaciones:

Sustituyendo en la ecuacion del plano, 3 + k=4 ; k = 1. Luego, el punto de corte es Q(1, 2, 4)

Calculamos el simétrico P’(a, b, c) de P(1, 2, 3) usando que Q es el punto medio del segmento PP":

(=1 a+1=22a=1"22=2 b+2=4sb=2%>=4 c+3=8>c=5 .El puntosimétrico que se pide es P'(1, 2, 5)
(b) Halla el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto de larectardadaporr:{x = 1z = 4

Resolucién
El punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto de larectar={x = 1z = 4 seria el punto Q del dibujo.

- P

M r

-
|
|
|

T
|
I

.

Q

- Hallamos el plano a que pasa por P y es ortogonal a la recta, que en paramétricas es
ri{x=1y=kz =14

Un vector normal n del plano «a es el vector director de r: n = dr = (0,1, 0)
Y como a pasa por P, entonces a: 0(x-1) + 1(y-2)+0(z-3)=0 =2 a:y-2=0

- Hallamos M, punto de corte de r y «, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

Sustituyendo en la ecuacion del plano, k - 2 = 0 = k = 2. Luego, el punto de corte es M(1, 2, 4)

- Por ultimo, hallamos el simétrico Q(a, b, ¢) de P(1, 2, 3) usando que M es el punto medio del

-8-—
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segmento PQ:

(5t =1a+1=29a=12"

punto simétrico que se pide es P'(1, 2, 5)

=2 b+2=43b=2"21=4 c+3=83c=5 .El

2.- Los puntos A(-4, 5,-2), B(2, -2, 0), C(3, -4, 2) y D(a, B, Y) son vértices consecutivos de un
paralelogramo.

(@) Hallaa,B y .
Resolucién

D C
A B
Por ser un paralelogramo, BA = CD =(— 6,7, — 2)=(ax — 3,3 + 4, y — 2).Igualando
componentes,

{—-6=a—-320a=—37=3+4=>=3 —2=vy— 2=y =0 .Luego, D(— 3, 3, 0)
(b) Encuentra un vector perpendicular al plano que contiene al paralelogramo.
Resolucién

v

Sabemos que A(-4, 5,-2),B(2,-2,0),C(3,-4,2) yD(-3,3,0)

El plano m que contiene al paralelogramo tiene vectores directores AB = (6,— 7, 2) y

AD = (1, = 2, 2)
Luego, un vector perpendicular a 1t es

- 5 o

n=AB x AD =|ij k6 -721 —22|=(-10, - 10, = 5) //(2,2 1)

(c) Calcula el area de dicho paralelogramo.
Resoluci6n

A(paralelogramo) = | AB x AD |=|(= 10, =10, = 5)[=5|(-2 -2, - 1)|=5.3 =

(d) Halla la ecuacion del plano perpendicular al paralelogramo que contiene su diagonal AC.
Resolucién

El plano a que se pide tiene vectores directores n = (2, 2, 1) y AC = (7,— 9, 4)
i

Un vector perpendicular a a es no=nx AC =| 7 22217 — 94|= 17, —1, = 32)

Como apasaporC(3,-4,2),a: 17(x-3)-1(y+4)-32(z-2)=0= a:17x-y-32z+9=0
—-9-—
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3.- Considera las rectas r y s dadas por r: x;a = % =z vy ss{x=yz=1+a

(a) Encuentra el valor de a para el que las rectas r y s son perpendiculares. Para dicho valor, halla la
ecuacion de un plano que contenga a sy sea paraleloar.
Resolucién

Un vector director de r es dr = (2,a, 1);s:{x =ky =kz =1+ a = unvector director de s es

d =10

rlse c?r . ds = 0. Operando, 2 + a = 0. Luego, a = -2

Paraa=—2,r5%=—_%= zy si{x=ky=kz=—1;unpuntodesesB(0,0,-1)

El plano 1 que se pide tiene vectores directores dr =2, —2, 1)y dS =(1,1, 0)

Un vector perpendicularames n = dr X ds =|i j k2 — 21110|= (-1,1,4

Como mpasaporB(0,0,-1)des, m:-1(x-0)+1(y-0)+4(z+1)=0>m-x+y+4z+4=0
(b) Determina un valor positivo del parametro para que las rectas r y s son coplanarias y haya la
ecuacion de la recta que es perpendicular a ambas y pasa por el punto P(1, -2, 3).

Resolucién

Sabemos que r= x;a =—aL:z,A(a,O,O)Er y ssfx=ky=kz=1+a,B(0,0,1+a)€Es

ry s coplanarias &

- - -

O=det(d ,ds,AB)=|2a1110 —a01+a|=2+2a+a—a—a2=—a2+2a+2

r

_ —2+4—4(-1)2 _ —2+23

2D = ycomoa>0,a =1+ \/§ Paraa = 1 +ﬁ,rysson coplanarias

dr =(2,a 1)y ds = (1, 1, 0); Un vector director de la recta t que se pide es

d =d «x ds :|ij k2a1110|=(— 1,1, 2 — a);tpasaporP

t r

bx=1-kKy=—2+kz=3+Q-ak'stfx=1-ky=—2+kz=3+(1-3)k

4.-
(a) Halla la ecuacidn del plano 1 que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s siendo:
x—10 y—2 z
r{y=2z-4x=3z2-8 , s——=——7F—=—
Resolucién
En las ecuaciones de r hacemosz =0, {y =— 4x =— 8 .Luego, el punto A(-8,-4,0) €Er

r-y+2=4-x+3-s . Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de

- 5 5

los planos que la definen: dr= |i jkO0O—-—12 — 103|= -3 -2, =-1// @3 2 1.
B(10, 2, 0) € sy un vector director de s es ds =1, -1, 1.

- -
Como el plano 1 que se pide tiene como vectores directores dr y ds , un vector normal de 1t

-10 -
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- — — - 5 o

esn=d xd =|ij k3211 -11|=@, =2, —5)//(-325)
mpasapor A(-8,-4,0)der=>m:-3(x+8)+2(y+4)+5(z-0)=0=>m:-3x+2y+52-16=0

(b) Determina el punto de corte del plano m calculado en el apartado anterior con una de las rectas
bisectrices del angulo formado por dos ejes coordenados.

Resolucién
Una bisectriz del eje OXyelejeOYeslarectab: {x = ky = kz =0

Para calcular el punto de corte Q de la recta con el plano, sustituimos en el plano m:

-3k + 2k +5.0-16 =0; k=-16. El punto de corte es Q(-16,-16, 0)

5.- Consideremos en R* el punto P(3,-2,0) ylarectar dadaporr:{y = 3x — 62z = 0
(a) Calcula el punto Q que es simétrico de P respecto de larectar.

Resolucién
Haciendo x =0 queda {y =— 6z = 0 .Luego, el punto (0,-6,0) €.

Un vector director de r: {3x — y = 6 z = 0 se obtiene como producto vectorial de los vectores normales
de los
planos que la definen: d =|i j k 3 — 10001|= (-1, =3,0//(,3 0=

r{x=ky=—6+3kz=0

El punto simétrico de P respecto de r seria el punto Q del dibujo.

a)

=

R T )

..‘O

- Hallamos el plano 1 que pasa por P(3, -2, 0) y es ortogonal a la recta.

Un vector normal n del plano T es el vector directorder: n = d = (1, 3, 0)
Y como m pasa por P, entoncesm: 1(x-3)+3(y+2)+0(z-0)=0=> m:x+3y+3=0

- Hallamos M, punto de corte de r y , resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

Sustituyendo en la ecuacion del plano, k+ 3(-6 + 3k) + 3 =0;10k-15=0; k = % = M(%, %, 0)

- Por ultimo, hallamos el simétrico Q(a, b, c) de P(3, -2, 0) usando que M es el punto medio del

segmento PQ:
at3 _ 3 — — b=z _ =3 — 4 =— —_ 1 <£*0
{T—Z,Za+6—6=>a—0 = 2,2b 4 =— 6bh =—1 5

simétrico que se pidees Q(0, — 1, 0)

= 0=c = 0 . El punto

(b) Halla el area del cuadrado contenido en el plano z = 0 una de cuyas diagonales es el segmento PQ.
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Resolucién
P(3,-2,0),Q(0,-1,0); la diagonal PQ mide d = |PQ | = |(— 3, 1,0)] =+/10 .

d
|
L
2
Por el teorema de Pitagoras d* = 1* 4 1* = 21% El 4rea del cuadrado es A = = % = % =5u
6.- Dados el planom: x + 2y -z + 3 = 0 y el punto Q(4, 5, -1), se pide:
(a) Halla el punto P del plano m que esta mas cerca de Q.
Resolucién
Sea m el plano dado y sea P(x, y, z) el punto buscado. Un vector normaldemes n = (1, 2, — 1)
e
P\

ComoPE mx+2y-2z4+3=0 ycomon // QP =
L = B S x—8=y-54-x=2z+1
Nos queda el sistema{x + 2y — z =— 32x — y = 3x + z = 3.Resolviendo,x=1,y=-1,z=2.

Luego, P(1, -1, 2)

(b) Halla el punto R de la recta s dada por las ecuaciones s: {x + y = 0z = 4 para el que se verifica que
el
triangulo PQR es un triangulo cuyo angulo recto es el del vértice Q.

Resolucién

T

P Q

P(1,-1,2),Q(4,5-1) y s:{x =— yz =4 > s:{x =— ky = kz=4, d_= (- 1, 1,0).ComoRE€s
es de la forma R(-k, k, 4).

Al ser el triangulo rectangulo en Q,
QR =(—k—-—4,k—-551LPQ =(3,6—-—3)=0=>QR. PQ =0.

Operando, -3k-12+4+6k-30-15=0 ; 3k-57=0 ; k=19 y el punto buscado es R(-19, 19, 4)

(¢) ¢Cudl es la posicion relativa del plano m y de la recta que pasa por Py Q?

Resolucién
N

Usando (a) P\ ,larectay el plano son perpendiculares
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8.- Considera el plano m: x + y + z= 2 y el punto A(1, 2, 5).
(a) Calcula el punto B del plano 1 que esta mas cerca de A.
Resolucién

Sea B(X,y, z) el punto buscado. Un vector normaldemtes n = (1, 1, 1)
(1 . A
B
ComoBeEemx+y+z=2 ycomon // AB =
x—1 _ y—2 _ z—5 _ —
—=-—F—="——F>=>{-1=y—-2x-1=2z-5
Nos queda el sistema{x + y + z = 2x — y =— 1x — z =— 4.Resolviendo,x=-1,y =0,z = 3.
Luego, B(-1, 0, 3)
(b) Dado el punto C(1, 1, 0) calcula el area del triangulo ABC.

Resolucién
Tenemos A(1, 2, 5), B(— 1,0, 3)yC(1, 1, 0)

C

A B
Se pide el area del triangulo ABC que es, A(triangulo) = %| A_é b A_& |

AB =(—2, —2, —2), AC=(0, —1, —5);
jk —2-2-20-1-5|=( -10,2)

A(tridgngulo) = —|(8, — 10, 2)|=—=-2|(4, — 5, 1)|= V4 4 (= 5)% 4 1 = /42 26,48 u°

9.- Considera el sistema de ecuaciones{x — ay + 2z = 06x + 52 =04x — 2y + 3z =0
(a) Halla el valor de “a” para el que el sistema tiene infinitas soluciones.
Resolucién
Al ser un sistema homogéneo, tendra infinitas soluciones si el determinante de la matriz de coeficientes
esnulo. Esdecir, |1 —a26054 — 23|= 0.Desarrollando, -20a-24 + 18a+10=0;a=-7

(b) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada en el espacio por el sistema de
ecuaciones obtenido en el apartado anterior.

Resolucién
Paraa=-7,{x + 7y + 2z =06x + 52 = 04x — 2y + 3z = 0.Como |6 04 — 2 |#0y las infinitas
soluciones del sistema corresponden

-13-
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ar:{6x + 5z = 04x — 2y + 3z = 0 ; A(0, 0, 0) € r. Un vector director de r es producto vectorial de
los vectores normales de los planos que la definen:

- -5 -

Jr=|i j k6054 —23|=(10, 2, —12) // (5,1, — 6)=>r:{x =5ky = kz =— 6k

(c) Calcula las ecuaciones de la recta s que es paralela a ry pasa por el punto (1, 1, 1).
Resolucién
Por ser s paralela a r tiene el mismo vector director. Y como s pasa por B(1, 1, 1),
ssfx=1+5ky=1+kz=1- 6k
(d) Calcula la ecuacion del plano que contieneary as.
Resolucién

N

A(0,0,0,),B(1,1,1). El plano 1 que se pide tiene vectores directores dr = ds =(,1 —6)
yAB = (1, 1, 1).

Luego, un vector normal de tes n =drx A_)B =|i Ji l_c)51 — 6111|=(7, - 11, 4)

Como mpasapor A(0,0,0), m: 7(x-0)-11(y-0) +4(z-0)=0=>m: 7x-11y +4z=0

10.- Considera el punto P(1, 2, 3) y las rectas r: -1 _ y-l _ z-2

2 -1 1
ss{2x+y+3z=1x—-y+z=0

Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta s y pasa por el punto simétrico de P respecto de la
rectar.

Resolucién

ri{x =1+ 2ky=1—-kz =2 + k .Elpunto simétrico de P respecto de la recta r seria el punto P’(a,
b, ¢) del dibujo.

Al ser el plano 1 del dibujo perpendicular a la recta r, un vector normalde tes n = dr =2, —-11

Como m pasa por P(1, 2,3),entoncesm: 2(x-1)-1(y-2)+1(z-3)=0 > m:2x-y+z-3=0
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- Hallamos M, punto de corte de r y 1, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

Sustituyendo r en la ecuacion del plano: 2(1 + 2k) - (1 -k) + 2 + k-3 =0, k= 0. Luego, M(1, 1, 2)

- Por ultimo, hallamos el simétrico P’(a, b, c) de P(1, 2, 3) usando que M es el punto medio del

a+1 —12q =1 b+ 2 —1:>b—0C+3

segmento PP": {—— 5

0,1)

= 2=c = 1. Por tanto, el simétrico es P’(1,

s
B P’ a
El plano a que se pide es el del dibujo:
P(1,0,1),s:{2x + y + 3z=1x — y + z = 0 .Haciendo,z=1,s:{2x + y + 3 =1x -y + 1 =0

Sumando las ecuaciones, 3x+4 =1,x=-1,y = 0. Luego, B(-1,0,1) €s

Un vector director de s es producto vectorial de los vectores normales de los planos que la definen:

- 5 -5

d =|ij k2131 — 11|—(4 1, —3). Comolosvectoresd y BP = (2, 0, 0) son vectores

dlrectores de oc un vector normal de o es

- - -5 -5

n = d x BP’ —|L] k41 —3200|_(0 -6, —2)//(0, 3, 1)

Y como a pasa por P’'(1,0,1),entoncesa: 0(x-1) +3(y-0)+1(z-1)=0= a:3y+z-1=0

11.-Dadalarectar:{x — y + z = 04y — z — 5 = 0 . Halla la ecuacidén de la recta s determinada por
las siguientes
condiciones: (i) scortaar (ii) s es perpendicular ar (iii) s contiene al punto (1, 1, 0).
Resolucién
Hallemos el plano m perpendicular a r que pasa por P(1, 1, 0):

Un vector director de r es producto vectorial de los vectores normales de los planos que la definen:

- 5 o -

d =|ij k1 —-1104 —1|—( 3, 1, 4).Unvectornormaldemes n = r =(—=314)

Como m pasa por P(1,1,0),entoncesm: -3(x-1) + 1(y-1)+4(z-0)=0> m:-3x+y+4z+2=0

Hallemos M, punto de corte de r y 1T, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

. , 31 33 2
(x—y+z=04y-2z-5=0 —3x+y+4z+2=0.Resolviendo el sistema,x =———, y =——, z = — ;

26’ 26’ 26
31 33 2
M( 26’ 26’26)

La recta s que se pide pasa por P(1, 1, 0) y tiene vector director PM = (2—56, 2—76, %) // (5,7, 2)
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Portanto,m:{x = 1 4+ 5ky =1+ 7kz = 2k
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