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TD 12 - Algèbre linéaire 
 
Ce TD n'est pas à préparer à l'avance. Vous le traiterez en binôme pendant la séance. 

 

1.​ Un élément de  est un n-uplet de la forme  avec . ℤ/𝑝ℤ( )𝑛 (𝑎
1
,  𝑎

2
,  ...,  𝑎

𝑛
) 𝑎

𝑖
∈ ℤ/𝑝ℤ

Il y a  valeurs possibles pour chaque  donc  𝑝 𝑎
𝑖

𝑐𝑎𝑟𝑑 ℤ/𝑝ℤ( )𝑛( ) = 𝑝𝑛

 
 ainsi  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣) = {λ𝑣,  λ ∈ ℤ/𝑝ℤ} 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣)) = 𝑝

 ainsi  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣, 𝑤) = {λ𝑣 + µ𝑤,  (λ, µ) ∈ ℤ/𝑝ℤ( )²} 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣, 𝑤)) = 𝑝²
 

2.​ Une base de  est {(1, 0, …, 0) ; (0, 1, …, 0), …, (0, 0, …, 1)} ℤ/𝑝ℤ( )𝑛

Prenons un vecteur  de  non nul, il y a  choix possibles 𝑣
1

ℤ/𝑝ℤ( )𝑛 𝑝𝑛 − 1

Prenons un vecteur  de  tel que , il y a  choix 𝑣
2

ℤ/𝑝ℤ( )𝑛 𝑣
2

∉ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
) 𝑝𝑛 − 𝑝

Ainsi la famille  est libre. (𝑣
1
, 𝑣

2
)

Prenons un vecteur  tel que  soit libre alors , il y a  choix. 𝑣
3

(𝑣
1
,  𝑣

2
,  𝑣

3
) 𝑣

3
∉ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

1
, 𝑣

2
) 𝑝𝑛 − 𝑝²

Ainsi si  est libre,  (𝑣
1
,  ...,  𝑣

𝑘
) 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

1
,  ...,  𝑣

𝑘
)) = 𝑝𝑘

Il reste donc  vecteurs qui n’appartiennent pas à  𝑝𝑛 − 𝑝𝑘 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  ...,  𝑣

𝑘
)

donc il y a  façons de choisir un vecteur supplémentaire pour notre future base. 𝑝𝑛 − 𝑝𝑘

 
En itérant :  

#{𝑏𝑎𝑠𝑒𝑠 𝑑𝑒 ℤ/𝑝ℤ( )𝑛} =  
𝑘=0

𝑛−1

∏ (𝑝𝑛 − 𝑝𝑘)= 𝑝
𝑛(𝑛−1)

2

𝑘=0

𝑛−1

∏ (𝑝𝑛−𝑘 − 1)= 𝑝
𝑛(𝑛−1)

2

𝑖=1

𝑛

∏ (𝑝𝑖 − 1)

 
https://www.geogebra.org/classic/de2mgr8n 
 

https://www.geogebra.org/classic/de2mgr8n


 

 
 
1. Un exemple simple consiste à ajouter un bit à la fin. Quel type de vérification est-ce qu’on 
peut effectuer dans ce cas ? Donner un exemple. 
 

 𝑚 =  01101 00010 
  s’il il y a un nombre pair de 1 dans  α(𝑚) =  01101 00010 0 𝑚
  sinon  α(𝑚) =  01101 00010 1

 

 

 
 

 
 

●​ Comme deux messages différents ne doivent pas être codés de la même façon par  alors  est α α
injective. Ainsi . 𝐾𝑒𝑟 α = {0}

●​ L'image par  d'un message  transmis est nulle si et seulement s'il s'agit d'un message codé β 𝑚
2

possible à savoir s'il existe  tel que  𝑚 ∈ (ℤ/𝑝𝑍)4 𝑚
2

= α(𝑚)

se traduit par :  ssi  /  ssi  𝑚
2

∈ 𝐾𝑒𝑟 β 𝑠𝑠𝑖 β(𝑚
2
) = 0 ∃𝑚 ∈ (𝑍/2𝑍)4 α(𝑚) = 𝑚

2
𝑚

2
∈ 𝐼𝑚(α)

donc  et  𝐾𝑒𝑟 β =  𝐼𝑚 α 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 β = 𝑟𝑔 α
 

 
 



i. Supposons que β est surjective. Appliquer le théorème de rang aux applications α et β. 
 

 car  donc . 4 = 𝑟𝑔 α +  𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 α = 𝑟𝑔 α 𝐾𝑒𝑟 α = {0} 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 α = 0

, comme  est surjective alors  𝑘 = 𝑟𝑔 β + 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 β = 𝑙 + 𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 β β 𝑟𝑔β = 𝑑𝑖𝑚(ℤ/𝑝ℤ)𝑙 = 𝑙
Avec  𝑑𝑖𝑚 𝐾𝑒𝑟 β = 𝑟𝑔 α = 4
donc  𝑘 = 𝑙 + 4
 
ii. Quelles sont les dimensions minimales possibles k et l des espaces vectoriels intervenant dans le schéma ? 
 
Indication : Commencer par déterminer .  𝑙
 
Dans l'application  :  β

 
A un k-uplet, on associe la place de l'erreur, à savoir un nombre compris entre 1 et . 𝑘

Or  donc on doit avoir que  𝑐𝑎𝑟𝑑((ℤ/2ℤ)𝑙) = 2𝑙 2𝑙 ≥ 𝑘
Nous savons que : ,  𝑙 = 𝑘 − 4

on cherche  tel que  à savoir  𝑘 2𝑘−4 ≥ 𝑘 2𝑘 ≥ 16𝑘

pour  :  𝑘 = 6 26 = 64 <  16 × 6 = 96

pour  :  𝑘 = 7 2 = 128 >  16 × 7 = 112
donc  est supérieur ou égal à 7. 𝑘
On en conclut que comme , alors  est supérieur ou égal à 3 𝑙 = 𝑘 − 4 𝑙
 

 
 

par linéarité de  β(𝑚
2
) = β( 𝑚

1
+ 𝑒

𝑖
 ) = β( 𝑚

1
) + β(𝑒

𝑖
 ) β

or  car  et  β(𝑚
1
) = 0 𝑚

1
= α(𝑚) 𝐾𝑒𝑟 β = 𝐼𝑚 α

donc  β(𝑚
2
) = β(𝑒

𝑖
 )

 
(d) Supposons , . 𝑘 =  7 𝑙 =  3
 
i. Exprimer les entiers de 1 à 7 en base 2. 
1 : 001 
2 : 010 
3 : 011 
4 : 100 
5 : 101 
6 : 110 
7 : 111 
 

 



 
On doit avoir que  β(𝑒

𝑖
 ) = 𝑖è𝑚𝑒 𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑙'𝑒𝑟𝑟𝑒𝑢𝑟

ainsi  (1 écrit en décimal) mais si on l'écrit en binaire   β(𝑒
1
 ) = 1 β(𝑒

1
 ) = 001 ∈ ℤ/2ℤ( )3

 , …, en utilisant l'écriture binaire des nombres de 1 à 7. β(𝑒
2
 ) = 010

 
Ce qui donne la matrice B :  

 
 
(e) Construire ensuite une matrice A pour l’application α qui convienne. 
Rappel : A doit être de rang 4 et vérifier BA = 0. 
 

●​ Pour la matrice A, on sait que les quatre premières lignes donnent le message inchangé, donc c'est la 
matrice identité, elle a trois lignes supplémentaires qui correspondent au contrôle. 

 
Par exemple :  avec ici  (1 0 0 0) →  (1 0 0 0 1 1 1) 𝑘 = 7
donc sa matrice est de la forme :  

 
 

●​ La matrice A doit aussi respecter  car  (du fait que ) 𝐵𝐴 = 0 β ◦ α = 0 𝐾𝑒𝑟 β = 𝐼𝑚 α

 
On obtient les systèmes suivants à résoudre 
 



 
 
Ainsi la matrice A est :  

 
 

 
 
Exemple avec 1 erreur :  
 
On choisit le message  𝑚 = (1 0 0 0)
On calcule , soit le calcul :  𝑚

1
= α(𝑚)

 
ainsi  𝑚

1
= α(𝑚) = (1 0 0 0 0 1 1)

 
 
 
 
 
 
On suppose que le message transmis est :  avec l'erreur sur la 4e place. 𝑚

2
= (1 0 0 1 0 1 1)

On calcule , soit le calcul :  β(𝑚
2
)

 
 
 
  
 
 
 
 
 
or 1 0 0 correspond au nombre 4, l'erreur est donc bien en 4e position. 
 



 
Exemple avec 2 erreurs :  
 
On choisit le message  𝑚 = (1 0 0 0)
On calcule , soit le calcul :  𝑚

1
= α(𝑚)

 
ainsi  𝑚

1
= α(𝑚) = (1 0 0 0 0 1 1)

 
 
 
 
 
 
On suppose que le message transmis est :  avec l'erreur en positions 1 et 4. 𝑚

2
= (0 0 0 1 0 1 1)

On calcule , soit le calcul :  β(𝑚
2
)

 
Or (1 0 1) correspond à 5 en binaire, on a additionné les rangs des erreurs. 
Ce code contrôle n'est pas valable pour deux erreurs. 
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