PAU — MATEMATICAS Il - ALGEBRA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2003 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuihez Nogales

1.- (prueba extraordinaria) Considera las matrices
A=(1001mo0111), B=(111011000) y C=(100010101)
(a) ¢Para qué valores de m tiene solucién la ecuacion matricial AX + 2B = 3C?
Resolucién
Restando 2B en los dos miembros, AX = 3C - 2B.

det A = m. Luego, si m # 0, existe A y multiplicando por A™, por la izquierda, en los dos miembros:

AT'AX=A"'(3C-2B) = X=A"(3C-2B).
Por tanto, la ecuacion tiene soluciéon param # 0

(b) Resuelve la ecuacién matricial dada param = 1.
Resoluci6n
Param=1,4A=(100110111);detA=1+#0

1
detdet A

X =A4"'3C - 2B)= (adj A)'(3C — 2B)=——(1 — 1001 —1001)3(100010101)— 2(11

X=(100 —1100 —11)(1 —2 —201 —2303)=(1 —2 —2 —1303 —15)

2.- (prueba extraordinaria) Considera las matricesA = (-2 — 21 — 21 —21 -2 —2) y
X=xyz)
(a) Calcula los valores de A, para los que la matriz A + Al no tiene inversa.
Resolucién
A+M=(-2-21-21-21 -2 —2)4+A2100010001)=A—-2 —21 —2A+1 —21 -

det(A+A)=A+ DA% -4A+4)+4+4-A-1-41+8-41+8=

= AN A+ NN+ 4+ 444 -A-1-4A+8-42A+8=23-3A%-9A+27=0

Factoricemos usando la regla de Ruffini:

3 111 =330 —-90 -9 27 —270 .NosquedaO\—B)O\z—9)=O,dedonde7\=3 6 A=-3

Luego,paraA=3 6 A=-3 lamatriz A + Al no tiene inversa.

(b) Resuelve el sistema AX = 3X e interpreta geométricamente el conjunto de todas sus soluciones.
Resolucién

Restando 3X, en los dos miembros, AX-3X =0 ; AX-3IX=0.

Sacando factor comun X, por la derecha, (A - 31)X = 0.

B=A-31=(-2-21-21-21-2-2)-3(100010001)=(—-5 —-21 -2 -2 =21
;X =(xyz) ;0=(000)

Nos queda el sistema en forma matricial, BX = 0
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Las matrices de coeficientes y ampliadasonB = (-5 — 21 -2 -2 —21 -2 —=5)y
B=(-5-210-2—-2-201 -2 —50)

AlserdetB=-50+4+4+2+20+20=0y |[-21 —2 —2|=6+#0,rgB=2.

B=(-5-210-2-2—-201 -2 =50)—f1f2(—=2) —f3(52 —101110 —1250)f]

Como |01 — 12 |= 1+#0,rg B*= 2. Luego, rg B* = rg B =2 < n? de incégnitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (0120 — 1250), que corresponde al sistema
{y+2z=0 —x+2y+5z=0.

Enla 12 ecuacién,y = -2z ; enla 22 ecuacion, x = 2y + 5z = 2(-2z) + 5z = z.
Llamando z =k, las infinitas soluciones son {x = ky =— 2kz = k ,conk €R

Las soluciones corresponden a los puntos de unarecta,larecta{y + 2z =0 —x + 2y + 52 =0

3.- Determina razonadamente los valores de m para los que el sistema de ecuaciones
2x+y+z=mxx+2y+z=myx+ 2y + 4z = mz
tiene mas de una solucion.
Resolucién
Reorganizando los términos
{(Z-mx+y+z=0x+2-my+z=0x+ 2y + (4 — m)z = 0.Alser un sistema
homogéneo, seguin el teorema
de Rouché-Frobenius, tendra mas de una solucion si el determinante de la matriz de coeficientes,

A=2-m1112-m1124 — m) es cero.

detA=(4-m)(4-4m+m?)+14+2-2+m-4+2m-4+m=
=16-16m+4m’-4m+4m*’-m®+1+4+2-2+m-44+2m-4+m=-m>+8m?-16m+9 =0

Factoricemos usando la regla de Ruffini:

i 14 -18-17 —167 -9 9 —90 .Nos queda (m - 1)(-m*+ 7m-9) =0,

7+/49-419 _  7++13

2.1 - 2

dedondem=1 6 —m2+7m—9=0;m2—7m+9=0; m =
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> el sistema tiene mas de una solucion.

Luego,param=1 6 m =

4.-
(a) Se sabe que el determinante de una matriz cuadrada A de orden 3 vale -2
;Cuanto vale el determinante de la matriz 4A?

Resolucién

Al ser A de orden 3, det(4A) = 4°.det A = 64.(-2) = -128

b) DadalamatrizB = (120 0101 — 2),;para qué valores de A la matriz 3B + B% no tiene inversa?
Resolucién

3B +B°=3(12010101 — 2)+ (12010101 — 2)(120A10101 —2)=(360310303 — 6)+

3B+ B =2\ + 4824220 + 11A1 — 1);det(3B + B = 432~ 10A- 4+ 8A + 8
—4)% -2 -21-4 4321 =

=8 +34A-8=0 4" -17A+4=0; A = =022 = 2D ) =4 =—

Luego,paraAd = 4 6 A = % la matriz 3B + B? no tiene inversa
5.- Dadas las matricesA = (- 1103 - 2015 -1) y B=(-50 -31 —-11 —-24 -3),
halla la matriz X que cumple
que AX = (BAY".
Resolucién
Como det A=-24 3 =1 # 0, existe A%, Multiplicando por A™}, por la izquierda, en los dos miembros,

ATAX=AT'(BAY = AT (AYB = ATIAB'=B' X =B = (=51 —20 —14 — 31 — 3).

6.- Dadala matriz 4 = (1 11 m2 11mo01 ) , se pide:
(a) Determina los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
Resolucién

detA=1+m-m-m’°=1-m’=0em=1 6 m=-1.

Luego, param # 1 y m # -1 la matriz A tiene inversa

(b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 2.
Resolucién

Param=2,detA=1- 22 = -3 # 0 sabemos que existe lainversa de A. Ademas,A =(111411201)

-1 1 . t -1 t -1 -1 1 2 1 2 -
A =m(ad]A) ZT(l -2 —-2-1-1203 —3) ZT(l -—10 —2 —13 —22 _B)Z(TTOTT —137*

7.- (prueba ordinaria) Sean C;, C, y C; las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una
matriz cuadrada A de orden 3 cuyo determinante vale 5. Calcula indicando las propiedades que utilices:
(a) El determinante de A°.

Resolucién

-3-



PAU — MATEMATICAS Il - ALGEBRA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2003 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

Como el determinante del producto de matrices es igual al producto de los determinantes de las matrices,
entonces det(A*) = [det A]® = 5% = 125

1

(b) El determinante de A™. Resolucién det det T — = SL

(c) El determinante de 2A. Resolucién Al ser A de orden 3, entonces det (2A) = 2°.det A = 8.5= 40

(d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda y tercera son,
respectivamente 3C; - C3, 2C3 y C,.

Resolucién
det(3C; - C3, 2C3, Cy) = det(3Cy, 2C3, C,) - det(Cs, 2C3, C,) = 3.2det(Cy, C3,Cy) - 0=3.25=30

8.- Considera el sistema de ecuaciones
fx+my—-—z=—2+2mymx —y+4z=5+2z6x — 10y —z=—1
(a) Discute las soluciones del sistema seguin los valores de m.
Resolucién
Reorganizando los términos {x — my — z =—2mx —y + 2z =56x — 10y — z =— 1.

Las matrices de coeficientes y ampliadasonA =(1 — m —1m — 126 — 10 —1) y
A=1-m-1-2m-1256 —10 —1 — 1)

detA=1-12m+10m-6+20-m’=-m’-2m+15=0em*+2m-15=0
-Sim#3;m=#-5detA+#0 y rg A= 3 =rgA* =n?de incognitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

-Sim=3,detA=0y A=(1 —3 —13 =126 —10 —1).Como |1 — 33 — 1|= 8#0,rgA
=2.

A=(1-3-1-23-1256-10 -1 1) f2—3f1f3—6f1 (1 —3 —1 —20851108511) — f1 f3=f2 (—131208511)

Como |— 1308 |=— 8#0,rg A*=2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n?de incdgnitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

- Si m = -5, la matriz del sistema es

A=(15-1-2-5-1256 —10 —1 —1) f2+5f1f3 —6f1 (15 —1 —2024 —3 —50 —40511) — f23f3+5f2 (15 —1 —20 — 24350008)

La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 8, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible

(b) Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Resolucién
Para m = 3 sabemos que el sistema es compatible indeterminado. La matriz del sistema es equivalente a
(—=—131208511), que corresponde al sistema{— x + 3y + z = 28y + 5z = 11 .Enla 22
ecuacion, y = HT_SZ;

. 11 -5z 33— 15z + 8z — 16 17 -7z
enlal®ecuacionx =3y +z -2 =3—F—+2z -2 = 5 = -
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17 — 7k _ 11-5k
8 y = 8

Llamando z = k, las infinitas soluciones son {x = z =k ,conk€R

9.- Considera la matriz M(x) = (Zx 0001x001 ) , donde x es un numero real.

(a) ;Para qué valores de x existe (M(x))™? Para los valores de x obtenidos, calcula la matriz (M(x)) ™.
Resoluci6n

det [M(x)] = 2* > 0. Luego, para cualquier valor de x existe (M(x)) .

t

S (adj M@D' =—-(10002"00 - x2"2") =—H10002" —x2x002x):(2+000

[M(x)]

M@)] " =

(b) Resuelve, si es posible, la ecuacion M(3).M(x) = M(5).
Resolucién

(2300013001)(2x0001x001)=(2500015001).Operand0,
(20001x +3001)=(2"00015001)

Igualando los elementos, x + 3 = 5. Luego, x = 2. Por tanto, M(x) = M(2)=(400012001)

10.- Considera las matrices A = (10 —10m341 —m), B=(1 —13) y X=(xyz)
(a) ;Para qué valores de m existe la matriz A™'?

Resolucién

detA=—rn2+4rn—3=0<=>m2—4m+3=0; m = 4i22 , m=3m=1

Luego, param # 3 y m # 1 la matriz A tiene inversa

(b) Siendo m = 2, calcula Ay resuelve el sistema AX = B.

Resolucién
Para m = 2, sabemos que existeA'l.Ademés,A =(10 —102341 — 2);detA= 22442-3=1%
0

-1

A= (adjA) =——(-712 -8 —12 =12 —=32)' =(-7 —12122 -3 — 8 — 12)

—1
detdet A

Multiplicando por AT por la izquierda, en los dos miembros, A"TAX=A"'B=>X=A"'B

X=(-7-12122 -3 -8 —-12)1 —13)=(01 —-1)
(c) Resuelve el sistema AX = B param = 1.
Resolucién
Para m = 1, las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (10 — 101341 — 1)y
A=(10-11013 — 141 — 13)
Sabemos quedetA=0 y como |[1001|= 1#0,rgA=2.

A*=(10 -11013 - 141 —-13) f3-4f1(10 -11013 -1013 —-1) f3=f210-11013 —1).

Como |1001|= 1«0, rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incognitas. Por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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La matriz del sistema es equivalentea (10 — 11013 — 1), que corresponde al sistema
fx —z=1y+3z=-1.

Enla 12 ecuacion,x =1+ z ; enla 22 ecuacién,y = -1 - 3z.

Llamando z =k, las infinitas solucionesson{x = 1 + ky =— 1 — 3kz = k ,conk€R

11.- Una empresa cinematografica dispone de tres salas, A, By C. Los precios de entrada a estas salas son
de 3,4 y 5 euros, respectivamente. Un dia la recaudacion conjunta de las tres salas fue de 720 euros y el
numero total de espectadores fue de 200.
Si los espectadores de la sala A hubieran asistido a la sala By los de la sala B a la sala A, se hubiese
obtenido una recaudacion de 20 euros mas. Calcula el nimero de espectadores que acudié a cada una de
las salas.

Resolucién
Sean x, y, z el n2 de espectadores que acudio6 a las salas A, B y C, respectivamente.

Como la recaudacidn total fue de 720 €, 3x + 4y + 5z = 720

Como asistieron 200 espectadores, x +y + z = 200

Como si los espectadores de la sala A hubieran asistido a la sala B y los de la sala B a la sala A, se hubiese
obtenido una recaudacion de 20 euros mas. Luego, 3y + 4x + 5z = 740

Nos queda el sistema{x + y + z = 2003x + 4y + 5z = 7204x + 3y + 5z = 740 . La matriz del
sistema es

(111200345720435740) f2 — 3f1 f3 — 4f1 (1112000121200 — 11 —60) f3 + f2 (11120001212000360) f3:3 (11120001212000120)

que corresponde al sistema{x + y + z = 200y + 2z = 120z = 20 .
Sustituyendo el valor z = 20 en la 22 ecuacion, y + 2.20 = 120;y = 80

Sustituyendo en la 12 ecuacidn, x + 80 + 20 = 200 ; x =100

Luego, asistieron 100 espectadores a la sala A, 80 ala sala By 20 ala sala C.



