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Chapitre II : Suites et récurrence 
 
Objectifs : 

●​ Modéliser un problème par une suite donnée par une formule explicite ou une relation de récurrence 
●​ Raisonner par récurrence pour établir une propriété d'une suite 

 

 
 

Histoire des mathématiques : Ce raisonnement a été utilisé pour la première fois de manière explicite 
par Pascal dans son Traité du triangle arithmétique (1654). Mais ce sont Dedekind et Peano 
(1858-1932) qui l'ont rigoureusement formalisé au XIXe siècle. 

 
 

 
I.​ Le raisonnement par récurrence 

 

Définition 

Une propriété (ou proposition) mathématique est une phrase écrite ou non avec des symboles mathématiques, 
qui est soit vraie soit fausse. 

 

Exemples : 
 𝑃(𝑛) :  1 + 2 +... + 𝑛 = 𝑛 (𝑛+1)

2

 𝑃(𝑛) :  (1 + π)
𝑛
 ≥  1 + 𝑛π

:  est un multiple de 3 𝑃(𝑛) 𝑛
3

− 𝑛

 

Notation 

Dans ce chapitre, il est très commode d'utiliser la notation  pour dire "pour tout entier naturel " ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑛
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Principe de récurrence 

désigne une propriété concernant un entier naturel  et désigne un entier naturel. 𝑃(𝑛) 𝑛 𝑛
0

Si l'on démontre les deux étapes suivantes : 
●​ Etape 1 (Initialisation) :  est vraie pour un entier ; 𝑃(𝑛) 𝑛

0
●​ Etape 2 (Hérédité) : pour tout entier , "  est vraie" implique " est vraie" 𝑘 ≥ 𝑛

0
𝑃(𝑘) 𝑃(𝑘 + 1)

Alors on peut conclure que  est vraie pour tout entier  𝑃(𝑛) 𝑛 ≥ 𝑛
0

 

Etapes Exemple 

Pour démontrer par récurrence qu'une proposition 𝑃
𝑛

est vraie pour tout entier naturel fixé : 𝑛 ≥ 𝑛
0

 
●​ 1 - Prédicat :  

propriété que l'on veut montrer 𝑃(𝑛) :  
 

●​ 2 - Initialisation : 
Pour , on vérifie que est vraie 𝑛 = 𝑛

0
𝑃

𝑛
0

 
●​ 3 - Hérédité 

On suppose que pour un entier  quelconque 𝑘 (𝑘 ≥ 𝑛
0
)

la proposition  est vraie et sous cette condition, on 𝑃
𝑘

démontre que  est vraie. 𝑃
𝑘+1

➢​ Soit en utilisant directement  𝑃
𝑘

➢​ Soit en "construisant"   𝑃
𝑘+1

 
 

●​ 4 - Conclusion 
Lorsque les deux étapes ont été réalisées, on conclut 
que la proposition  est vraie pour tout entier  avec 𝑃

𝑛
𝑛

 𝑛 ≥ 𝑛
0

On veut montrer que la suite définie par et 𝑢
𝑛( ) 𝑢

0
= 1

pour tout  par  est strictement 𝑛 ∈ ℕ 𝑢
𝑛+1

= 2𝑢
𝑛

+ 1
croissante sur ℕ. On note la proposition, . 𝑃

𝑛
𝑢

𝑛+1
> 𝑢

𝑛
 

1.​ Prédicat :  
 :  𝑃(𝑛) ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢

𝑛+1
> 𝑢

𝑛
 

 
2.​ Initialisation :  

 et  donc   𝑢
0

= 1 𝑢
1

= 2 × 1 + 1 = 3 𝑢
1

> 𝑢
0

et est vraie 𝑃
0

 
3.​ Hérédité :  

On suppose que  est vraie pour un certain  𝑃
𝑘

𝑘 ≥ 0
et montrons que  est vraie, à savoir  𝑃

𝑘+1
𝑢

𝑘+2
> 𝑢

𝑘+1
Au rang  : 𝑘 + 1
Par hypothèse de récurrence : , donc 𝑢

𝑘+1
> 𝑢

𝑘
 2𝑢

𝑘+1
> 2𝑢

𝑘
et  soit  2𝑢

𝑘+1
+ 1 > 2𝑢

𝑘
+ 1 𝑢

𝑘+2
> 𝑢

𝑘+1
 
Ainsi  est vraie. 𝑃

𝑘+1
 

4.​ Conclusion : 
La proposition est initialisée au rang  et est 𝑛 = 0
héréditaire donc  est strictement croissante sur ℕ. 𝑢

𝑛( )
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Exemple de démonstration par récurrence 

Enonce : Démontrons par récurrence que, , on a ∀𝑛 ∈ ℕ
 1 + 2 +... + 𝑛 = 𝑛 (𝑛+1)

2
 
Démonstration : 

●​ Prédicat soit , :  𝑛 ∈ ℕ 𝑃(𝑛) 1 + 2 +... + 𝑛 = 𝑛 (𝑛+1)
2

●​ Initialisation : Pour  𝑛 = 0
○​ terme de gauche : la somme vaut 0 
○​ terme de droite :  0 (0+1)

2 = 0
Il y a bien égalité, on a montré que  est vraie. 𝑃(0)

●​ Hérédité : Hypothèse de récurrence On suppose que  est vraie pour un certain  𝑃(𝑘) 𝑘
On veut démontrer que  est vraie à savoir que :  𝑃(𝑘 + 1) 𝑃(𝑘 + 1) 1 + 2 +... + (𝑘 + 1) = (𝑘+1)(𝑘+2)

2
Au rang  :  𝑘 + 1

 1 + 2 +... + (𝑘 + 1) = 1 + 2 +... + 𝑘 + (𝑘 + 1)
                                                                                on utilise l'hyp de récurrence = 𝑘 (𝑘+1)

2 + (𝑘 + 1)

                                                                                 on met au même dénominateur = 𝑘(𝑘+1)
2 + 2(𝑘+1)

2

                = 𝑘(𝑘+1)+2 (𝑘+1)
2

                                                        on factorise par  = (𝑘+1)(𝑘+2)
2 (𝑘 + 1)

Donc  est vraie. 𝑃(𝑘 + 1)
●​ Conclusion : La propriété est initialisée pour , héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel  𝑛 = 0 𝑛

 

Contre-exemple :  L'initialisation est indispensable ! 

On considère la propriété :  divise  𝑃(𝑛) 6 7
𝑛

+ 1
Cette propriété est héréditaire à partir de . 𝑛 = 0

En effet, supposons que  soit vraie, donc il existe  tel que ,  𝑃(𝑛) 𝑘
𝑛

7
𝑛

+ 1 = 6 × 𝑘
𝑛

𝑘
𝑛
 ∈ ℤ

Au rang  : 𝑛 + 1

 avec  7
𝑛+1

+ 1 = 7 × 7
𝑛

+ 1 = 7 ( 6𝑘
𝑛

− 1) + 1 = 42 𝑘
𝑛

− 6 = 6 (7𝑘
𝑛

− 1) = 6 𝑘
𝑛+1

𝑘
𝑛+1

= 7𝑘
𝑛

− 1 ∈ ℤ
donc  est toujours vraie lorsque  est vraie : la propriété est héréditaire. 𝑃(𝑛 + 1) 𝑃(𝑛)
 
Cependant, on ne peut pas conclure par récurrence que la propriété est vraie pour tout entier naturel car elle n'a 

pas été initialisée. D'autant que  est fausse :  qui n'est pas divisible par 6. 𝑃(0) 7
0

+ 1 = 2
En fait, la propriété est fausse pour toutes les valeurs entières de . 𝑛
 
Il faut bien comprendre que l'hérédité est un mécanisme qui nécessite une amorce pour s'appliquer de proche 
en proche et ici nous n'avions pas l'amorce. 

 
Exercice : On considère la suite définie pour tout entier naturel  𝑛 ≥ 1

 

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel ,  𝑛 ≥ 1 𝑢
𝑛

= 2
𝑛

− 1
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II.​ Comportement global d'une suite 

Définition : sens de variation d'une suite 

Une suite  est croissante si pour tout entier naturel : . (𝑢
𝑛
) 𝑛 𝑢

𝑛
≤ 𝑢

𝑛+1
Une suite  est décroissante si pour tout entier naturel : . (𝑢

𝑛
) 𝑛 𝑢

𝑛
≥ 𝑢

𝑛+1
Une suite est dite monotone si elle est soit (toujours) croissante, soit (toujours) décroissante.  
Une suite est dite constante si, pour tout entier naturel ,  𝑛 𝑢

𝑛+1
= 𝑢

𝑛

Exemples : 
La suite des entiers pairs 0, 2, 4, … est une suite arithmétique de raison , elle est croissante car  𝑟 = 2 𝑟 > 0
La suite des nombres 1, 2, 4, 8, 16, … est une suite géométrique de raison  et de terme initial , elle est 𝑞 = 2 𝑢

0
= 1

croissante car  𝑞 >  1

La suite  définie par  n'est ni croissante, ni décroissante. (𝑣
𝑛
)

𝑛 ≥0
𝑣

𝑛
= (− 1)

𝑛

Méthodes pour étudier les variations d'une suite 

1.​ Méthode fonctionnelle : Si  , on étudie le sens de variation de la fonction f sur  𝑢
𝑛

= 𝑓 (𝑛) [ 0 ;  + ∞[
a.​ si  est croissante alors la suite  est croissante 𝑓 (𝑢

𝑛
)

b.​ si  est décroissante alors la suite  est décroissante 𝑓 (𝑢
𝑛
)

2.​ Méthodes algébriques :  
a.​ Etudier le signe de ; si  alors la suite est croissante 𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛
𝑢

𝑛+1
− 𝑢

𝑛
≥ 0

b.​ Si , pour tout n, comparer le rapport à 1 ; si alors la suite est croissante. 𝑢
𝑛

> 0
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

𝑢
𝑛+1

𝑢
𝑛

> 1

3.​ Méthode par récurrence : Elle s'applique à une suite  définie par  (𝑢
𝑛
) 𝑢

𝑛+1
= 𝑓(𝑢

𝑛
)

On montre la propriété  pour montrer que la suite est croissante 𝑃(𝑛) :  𝑢
𝑛+1

≥ 𝑢
𝑛

Exemples : 
●​ ,  𝑢

𝑛
=  − 1

3 𝑛 + 4 ∀𝑛 ∈ ℕ

C'est une suite définie par  avec , comme la fonction est décroissante sur ℝ car c'est 𝑢
𝑛

= 𝑓(𝑛) 𝑓(𝑥) =  − 1
3 𝑥 + 4

une fonction affine de coefficient directeur -⅓ < 0 alors la suite  est décroissante. (𝑢
𝑛
)

●​ ,  𝑢
𝑛

= 2
𝑛

3
𝑛 ∀𝑛 ∈ ℕ

La suite est telle que . On calcule , donc la suite est décroissante. 𝑢
𝑛

> 0,  ∀𝑛 ∈ ℕ
𝑢

𝑛+1

𝑢
𝑛

= 2
𝑛+1

3
𝑛+1  × 3

𝑛

2
𝑛 = 2

3  < 1

Définitions : suite majorée, suite minorée 

On dit qu'une suite  définie sur ℕ est : (𝑢
𝑛
)

●​ majorée s'il existe M ∈ ℝ tel que , on dit que M est un majorant de . ∀𝑛 ∈ ℕ,  𝑢
𝑛
 ≤  𝑀 (𝑢

𝑛
)

●​ minorée s'il existe m ∈ ℝ tel que  , on dit que m est un minorant de . ∀𝑛 ∈ ℕ,  𝑢
𝑛
 ≥  𝑚 (𝑢

𝑛
)

●​ bornée si elle est à la fois majorée et minorée. 
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