
Insa.Algèbre linéaire.TD4.Espaces vectoriels 
 

TD 4 - Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels 

 

 

1.​ Soient  𝑢(𝑥; 𝑦; 𝑧) ;   𝑣(𝑥'; 𝑦'; 𝑧') ;  𝑤(𝑥"; 𝑦"; 𝑧") ∈ ℝ3

1.1.​  𝑢 + 𝑣 = (𝑥 + 𝑥'; 𝑦 + 𝑦'; 𝑧 + 𝑧') = (𝑥' + 𝑥; 𝑦' + 𝑦; 𝑧' + 𝑧) = 𝑣 + 𝑢
1.2.​  𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑥 + (𝑥' + 𝑥"); 𝑦 + (𝑦' + 𝑦"); 𝑧 + (𝑧' + 𝑧"))

 = ((𝑥 + 𝑥') + 𝑥"; (𝑦 + 𝑦') + 𝑦"; (𝑧 + 𝑧') + 𝑧") = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤
1.3.​ Prenons  alors  0 = (0; 0; 0) 𝑢 + 0 = (𝑥 + 0; 𝑦 + 0; 𝑧 + 0) = (𝑥; 𝑦; 𝑧) = 𝑢
1.4.​ Prenons  alors  − 𝑢(− 𝑥; − 𝑦; − 𝑧) 𝑢 + (− 𝑢) = (𝑥 − 𝑥; 𝑦 − 𝑦; 𝑧 − 𝑧) = (0; 0; 0) = 0
1.5.​  1. 𝑢 = (1. 𝑥; 1. 𝑦; 1; 𝑧) = (𝑥; 𝑦; 𝑧) = 𝑢
1.6.​  λ. (µ. 𝑢) = λ(µ𝑥; µ𝑦; µ𝑧) = (λµ𝑥; λµ𝑦; λµ𝑧) = λµ(𝑥; 𝑦; 𝑧) = (λµ). 𝑢
1.7.​  λ. (𝑢 + 𝑣) = λ(𝑥 + 𝑥'; 𝑦 + 𝑦'; 𝑧 + 𝑧') = (λ(𝑥 + 𝑥'); λ(𝑦 + 𝑦'); λ(𝑧 + 𝑧'))

 = (λ𝑥 + λ𝑥'; λ𝑦 + λ𝑦'; λ𝑧 + λ𝑧') = (λ𝑥; λ𝑦; λ𝑧) + (λ𝑥'; λ𝑦'; λ𝑧') = λ(𝑥; 𝑦; 𝑧) + λ(𝑥'; 𝑦'; 𝑧')
 = λ. 𝑢 + λ. 𝑣

1.8.​  (λ + µ). 𝑢 = ((λ + µ)𝑥; (λ + µ)𝑦 ; (λ + µ)𝑧) = (λ𝑥 + µ𝑥; λ𝑦 + µ𝑦; λ𝑧 + µ𝑧)
 (λ𝑥; λ𝑦; λ𝑧) + (µ𝑥; µ𝑦; µ𝑧) = λ. 𝑢 + µ. 𝑢

 

2.​  𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 / 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0 𝑒𝑡 𝑎'𝑥 + 𝑏'𝑦 + 𝑐'𝑧 = 0}
2.1.​  et  𝑢 𝑒𝑡 𝑣 ∈ 𝐷 𝑢 + 𝑣 = (𝑥 + 𝑥'; 𝑦 + 𝑦'; 𝑧 + 𝑧')

  car  𝑎(𝑥 + 𝑥') + 𝑏(𝑦 + 𝑦') + 𝑐(𝑧 + 𝑧') = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑎𝑥' + 𝑏𝑦' + 𝑐𝑧' = 0 𝑢,  𝑣 ∈ 𝐷
  car  𝑎'(𝑥 + 𝑥') + 𝑏'(𝑦 + 𝑦') + 𝑐'(𝑧 + 𝑧') = 𝑎'𝑥 + 𝑏'𝑦 + 𝑐'𝑧 + 𝑎'𝑥' + 𝑏'𝑦' + 𝑐'𝑧' = 0 𝑢,  𝑣 ∈ 𝐷

donc  𝑢 + 𝑣 ∈ 𝐷
2.2.​  a pour coordonnées  𝑢 + (𝑣 + 𝑤) (𝑥 + (𝑥' + 𝑥"); 𝑦 + (𝑦' + 𝑦"); 𝑧 + (𝑧' + 𝑧"))

C'est associatif dans ℝ et si les trois vecteurs vérifient les deux équations alors leur somme 
aussi et dans n'importe quel ordre 

2.3.​ Le vecteur  appartient à D et  (0; 0; 0) 𝑢 + 0 = 𝑢
2.4.​ Le vecteur  est tel que  et les coordonnées vérifient les deux − 𝑢(− 𝑥; − 𝑦; − 𝑧) 𝑢 + (− 𝑢) = 0

équations 
2.5.​  et si  alors  1. 𝑢 = (1. 𝑥; 1. 𝑦; 1; 𝑧) = (𝑥; 𝑦; 𝑧) = 𝑢 𝑢 ∈ 𝐷 1. 𝑢 ∈ 𝐷
2.6.​  et si  alors  et λ. (µ. 𝑢) = λ(µ𝑥; µ𝑦; µ𝑧) = (λµ𝑥; λµ𝑦; λµ𝑧) = λµ(𝑥; 𝑦; 𝑧) = (λµ). 𝑢 𝑢 ∈ 𝐷 λ. (µ. 𝑢) ∈ 𝐷

 (λµ). 𝑢 ∈ 𝐷
2.7.​  voir 1.7, si  alors  et  λ. (𝑢 + 𝑣) = λ. 𝑢 + λ. 𝑣 𝑢 ∈ 𝐷,  𝑣 ∈ 𝐷 λ. (𝑢 + 𝑣) ∈ 𝐷 λ. 𝑢 + λ. 𝑣 ∈ 𝐷
2.8.​  et si  alors  et  (λ + µ). 𝑢 = λ. 𝑢 + µ. 𝑢 𝑢 ∈ 𝐷 (λ + µ). 𝑢 ∈ 𝐷 λ. 𝑢 + µ. 𝑢 ∈ 𝐷

 

 

Par récurrence : Prédicat ,  si  et  ∀𝑛 ∈  ℕ* λ
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Hérédité : On suppose qu'il existe un rang  tel que  𝑛 λ
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Comme  par hyp de récurrence et que   donc la somme est dans E λ
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Conclusion : la proposition est initialisée pour , elle est héréditaire, elle est vraie pour tout  𝑛 = 1 𝑛 ≥ 1



 

 

 
1.​  (Commutativité) 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 = 𝑦 ⊕ 𝑥

2.​  (Associativité) 𝑥 ⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧) = 𝑥 ⊕ 𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 ⊕ 𝑦) ⊕ 𝑧

3.​ 1 ∈  et  (neutre, addition du vecteur “nul”) ℝ
+
* 1 ⊕ 𝑥 = 1𝑥 = 𝑥

4.​ Prenons ,  ;  existe et appartient à car (symétrique) 𝑥−1 = 1/𝑥 1/𝑥 ⊕ 𝑥 = 1/𝑥×𝑥 = 1 𝑥−1 ℝ
+
* 𝑥 ∈ ℝ

+
*  

5.​  (multiplication par le scalaire 1) 1.  𝑥 = 𝑥1 = 𝑥

6.​  (compatibilité de . avec  du corps ℝ) λ. (µ. 𝑢) = (µ. 𝑢)λ = (𝑥µ)λ = 𝑥µ×λ = 𝑥λµ = (λµ). 𝑥 ×

7.​  (distributivité de . par rapport à ) λ. (𝑥 ⊕ 𝑦) = (𝑥 ⊕ 𝑦)λ = (𝑥𝑦)λ = 𝑥λ𝑦λ = λ. 𝑥 ⊕ λ. 𝑦 ⊕

8.​  (distributivité de . par rapport à ) (λ + µ). 𝑥 = 𝑥λ+µ = 𝑥λ𝑥µ = λ. 𝑥 ⊕ µ. 𝑥 ⊕

 
Définition du SS-ev : ,  si , ,  0  ∈ 𝐸 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐸 𝑥 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝐸 λ ∈ 𝐾 λ. 𝑥 ∈ 𝐸 𝑠𝑖 𝑥 ∈ 𝐸

 

On montre que  est un ss-ev de . 𝐴
1

ℝ2

●​  : le vecteur  car  0  ∈ 𝐸 (0, 0) ∈ 𝐴
1

2 × 0 + 3 × 0 = 0

●​   si  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐸 𝑥 ∈ 𝐸 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝐸
On prend  et  alors  a pour composantes  𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴

1
𝑣(𝑥', 𝑦') ∈ 𝐴

1
𝑢 + 𝑣 (𝑥 + 𝑥', 𝑦 + 𝑦')

On calcule :  2(𝑥 + 𝑥') + 3(𝑦 + 𝑦') = 2𝑥 + 2𝑥' + 3𝑦 + 3𝑦' = 2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑥' + 3𝑦' = 0 + 0 = 0
donc  𝑢 + 𝑣 ∈ 𝐴

1

●​ ,  λ ∈ 𝐾 λ. 𝑥 ∈ 𝐸 𝑠𝑖 𝑥 ∈ 𝐸
On prend  et  alors  a pour composantes  𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴

1
λ ∈ ℝ λ𝑢 (λ𝑥, λ𝑦)

On calcule :  2(λ𝑥) + 3(λ𝑦) = λ(2𝑥 + 3𝑦) = λ × 0 = 0
donc  λ𝑢 ∈ 𝐴

1

Conclusion :  est un ss-ev de , c'est une droite passant par l'origine, de coefficient directeur . 𝐴
1

ℝ2 − 2
3

 
C’est une droite qui ne passe pas par l’origine.  

Ce n’est pas un sev de car il ne contient pas l’élément neutre  ℝ2 (0; 0)

 

Ce n’est pas un sev de car il n’est pas stable par multiplication par 2 (par exemple). ℝ2

Contre-exemple :  car  or  et  donc  (1, 0) ∈ 𝐴
3

1² + 0² = 1 ≤ 1 2(1, 0) = (2, 0) 2² + 0² = 4 > 1 (2, 0) ∉ 𝐴
3



 

On sait que  𝐴
4

⊂ ℝ2

On montre que , soit , est-ce qu'il existe  tels que  et  ? ℝ2 ⊂ 𝐴
4

(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2 (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 𝑦 = 𝑎 − 𝑏

Ceci équivaut à   et , il suffit de prendre  et  𝑥 + 𝑦 = 2𝑎 𝑥 − 𝑦 = 2𝑏 𝑎 = 𝑥+𝑦
2 𝑏 = 𝑥−𝑦

2

Donc Quels que soient et , on peut donc trouver et , donc et  , qui est un sev de . 𝑥 𝑦 𝑎 𝑏 ℝ2 ⊂ 𝐴
4

𝐴
4

= ℝ2 ℝ2

 

 

Ce n’est pas un sev de car il ne contient pas l’élément neutre  ℝ2 (0; 0)

 

Il s’agit de privé des axes, sauf de l’origine. ℝ2

Ce n’est pas un sev de car il n’est pas stable par addition :  ℝ2

 (− 2;  − 2) ∈ 𝐴
6

 (3 ;  2) ∈ 𝐴
6

 (− 2;  − 2) + (3 ;  2) = (1 ;  0) ∉ 𝐴
6

 

Ce n'est pas un sev de , car l'origine n'appartient pas à  ℝ3 𝐴
7

 
 𝐴

8
= {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑡𝑞 𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑦 = 0 𝑜𝑢 𝑧 = 0}

Il s’agit de l’union des trois plans déterminés par les axes de  ℝ3.

Ce n’est pas un sev de car il n’est pas stable par addition : ℝ3

 (1, 1, 0) ∈ 𝐴
8

 (0, 0, 1) ∈ 𝐴
8

 (1, 1, 0) + (0, 0, 1) = (1, 1, 1) ∉ 𝐴
8

 
 𝐴

9
= {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑡𝑞 𝑥 = 𝑧 𝑒𝑡 𝑥 = 𝑦} = {(𝑥, 𝑥, 𝑥) 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑥 ∈ ℝ} 

C’est un sev de , plus précisément une droite passant par l’origine  ℝ3

(intersection de deux plans non parallèles). 

 
C’est un sev de  car :  {𝑓: ℝ → ℝ}
La fonction nulle est paire 
la somme de deux fonctions paires est une fonction paire 
tout multiple d’une fonction paire est paire. 



 
Idem que pour “paire” 

 
Ce n’est pas un sev car il ne contient pas l’élément neutre . 𝑓 = 0

 
Ce n’est pas un sev car il n’est pas stable par passage à l’opposé. 

 
C’est un sev de  car :  {𝑓: ℝ → ℝ}

Ensemble non vide : la fonction nulle appartient à  𝐴
14

Stabilité par addition : la somme de deux telles fonctions est une telle fonction 

l’opposée d’une telle fonction est une telle fonction 

Stabilité avec la 2e loi : tout multiple d’une  telle fonction est une telle fonction 
 

 
Ce n’est pas un sev car il ne contient pas l’élément neutre . 𝑃 = 0
 

 
●​ Ensemble non vide :  contient le polynôme nul,  𝐴

16
𝑃(𝑋) = 0

●​ Stabilité par addition : la somme de deux polynômes de deg inférieur à 3 est un polynôme de degré 
inférieur à 3 

●​ Stabilité pour la 2e loi : le produit d'un polynôme de degré inférieur à 3 par un scalaire  est un polynôme λ
de degré inférieur ou égal à 3. 

 
C’est un sev de l'ensemble des polynômes  ℝ[𝑋]

 
●​ Ensemble non vide :  contient le polynôme nul, , on a bien que  𝐴

16
𝑃(𝑋) = 0 𝑃(1) = 𝑃(2) = 𝑃(3) = 0

●​ Stabilité par addition : la somme de deux polynômes P et Q tels que  et 𝑃(1) = 𝑃(2) = 𝑃(3) = 0
 est un polynôme tel que  𝑄(1) = 𝑄(2) = 𝑄(3) = 0 𝑃 + 𝑄(1) = 𝑃 + 𝑄(2) = 𝑃 + 𝑄(3) = 0

●​ Stabilité pour la 2e loi : le produit d'un polynôme tel que  par un scalaire  est un 𝑃(1) = 𝑃(2) = 𝑃(3) = 0 λ
polynôme  tel que  λ𝑃 λ𝑃(1) = λ𝑃(2) = λ𝑃(3) = 0

 
C’est un sev de  ℝ[𝑋]
 



 
Prop Réciproque :  

Si  alors   𝐹 ⊂  𝐺 𝐹 ∪ 𝐺 = 𝐺

Comme G est un ss-ev de E,  est un ss-ev de E 𝐹 ∪ 𝐺

Idem pour  𝐺 ⊂ 𝐹

 

Prop Directe : On veut montrer que si  est un ev alors  ou . 𝐹 ∪ 𝐺 𝐹 ⊂ 𝐺 𝐺 ⊂ 𝐹

Par l’absurde.  

On suppose que  est un ss-ev de E et que F n'est pas inclus dans G et G n'est pas inclus dans F. 𝐹 ∪ 𝐺

Soit  et , alors  car on a supposé que  est un ss-ev de E 𝑥 ∈ 𝐹\𝐺 ⊂ 𝐹 ∪ 𝐺 𝑦 ∈ 𝐺\𝐹 ⊂ 𝐹 ∪ 𝐺 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐹 ∪ 𝐺 𝐹 ∪ 𝐺

- soit , comme  et que F est un ss-ev de E alors , contradiction car  𝑧 = 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐹 𝑥 ∈ 𝐹 𝑦 = 𝑧 − 𝑥 ∈ 𝐹 𝑦 ∈ 𝐺\𝐹

- soit , comme  et que G est un ss-ev de E alors , contradiction car  𝑧 = 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐺 𝑦 ∈ 𝐺 𝑥 = 𝑧 − 𝑦 ∈ 𝐺 𝑥 ∈ 𝐹\𝐺

Par conséquent si  est un ss-ev de E alors  ou . 𝐹 ∪ 𝐺 𝐹 ⊂ 𝐺 𝐺 ⊂ 𝐹
 
 

Contre-exemples dans  : ℝ3

Prenons l'ensemble   𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 / 𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝑦 = 0} = {(0, 0, 𝑧)}

et  𝐷' = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 / 𝑦 = 0 𝑒𝑡 𝑧 = 0} = {(𝑥, 0, 0)}

 


