REGLAS DE L"HOPITAL PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

im ) siendo aeR 6 o= o 0 =

Si al calcular x> @ 9(X) llegamos a una indeterminacién del tipo 0 ¢
jim %) im 1)y TO
y existe X7 ¢ 9(X)  entonces: x> @ 9(x) x>« g(x)

=f(x)
/ Y

o y=9(x)

Observa el grafico.

70
i L)

Cuandoel ¢ &(X) existe, significa que la relacién entre las ordenadas de ¥ =/ (¥) ylasde ¥ =8)
tiende a estabilizarse.

AC))

!
Si existe el >« & (X) significa que tiende a estabilizarse la relacién entre sus pendientes.

Las indeterminaciones del tipo ©—% 17 0 o0 y otras se pueden poner, con algo de habilidad, en
forma de cociente para que se les pueda aplicar la regla de L’hdpital.

Regla de L'Hopital
Es una consecuencia del teorema de Cauchy y nos permite obtener facilmente ciertos limites que, sin esta
regla, resultarian complicadisimos.
Esta regla dice:

C limf(x)=0 limg(x)=0 . Iimm lim = -
Si x-a , X8 y existe *>29() entonces se cumple que **29(X) x-ag(x)

00 _ i 100

Demostracion:
Si fy g son continuas en [a, x| y derivables en (a, x) se cumplira :
f(x)-f(a) _ f(c)

9x)-9@ g©) donde € <(%X) (Teorema de Cauchy)

f(a)=limf(x)=0 g(@)=limg(x)=0 19 = f©)
Pero x-a y x>a luego 9 )
tim 1) _ jjm F©)

Si x—a entonces ¢~2 yaque °<@X Juego 29 c>aglc)
lim ) lim e
Como existe *>29(X) por hipdtesis, existird también °>29() y ambos serdn iguales.
lim 169 = lim @
Queda, por tanto, que *>29(x) x>2g(x)

818

La regla de L"Hopital también puede ser aplicada al caso de indeterminaciones del tipo
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Con este resultado se resuelven todos los casos de indeterminacién del calculo de limites: 0/0, /e, o -
0,0.0,1%, 0 y 0°,

Ejemplo:

. 1-cosx
lim >
x—0 X

0
Este es un caso de indeterminacion del tipo © por lo que podemos aplicar la regla:

. 1-cosx 0 . senx 0 ., cosx 1
lim —=|5|= lim = =1 =
x—>0 X x—0 2X

0

=1m
0 x>0 2 2

La regla puede aplicarse una o mas veces, mientras se mantenga la indeterminacion.
3k 3k sk sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok

Actividades
Calcula los limites siguientes:
lim (xLx)

x—0"

. X—senx
Ilmi2
x—>0 sen“x

. a*-b*

lim

x—0 X

. Xsenx
lim
x—01—CoS X

lim x*
x—0"

et —e™*-2x
lim ———
x—0 X —senx

X —senx

lim 3

x—0 X
. 2arctgx — X
lim #

x—0 2X — arcsenx

lim x2 [1 —cosl)
X—»0 X

a1
lim x1-x
x—1

lim ¥x

X—>0

lim,
a) senx

lim, o ———
C) X

d) lim,_,,(1—cosx).cotgx

. (e* —1).senx
im0 =55
e) X" —x

. 1
lim,_,; ——.Inx
x-1
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lim Inx
h) xo1| x—1
eX —1

. lim————
1) x—0Cosx—1

. (Inx)2

| x—ow
oo
lim

X—>0 x5

. X—arctgx
lim &

x—0 x3

2

X
roer —1
Lim=——-
x—0 cosx —1

(x=1e*+1

S€n2 X

Lim

x—0

sen x

x—0 X

tgx
-0 x

sén x

lim
x—0

tgx

. senx—sena
lim ————
X—a xXxX—a

. cos(a+h)-cosa
lim

h—0 h

cos7x—cos3x

lim 5

x—0 X

1—cosx
2

lim

x—0 X

. senbx
lim

x—>/2 X

sen 6x

x—0 X

sen x

X2 T — X
sen(x —2)
=2 x* —5x+6

tgSx

=0 Tx

tg(x2 —3x+ 2)

x—2 x2 _4
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-2
lim
x4 senix2 -16 ’

lim COS(ﬂ.'x)
x-12 2x —1

. ( 1 j
lim xsen| —
X—>0 x

. ( 1 j
lim xsen| —
x—0 X

sén x

by

lim

X—>0 X

lim arctg x

X—>0

lim arctgx

X—>—00

lim arcsen x

X—>0

lim (1 + 3x)l/se"x

x—0"

lim (1+senx)"

x—0

lim (1 + sen(ln
X—0 X

lim 10g(3 + h)— log3

h—0 h

lim (xlog(l + ED
X0 X

, ln(cos2 x)
lim €08 )
x—0 X

o In(s+4*)-Ins

h—0 hz
lim (ln(\/; - \/§)+ ln( X D
x—3" x—3
_ 2
log(x) + log(1 al j

) 1-x b
lim
x—0* 3x

. Xsenx
lim

<50 1-cosx
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l . X +2x7 +x
L’f_}?ﬁ +xt—x-1
0
Este limite es del tipo O y cumple las condiciones de la regla d L'hépital
0 0
i X +2x7 +x 51 3x% +4x+10 iy 6x+4 -2 1
U I e T P U T TTS NV
T+ x-—1
lim*
x—0 X
0 0
T4x-10 Y410 e’ 1
li =l 5=l =
sen x(1 —sen x)
1. Lim  cos’x
X—TT/2
, (1—2% R et , |
a)ll’m(l 2 )x—llm- 1 :l,lrm —xl =lim~=2 X1n2:—ln2=ln§
x X
b) I (cosx + senx)%
-0 Este limite es del tipo 1~ para ponerlo en forma de cociente tomamos logaritmos

n J()= (cosx + senx)%

In(cos x + senx)

Zlm[lnf( )] llm[ln cosx+senx /x] ZZI’I/I{ [ln(cosx+senx)ﬂ =lim

x—0 x—>0 x—0 x—0 X

(— senx + cos x)

(COS X+ senx) —senx+ Ccosx

=]7 _— e 1
50 1 lf_lz)/l COS X + senx

Como sabemos

lim/[n f(x)]= 111[[ im/ (X)J
que ¢ x>0 entonces tendremos:
h{l im/ (x)j = limln 1(2)]=1 ¢ = i /() = [ (cosx +senx) -

lim (cosx + senx)% =e

x—0
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o0

3° = 3*In3 = “(In3)* = ,, 3*(In3) +oo

4 14 y 3
i =lim e =lim =g =lm == =+
x’ -3x° . 2x7 —5x+2 x+1-¢"
lim " lim 5 lim 5
a) x=03x" —2x b) ->25x  —T7x—6 o) x—=0 X
- . 2e" =3+ / _
hmln(xil) hm 5 lim x+1 \/5
d) =2 x-=2 e) x—=0 X f) sl y—1

En este ultimo ejemplo comprobamos mediante la regla d L'Hdpital, que una funcién exponencial es un
infinito de orden superior a una funcién potencial.
Skskskskesk sk skoke sk sk ko sk sk skosk sk sk sk skske sk sk ks sk sk skskosk sk sk skskesk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk skok sk

lim X m sen(x)
Se sabe que *° X es finito. Determina el valor de m y calcula el limite
WEGAN

X = msen(x) - —msen(0) = % aplicamos la regla de 7'Hopital

lin}) 5 5
N 0
g(x)
f'(x)=1-—mcos(x); g'(x)=2x
lim F(x) ~lim f:(x) _ 1—m cos(0) _ l—m
x>0 g(x) x»Og(x) 20 0

Como el limite tiene que ser finito, debe ser , pues si m#1 e = +o0.

: ... 0 . :
Llegamos de nuevo a la indeterminacion 0 Aplicamos otra vez la regla de L 'Hopital :

f'(x)=m sen(x) , g'(x)=2
) iy S 700 _msen(0) 0

lim =—— = lim — —
x—>0 g(_x) x—>0 g(x) x—>0 g (_x) 2 2

Skkesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk ok

X+ cos(x) —ae”
S(x)= x°
b, six=0

, si x#0

Calcula ay b sabiendo que es continua la funcién f: R - R,
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Soluc.: Como es continua, en particular es continua en x=0 y por tanto lir% f(x)=f(0)=>b
X—>

0
lin%) f(x)= O+CO(S)? * - ! Oa . Como tiene que ser igual a b, debe ser , pues de lo contrario el limite seria To.
X
x+cosx—e’ 0
f)=———: lirr[l) f(x) =5 aplicamos la regla de L'Hopital :
X X—>

0

. . l-senx-e* 0 . ra 1 g —COSX—€"
chlir}) f(x)= chlil}) o De nuevo aplicamos la regla de L'Hopital : chlil’l #__lj

Skokesk ok sk ok ok ok ok ok ok ke ok ke ok Sk sk ok sk sk ok ok ok ok Sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk ok ok

lim

ax* +bx+1- cos(x)

Sabiendo que "’

Soluc.:

2
sen(x”) es finito e igual a 1, calcula los valores deayb

2
ax” +bx+1-cos(x) _ % aplicamos la regla de Z'Hopital

lim 5
x>0 sen(x”)

xr—>0

2ax+b +sen(x) b
m > (x) =— como tiene que ser finito, debe ser ,
2xcos(x”) 0

pues de lo contrario el limite seria + oo.

. . . 2 2a+1
Aplicamos de nuevo la regla de L'Hopital : lim c21+cos£x) = at
x=>02cos(x”) —4x sen(x”) 2
. o 2a+1 1
Como nos dicen que el limite vale 1, — - L, luego |a= 5

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok 3k >k ok ok ok >k ok ok ok Sk >k ok ok Sk >k ok ok ok >k ok ok ok >k >k ok ok Sk sk ok ok Sk >k ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ske ok sk kok ok

lim

cos(rx) .(1+acos(mx))

Sabiendo que ‘

sen(xz)

“«_n

es finito, calcula “a” y el valor del limite.

Skokeskok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sksk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

Sea f: (0, ©) — Rla funcién definida por

X (lnx)2
f(x)= (x—l)2 ’

a, six=1

si x#1

a) Sabiendo que f es continua, calcula a

b) Estudia la existencia de asintota horizontal de la grafica. En caso de que exista, determina su ecuacion.
Skskskskesk sk skskesk sk ks sk sk sk sk sk sk sk skske sk sk ks sk sk sk skok sk sk sksk sk sk ks sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk skskesk sk skosk sk sk skoskske sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skk sk

lim In(1+x) — senx lim { 11 } lim € tgx —x
Calcula:a) *~° Y~ senx b) * ! In(x)  x-1 ) ¥ 0 x—senx
- x __sen(x)
limO M llm e 62 hml |:1 1 _ 22 i|
d) x - x—sen(x) e) ™ 0 X f) X = n(x) x° =1

Sol.: a) A pues por la izda es oo y por la dcha —o b) —}2/ -2 d)2 e)0 )1

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk ksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok

S(x)=
Dada la funcién

e’ +1

¢’ —1 , parax # 0, determina las asintotas de su grafica. Sol:: AV.:x=0 AH.y=1

Skokeskok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sksk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok
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x (In x)?

f(x)=

2
Seaf: (1, +) —» Rla funcién dada por (*=1" " Estudia la existencia de asintota horizontal para

la grafica de esta funcién. En caso de que exista, hallala. Sok: AH.y=0
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

- In(x +1) — asen(x)+ xcos(3x)

li 2 Sol:a=2; -~/
Sabiendo que *° X es finito, calcula a y el valor del limite. — /2
Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

. 1 m )

lim |~ %% Sol:m=2; -1,
Sabiendo que *>%\e —1 Y/ es finito, calcula “m” y el valor del limite. /2

Skokesk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk skok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk ok

2 p—
lim & +bx +1—cos(x)

x>0 sen(xz)

Sol:a=1/, b=0
Sabiendo que es finito e igual a 1, calcula los valores de a y b. 2
Skesk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ok ok ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

x+ cos(x) — ae”
S(x)= x*
b, six=0

, St x#0

Halla a y b sabiendo que es continua la funcion f: R — R definida como
Sol:a=1, b=-1

Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
. x cos(x)+bsen(x)

lim 3
Sabiendo que *° x es finito, calcula b y el valor del limite.
Sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk R sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok sk >k sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Sol.: b=-1; el limite vale —13

X
. a senx)—xe
i 45e10) =1 "
Sabiendo que *° X es finito, halla el valor de a y el de dicho limite.
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk

Sol.: a=1; el limite vale —1

lim X=¢ sen(x)
2 . : -
Se sabe que * ¢ X es finito. Determina el valor de a y calcula el limite.

2

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k >k ok ok Sk >k ok Sk ok sk ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok Sk sk ok ok Sk sk ok ok ok ok sk ok ok Sk >k sk ok sk sk ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk kok ok

Sol.: au=1; el limite vale |

Escribe las ecuaciones de las asintotas de Ia grafica de las funciones:

e :2ln(x) gx __ X
5 7975 b SO o f=ec o

Sol.: a) AV.: x=1 , AH.: y=0 (en @) b) AV.:x=0 , AH.: y=0 (en®) c¢) AH:y=1 ¢) AH.: y=0 (en )

Skokesksk sk sk sk sk sk sk sk sksk skook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sksk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok
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