PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2014 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

1.- (prueba ordinaria) Sea f: R - R definida por f(x) = x> + ax* + bx + c.
1

(a) Halla a, b y c para que la grafica de f tenga tiene un punto de inflexién de abscisax = 2 y que la recta
tangente en el punto de abscisa x = 0 tenga de ecuaciény = 5 - 6x.
Resolucién
f(x) =3x*+2ax+b ; f’'(x)=6x+2a

)= O.Lueg0,6%+ 2 = 0=>a :%

: . 1 1
Al tener un punto de inflexién en x = —-, (T

Como la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0 es -6, entonces
f(0) = 6. Luego, 3.0° + 2a.0 +b=-6 ; b=-6

Como la recta tangente y la grafica coinciden en x = 0, entonces f(0) =5 - 6.0 = 5.
Luego,03+a.02+b.0+c=5 ; c=5

Conclusion: debe sera = % b=-6,c=5

(b) Paraa=3,b=-9 y c =8, calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores
que alcanzan).

Resolucién
Paraa=3,b=-9y c=8,f(x) =x +3x°-9x+8, f(x) =3x*+6x-9 ; f'(x) =6x+6

—2+4
2 )

f(x)=3x"+6x-9=0 x* +2x-3 =0,x = ———=3) x=1x= -3

f’(1) =6.14+ 6 > 0.Enx =1 hay un minimo relativo.
El minimo relativo esx = 1,y = f(1) = 1* + 3.12 - 9.1 + 8 = 3. Punto M(1, 3)

f’(-3) =6.(-3) + 6 <0.En x = -3 hay un maximo relativo.
El maximo relativo es x = -3,y = f(-3) = (-3)* + 3. (-3)*- 9.(-3) + 8 = 35. Punto N(-3, 35)

2.- (prueba ordinaria) Sean f: R > R y g: R — R las funciones definidas respectivamente por f(x) = J%'—

y 900 =—/

a) Esboza las graficas de f y g sobre los mismos ejes y calcula los puntos de corte entre ambas graficas.
b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

Resolucién
La grafica de f esta formada por dos trozos de rectas; minimo absoluto (0, 0). f(x) = + o
s =—=; gx)= 1;2; =0ex=0; gx) = 0; AH.:y=0 (ejeX)

Six>0,g’(x) >0 (creciente) y si x <0, g’(x) < 0 (decreciente) ; minimo absoluto (0, 1)

Puntos de corte de las graficas:

Six>0, f(x)= g(x)(:ziz : ! — ;X +x=2; X +x-2=0.Resolviendo la ecuacién, x = 1, y =2L
+x
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1 . .
. xS -x=2 ; x>+ x + 2 = 0. Resolviendo la ecuacion, x = -1,
+x

Six<0, f()= g(x) & 5=
y=7

Los puntos de corte entre las graficas son P(l, —) y Q(— 1, %)

El recinto que se menciona es

1
Debido a la simetria de las gréficas el drea que se pidees A = 2 [ ( ) ! — — %) dx
0 +x
1 X 1 x2 4 arctg x x2
X _ L _x _ _L . iy
f( — — 2)dx— arctgx ————+ k = 2 + k. Una primitiva es
1+x

2
4arctgx — x

p(x) = .

Por la regla de Barrow,

_ 42 Y 4 T _ 1 _ 2
A = 2[p(1) _ p(O)] — 2[ 4arctg41 1 4arctg40 0 ]: 2( 44 ) __n - 1 El, 0708 u
3.- (prueba ordinaria) Se desea construir un depésito en forma de cilindro recto, con base circular y sin
tapadera, que tenga una capacidad de 125 m°. Halla el radio de la base y la altura que debe tener el
depdsito para que la superficie sea minima.
Resolucién

‘Base

R

h

r

Basé
125

V(cilindro) = mr’h = 125. Despejando, h = —=- . La superficie del cilindro es S = nr? + 2nrh
nr

-2
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. o 2 125 2 250
Funcién a minimizar S(r)= nr + 2mr—— = mnr +
nr

3
, 250 2mr” — 250 3 3 125 5
S'(r) = 2mr — —— = —— =0 2w =250 &1 = or =—
r r T A
. 500 -, o5 5 - .
S”(r)= 2m + —— > 0 , puesres positivo ; S7[— > 0.Parar = ——1a superficie es minima
r A a3
3/ 2 3
] 125 1254 Y 5 5
Laalturaseria h = —=— = — == = —
251 T /T AT

T[i/:z

Por tanto, tanto el radio como la altura deben medir

& m=3,414 m
4.- (prueba ordinaria) Sea la funcién definida por f(x) = x In(x + 1) para x > -1. Determina la primitiva
de f cuya grafica pasa por el punto (1, 0).

Resolucién

Hallemos I = [ f(x) dx. Usamos el método de integracién por partes:

2
[(x + 1) xil dx dv = xdxv =%]:>

I—fualv—uv—fvdu—M - L X dx™
- - - 2 27 x+1

2

Dado que — =x—14—:; 11=f(x—1)dx+f

1 _ x
1 1 dx =———x + In(x + 1)

x+1 2

Luego,

2 2
[ =D _%[%—x+lnln(x+ 1)]=

lenln(x+1) _ X X  _Inln(x+1)
2 4 2 2

+ k

2xInin (x+1) — X’ + 2x — 2lnin (x+1)
4

Las infinitas primitivas de f serian F k(x) = + k,conk €R

Como la primitiva pasa por (1, 0), entonces

21N (1+1) — 1°+21—2Inin (1 + 1)
4

1 -1
+k=0=>T+k=O=>k=T

Fk(1)= 0=

2x’Inin (x+1) — X’ + 2x —2Inin (x+1) -1
4

Por tanto, la primitiva que buscamos es F(x) =

5.- Sabiendo que lim ( " = T ) es finito, calcula a y el valor del limite.

X1 Inin x
Resolucién

e . Inx—a(x—1 1In1—a(1-1 0 .

Vamos a hallar el limite; lim —=mx—e=b _ 1ml-ald-1) _ 9 1, qeterminacién
xo1 (x=Dlninx (1-Dlnin1 0
Aplicamos la regla de L"Hopital:
lim [xInlnx —a(x—1)]" __ Inlnx +1—a Inlnx +1—a _ 1-a
o1 [(x—Dlnlnx]” = x-1 Inlnx + T oxo1 Inlnx+1—--1 0
1—a

Por la regla de L"Hopital, el limite que se pide es —;

Como queremos que el limite sea finito, debe ser 1 — a = 0 porque de lo contrario el limite
—3—
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valdria £oo. Luego,1-a=0=a=1

Para a = 1, calculemos el limite. Veamos si se puede aplicar de nuevo la regla de L'Hépital:

(Ininx)’

= 1
x+1 2

(iinx+1-LY
1

Se puede aplicar. Por tanto, el limite del enunciado, paraa = 1, vale —

6.- Determina una funcion derivable f: R — R sabiendo que f(1) = -1y que

f'(x) = {x2 — 2x,six < 0e — 1,si x>0
Resolucién

FOO) = [ () dx.Six<0, f)= [(x° — 2x) dx =%3—x2+ k  Six>0,
fO)=[(e' —Ddx=¢" —x + k

Como f(1) =-1, el —1+k =—1 ; k' =— e .Porlacontinuidad de fenx =0, f(x) = f(x)

3

Luego,%—02+ k =e0— 0 — e.Dedonde,k=1-e

3
2 ) .
Por tanto, f(x) = {%—x +1—e, six<O0 e — x — e, six=0

X
e —e
X

o six < 0ax + b, six=0

7.- Considera la funciéon derivable f: R = R definida por f(x) = {

(a) Calculaayb.
Resolucién
Al ser derivable, en particular es derivable en x = 0.

Parax # 0, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables.

e”]/: G S I (x—l)e’;gxﬂ)e" ; Six > 0’ f’(x) = a

4x°

Six <0, f’(x):[ —

Como debe ser continua en x = 0:

_ e S T o
f)=f(x) = a0+ b=—%: =—— = -~ Indeterminacion
Veamos si podemos aplicar la regla de L'Hc“)pital:% =1
Se puede aplicar. Por tanto, b = % =1.

Como debe ser derivable en x = 0:
ff()=f(x) = a= (- Le +Z(x+1)e = _10+1 =% Indeterminacién

2x

Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital:

L'+ (x—1e" +1e  +(x+1e (=1)
4x

x(ex _ efx) _ ex_ efx _ .
e == = 0. Se puede aplicar.

(x — 1)ex + (x + l)e_x
sz

Por tanto, a = = 0.Conclusion:a=0,b=1

—q4-
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(b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -1.
Resolucién

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f en un punto A(x,, f(x)) es

rtg:y = f'(x0) (x - Xo) + f(X,). En este caso, x, = -1

-=D

x —x -1
Como para x < 0, /() = D entonces f(x) = F(-1) =ttt e —
X —
oY ‘o1 —1 ‘o1 —2x +e’— 3
f(XO) = f(—l) — e 2(_521) — e — ; rtg: y — T(x + 1) + e — = Ttg: y — +

8.- Considera el recinto limitado por las siguientes curvasy =x* , y=2-x°, y=4
(a) Haz un esbozo del recinto y calcula los puntos de corte de las curvas.
(b) Calcula el area del recinto.

Resolucién

El vértice de la parabolay = x% es V(0, 0) y corta a los ejes también en (0, 0)

0 P . —_ — 2_
=05 y,=2-0 =2V(0,2)

Los puntos de corte de la parabola con los ejes de coordenadas son:

ejeX: 0=2-x"=x = ++/2.Puntos (2, 0) ¥ (— /2,0) ; ejeY: f(0) =2 - 0° = 2. Punto (0, 2)

El vértice de la parabolay = 2 - x* es x =

Cortes de la parabola y = x* con la recta:
{y = xzy =4 5 x = 4ox = 2,y = 4. Punto(2, 4) x =— 2,y = 4. Punto(— 2, 4)

Cortes de la parabolay = 2 - x* con larecta: {y = 2 — X y=4=2 — x* = 4=x" =— 2= No se cortan.



PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2014 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

-1

1 2
Por la simetria de las graficas el area que se pidees A = Z{f [A(x) — g(x)]dx + [ [h(x) — f(x)]dx}
0 1

[IhG) — g()]dx = [(4 — 2 + xD)dx = 2x + T + k= 6T+ + k. Una primitiva es p(x) = 6"%"3
1 61+ 1° 60+ 0° 7 2
Por la regla de Barrow, | [h(x) — g(x)]dx = p(1) — p(0) = —= 3 - =—u
0
J[h(x) = f(O)]dx = [(4 — xz)dx = 4x — %3 + k' = HXT_E + k', una primitiva es q(x) = QXT_;
p 122 - 2° 121-1° 5
Por la regla de Barrow, { [A(x) = f()]dx = q(2) — q(1) = —= - = =—-u

El area que se pidees A = 2(% + %) = 8u’
9.- Sea f la funcion definida por f(x) = Z;x + Ininx parax> 0.

(a) Determina el punto de la grafica de f en el que la pendiente de la recta tangente es maxima.
Resolucién

—6—



PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2014 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

Observamos que f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables. N6tese que zLx y In x estan bien definidos porque x > 0.

Usando la regla de la derivada de una suma, f"(x) = ;—12 + % = 2);;21
X X

Dado que f'(x) representa la pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica de

abscisa x, P(x, f(x)), veamos primero para qué valor de x la pendiente {f'(x) es maxima.

2 2
,r _22x —(2x—D4x _ Ax +4x _ 1-x _
7 (x)= o I S R 0lex=1

rrr _ —1.x3—(1—x)3x2 _ -’ —3x" +3x° _ 2x° — 3% _ 2x—3
0= : =

6 - 6 - 4
X X X

Como " (1) = 212—4_3 < 0,enx=1 f(x) es maxima. O sea, la pendiente de la recta tangente es maxima

parax=1, y=1£(1) = 2—11 + Inlnl = % . E] punto que se pide es P(l, %)

(b) Halla la ecuacidn de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.
Resolucién

La ecuacion de la recta normal esrn:y = W_xir(x — xo) + f(xo)
0

2. 1 1

1- 1 1
= s fx,)= F =57+ Inin1 =4

En este caso, xg = 1; f'(xo) = (1) =

=

rn:yz%(x— 1)+%:>rn:y=— 2x + 2 +%=>rn:y=— 2x + -

2

1
10.- Calcula [ Inln (4 — x)dx
-1
Resolucién

Hallemos I = [ In(4 — x) dx, para -1 < x < 1. Usamos el método de integracién por partes:
11

1 x ~
[(4—x) o dx dv=dxv=x]:>1=fudv=uv—fvdu=xlnln(4 - x) + f4_x dx

Como —*— =—1 + 41( ; 11=f4fx dx=f(—1+ 4ix)dx=—x—41n(4—x)

Luego,l = xInln(4 — x) —x—-—(4—-x) +k=x—-—4)Inln(4 — x) —x+ k.

Una primitivaes p(x) = (x — 4)Inln (4 — x) — x.Porlaregla de Barrow,

—-7-
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1
fInlIn(4 — x)dx = p(1)— p(— 1) =— 3Inin3 —1-[-5Inin5 — (= 1)]=5Inin5 — 3Inin3 —
-1

11.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x> + bx® + cx + d. Halla b, c y d sabiendo que f tiene un

maximo relativo en x = -1 y que lim % =4
x-1 -

Resolucién
fesderivableenRy f'(x) = 3x% + 2bx + ¢
Al tener f un maximo relativo en x = -1, f'(-1) = 0. Luego, 3.(-1)? + 2b.(-1) +c=0 = 2b-c=3

f(x)

~——— = 4, debe ser f(1) = 0 pues de lo contrario el limite no seria finito.

Por otra parte, como
f(1)=0=>1*+b1*+cl+d=0=>b+c+d=-1

Dado que f(1) = 0 resulta que f(x) es divisible por (x - 1). Haciendo la divisiéon por Ruffini:

1bcd1l1b+1b+c+1 1b+1b+c+1b+c+d+1=0

Por tanto, 4 = [ =[x2+(b+1)x+b+c+1] =12+(b+1).1+b+c+1.

x—1
De donde, 2b + c = 1. Nos queda el sistema{2b —c=3b +c+d=—12b+c=1.
Sumando la 12 y 32 ecuacion,4b=4, b=1; 21+c=1; c=-1

Sustituyendo en la 22 ecuaciéon: 1 + (-1) +d =-1 ; d =-1. Conclusién:b=1, c=d=-1

12.- Sea f: R - R la funcién definida por f(x) = -x* + 2x + 3.
(a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
Resolucién

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es
rtg:y = f'(x9) (x - Xg) + f(Xg)- Enestecaso,xg =2 ; f(x) =-2x+2=f(x0) =f(2)=-22+2=-2
f(xo) =f(2) =-2°+224+3=3; rtgy=-2(x-2)+3 =2rtg:y=-2x+7

(b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta 2x + y - 7 = 0 y el eje OX, calculando los puntos
de corte.
(c) Halla el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Resolucién

— 2
o =15y, =—1 +21+3=4V(,4)

La grafica de f es una parabola de vértice X =

Los puntos de corte de la pardbola con los ejes de coordenadas son:
ejeX: 0=-x*+2x+3 —>x=-1, x=3.Puntos (-1,0) y (3,0)

eje Y: f(0) = -0%+ 2.0 + 3 = 3. Punto (0, 3)
Puntos de corte de la pardbola con la recta: {y =— X +2x+32x+y—-7=0>y=7 — 2x

X4 2x+3=7-2x5x —4dx+4=0>x=2y=7—22=3.Punto (2, 3)

—-8—
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Hallamos otro punto de larecta: x =3,y =7 - 2.3 = 1. Punto (3, 1)

/1 o 1 2 :)\

3 3,5
El 4rea que se pidees 4 = | [7 - 2x — (— X+ 2x + 3)] dx + [ (7 — 2x)dx
2 3

3 7/2
A=[ (" —4x +4dx+ [ (7 — 2%)dx
2 3

3

3 2
f(x2—4x+4)dx=%— 2x2+4x+k= w+ k . Una primitiva es
3 2
p(x) _ X —6);+12x
22 3’ —63"+123 2’ — 62" +122 12
Por laregla de Barrow, | (x" — 4x + 4)dx = p(3) — p(2) = S =y
2

J(7 = 2x)dx = 7x — X"+ k.Una primitivaes q(x) = 7x — X

7/2

2
Por la regla de Barrow, | (7 — 2x)dx = q(%) - q3) = 7.77 — (77) (7.3 — 32) = % o+
3

El area que se pidees A = % + % = %EO, 58 u°

X
coscos (3x) —e +ax
X senx

13.- (prueba extraordinaria) Sabiendo que lim es finito, calcula a y el valor del limite.

x—0
Resolucién
X 0
.. . 3x) —e + 0—e +al 0 . .,
Vamos a hallar el limite. lim coscos(3x) —e tax _ < T2 — —Indeterminacion
x senx 0.sen0 0

x—0
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Aplicamos la regla de L"Hopital :
[coscos (3%) —ex+ax]' , —3sen(3x) — €' +a —3sen0—e’ +a
- = lim =
[x sen x] x>0 Ssenx+xcoscosx sen 0+0coscos 0

lim

agl Indet
x—0

a—1
0

Por tanto, por la regla de L’Hopital, el limite que se pide es

Como queremos que el limite sea finito, debe ser a - 1 = 0 porque de lo contrario el limite
valdria £oo. Luego,a-1=0=a=1

Para a = 1, calculemos el limite. Veamos si se puede aplicar de nuevo la regla de L"Hopital:

[—3sen(3x) — e+ 1] _ —9coscos 0 — e’ -10

=20 __5

(sen x + xcoscosx) 0—0sen0 2

Se puede aplicar. Por tanto, el limite del enunciado, paraa = 1, vale -5
1 2

14.- (prueba extraordinaria) Calcula [ ————dx.
0 2x —2x—4

Resolucién
X 1 X
[= > dx =—) = dx . Haciendo la divisién obtenemos la forma mixta de la fraccién:
2x — 2x—4 x —x—2
I
: +2 x 1 x+2 -
— =1+ —"——.Luego,] = = + — [ ————dx™ .Para calcular I; descomponemos la
2 2
x —x—2 x —x—2 X —x—2

fraccion en

. . . 2 _ x+2 _ x+ 2 _ A B
suma de fracciones simples: Como x* -x - 2= (x + 1)(x - 2), T, T GrDe-D — wi1 + ==

Multiplicando los dos miembros por (x + 1)(x - 2), tenemos x+ 2=A(x-2) + B(x+ 1)

parax = -1, sustituyendo 1=-3A=> A = _Tl ;  parax = 2, sustituyendo 4 =3B=>B = %

~1/3 4/3 -1 4
=55+ 5 )dx = F-ninlx + 1] +Sninjx - 2| + k;

— x4 1) -1 2 _
=%+ Sminix + 1] +2mjx - 21|+ &
I =2 —Hnin|x + 1| +>nin|x — 2| + k = 2okt lFEsnie=2l 4 g g e R,
Una primitiva es p(x) = =22+ 1';41111” =2l Porlaregla de Barrow,
1 2
: x dx = p(1) — p(0) =[ 3.1—ln|1+1|6+41nln|1—2| _ 3.0—ln|0+1|6+41nln|0—2| ]= 3—516nln2

0 2x — 2x—4

15.- (prueba extraordinaria) De entre todos los nimeros reales positivos, determina el que sumado con
su inverso da suma minima.
Resolucién

Six > 0 es el nimero que buscamos, se trata de minimizar la funcion f(x) = x + —~

-10-
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fx)=1-—=——=0o X=1>x=1 porque X es positivo.
X

f(x)= % > 0 porque x es positivo ; f(1) > 0.Parax = 1, se alcanza el minimo = el nimero es el 1
X

/4
16.- (prueba extraordinaria) Calcula | %x)dx (Sugerencia: integracion por partes)

Resolucién

Hallemos primero I = [ —5—dx. Usemos el método de integracién por partes:
coSs x

[u =xdx dv = 12 dxv = tgx];

cos x

I=fudv=u— [vdu=xtgx — [tgxdx = xtgx — (— In|coscosx|) + k

I = xtgx + In|coscos x| + k.Unaprimitivaes p(x) = xtgx + In|coscos x| .

Por la regla de Barrow,

/4
[ ——dx = p(n/4) — p(0) = [% tg =~ + In| coscos ——| — (0tg 0 + In| cos cos 0|]= -+ In-L2—

0 coSs x 2

17.- Calcula lim —LX=senx.

x— 0 X -senx
Resolucién
.. . tgx— tg0—sen0 0 ) .
Vamos a hallar el limite. lim —£X—=% — 9-"%R° — _ [pdeterminacion
x— 0 X —senx 0—sen0 0
tg x —sen x|’ 1+t2x X 1+¢ 20 0 0
. d ~ - . - — . - — - —

Aplicamos la regla de L'Hopital: lim —4X=Senx — j; - = . = — Indeterm.

X 0 [x — sen x| x— 0 1— coscos x 1-1 0

Aplicamos de nuevo la regla de L"Hopital

lim [1 + tgzx — COSCOS x]' = lim 2tg x.(l + tgzx) +senx lim 2(1 + tgzx) +1 _ 2(1 + thO) +1 3
X0 [1—xT - x— 0 senx - x— 0 cos x - cos 0 -
PITA . tg x —senx
Luego, por la regla de L’'Ho6pital lim i—W =3

x—0

18.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x* - 3x* - x + 3.
(a) Halla, si existe, el punto de la grafica de f en el que la recta tangente esy = 3 - x.
Resolucién
Sea A(x, f(x)) el punto que buscamos.
Como la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto A es -1, entonces f'(x) = -1y como

f’(x)=3x2—6x—1,entonces,3x2—6x—1=—1 ; 3x(x-2)=0;x=0 06 x=2

Six=0,Paraf:y=1f(0) =3; Paralarecta:y = 3 - 0 = 3. Coinciden. Luego, el punto seria A;(0, 3)
-11 -
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Six=2,Paraf:y=f(2) =2%-3.2"-2+ 3 =-3; Paralarecta: y = 3 - 2 = 1. No coinciden.
Luego, x = 2 no es solucién del problema. Conclusion: El punto es (0, 3)

(b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f y la recta del apartado anterior.
Resolucién
Los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:
ejeX: y=0, x> —=3x*—x+3=0; UsamosRuffini: 1 —3 —13111 -2 -31 -2 -30 ;
(x-1)(x*-2x-3)=0

x=1;x= 2t 4;.;}'1'(_3) = 2124 , x=3, x=-1; puntos de corte: (1,0),(3,0)y (-1,0)
ejeY: x=0,y =1f(0) = 3. Punto (0, 3) ; por otra parte, f(x) = + o0 f(x) = — @

Puntos de corte de la grafica con la recta:
{y=x3—3x2—x+3y=3—x:>x3—3x2—x+3=3—x
X3—3X2=0;X2(X—3)=0 ; x=0,y=3-0=3:punto (0,3) ; x=3, y=3-3=0:punto(3,0)

F(x)=3x-6x-1=06 x = 2RI o 627 g 5y _ 2

f"(x)=6x-6; £7(2,2) =6.2,2-6 > 0.Enx = 2,2 hay un minimo relativo.

El minimo relativo es x = 2,2,y =(2,2) = 2,2° - 3.2,2°- 2,2+ 3=-3,1. M(2,2;-3,1)

f7(-0,2) = 6.(-0,2) - 6 <0.Enx =-0,2 hay un maximo relativo.

El méaximo relativo es x = -0,2,y = f(-0,2) = (-0,2)* - 3.(-0,2)* - (-0,2) + 3 =3,1. N(-0,2; 3,1)

3 3
El drea que se pide es A =f[3 - x - (x3— 3x° — x + 3)] dx = [(— X+ 3x2)dx
0 0

—x* 3 —x* + 45 e '+ ax’
+x + k= ————+ k.Unaprimitivaes p(x) = ———

f(—x3+3x2)dx= T 2

-12 -
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4 3 4 3
Por la regla de Barrow, A = p(3) — p(0) = =3 14'3 - = 14'0 = T7 = 6,751

19.- Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = x'e "
(a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

Resolucién
Como f es continua, no hay asintotas verticales.

f@w = 1m =0 . Luego, f tiene asintota horizontal en +oo de ecuacién A.-H:y = 0

Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota:y .. — y == —0=—"+>0
grafica asintota o &~
Six>400, y = —y > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo
grafica asintota

(b) Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan).
Resolucién

2 2

2
fesderivableen Ry f'(x) = 2xe = + e (- 2x) = 2xe (1 - xz) =0ex=0,x=1x= -1

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(-00,-1) -1 (-1,0) 0 (0,1 1 (1, +0)
f'(x) + 0 - 0 + 0 _
f(x) creciente maximo decreciente minimo creciente maximo decreciente

f es decreciente en (-1, 0) U (1, +) y creciente en (-, -1) U (0, 1)

2
Méximos relativos: x =— 1, y = f(— 1) = (= 1)°e "

2

- % Punto N(l, %)

=L Punto M(— 1, L)
e e
x=1,y=f1)=1%

2
Minimo relativo:x = 0, y = f(0) = 0" = 0.Punto 0(0,0)
(c) Esboza la grafica de f.
Resolucién
0.45 py

0.4

0.35

0.3

20.- Sea f: (—1, 3) — R la funcién definida por f(x) = #(3_3)

—-13 -
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Determina la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1, 0)

Resolucién
Si F es una primitiva de f entonces F(x) = [ f(x) dx = fﬁ dx.
Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples: & +a;)+(;;_ = xi —+ = ﬁ 3

Multiplicando los dos miembros por (x + 1)(x - 3), tenemos x+ 9 =A(x-3) + B(x+ 1)

Para x = -1, sustituyendo 8 = -4A = A = -2 ; Parax = 3, sustituyendo 12=4B=B =3

F(x)=f(x_+21 + xig)dx =—2Inin|x + 1| + 3Inln|x — 3| + k

Si la primitiva pasa por (1, 0),
F()=0= —2Inln|1 +1] +3Inn|1 —=3| +k=0=>Inn2 +k=0

Luego, k =— In 2. Por tanto, la primitivaes F(x) =— 2Iniln|x + 1| + 3lnln|x — 3] — Inln2

21.- De entre todos los triangulos rectangulos de area 8 cm?, determina las dimensiones del que tiene la
hipotenusa de menor longitud.

Resolucién
16
X

Six ey son los catetos, <~ = 8. Despejando, y =

. : 2 2 2 | 256 . o 2 256
Si a es la hipotenusa, a = \/x +y = \/x + —— . Funcién a minimizar: f(x) = 4 [x + —
X X

2 512

4 4
2x —512 x —256 =0<:>X=\4/ﬁ=4

X — —5—
x — —
2., 256 3 [2, 25 3 [2, 25
24 [x+ 2x A X + X A[xX +
x x x

Six <4, f(x) <0=fesdecreciente parax < 4.Six > 4, {'(x) > 0 = fes creciente para x < 4.

fe)=

Luego, el minimo se alcanza parax=4,y = % =4,a= \/42 +4° =132 =5,7

Por tanto, los catetos miden 4 cm cada uno y la hipotenusa aproximadamente 5,7 cm

22.- Calculafz(L (Sugerencia: cambio de variable t = \/; )
X\ x

+4x)

Resolucién

t=\/;;t2=x 2tdt=dx.NosquedaI=f+dt=f 21 dat = [ L dt
267t + t) t(t"+ ¢)

1
2
tt+ 1)

Multiplicando los dos miembros por t*(t + 1), tenemos 1 = At(t+ 1) + B(t+ 1)+ Ct%

. . : A
Descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: =—+—+

-Parat=0=1=A00+1)+B0+1)+C.0*°=>B=1
-Parat=-1=21=A(-1)-1+1)+B(-1+1) +C(-1)*=C=1

~Parat=1=1=A1(1+1) +B(1+1)+C1*°=>2A+2B+C=1=22A+3=1=A=-1
—-14 -
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-1 1 1 1
1=f( ot tH)dt:— Inin|t] ——,+Inln|t+ 1] +k,conkE€R

Deshaciendo el cambio, I =— In ln\/; — % + Inlin (\/; + 1) + k,conk€R
X

23.- Sea f: R = Rla funcioén derivable definida por f(x) = {a — x,si x<1 % +Inlnx,six > 1

a) Calculaayb.
Resolucién
Al ser derivable, en particular es derivable en x = 1.

Para x # 1, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables.

Como debe ser continuaenx=1: f(x)= f(x) 2 a — 1 =%— Inlnl=a-b=1

Parax#1, f'(x)={— 1, six <1 _zb +%, six > 1=f(x)={-1, six<1 Lzb, six > 1
X

X

Como debe ser derivableenx=1: f'(x)= f'(x) = —1= 11—_2b:> b=2

Sustituyendo se tiene que a- 2 =1, a = 3. Por tanto, debesera=3,b =2

b) Paraa = 3y b = 2 calcula los extremos absolutos de f en el intervalo [0, e] (abscisas donde se obtienen
y valores que se alcanzan).
Resolucién

Paraa = 3,b = 2, sabemos que fes derivable en R, f(x) = {3 — x,si x<1 % + Inlnx,six>1,

F)=1{-1, six <1 2% six>1

X

Six<1,{f(x)=-1<0=fesdecreciente ; six>1,f'(x)= x—22 =0 x=2.
X

(-0, 1) 1 (1,2) 2 (2, +0)
Hagamos una tabla de signos de {'(x) f(x) _ _ 0 +
f(x) decreciente decreciente minimo creciente

El minimo relativo se alcanza parax = 2, y = f(2) = % +Inln2 =1+ Inln2=1,609.
Evaluamos f(x) enx=0,x=1,x=2 y x=e.
f(0)=3-0=3;f(1)=3-1=2; f(2)=1+Inln2=1,69 ; f(e)=%+ Inlne =%+ 1=1,74

El maximo absoluto es 3 y se alcanzaenx =0y el minimoes 1 + Inin2=1,69 ysealcanzaenx =2
24.- Sea f: R - R la funci6n definida por f(x) = e* cos(x).
a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.

Resolucién

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es

rtg: y = f'(x9) (x - X¢) + f(Xp). En este caso, xy = 0.

f ()= e coscosx —ex = ex(cos cos x — x),entonces f'(x,) =f(0) = eo(cos cos0 —0) =1,

- 15—
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f(x9) =f(0) = e’ cos cos 0 = 1.La ecuacién de la recta tangente serfartg:y =x + 1.

b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 0).
Resolucién

Hallemos I = [ f(x) dx. Usamos el método de integracién por partes:

X X
[u =coscosx — senxdx dv =edxv =e ]:>

11

I=fudv=u — [vdu=¢€ coscosx + [e senxdx™

Hallemos 11. Usamos de nuevo el método de integracion por partes:

Es' I

[u =x cosxdx dv = e dxv =ex]$11 =fudv=u - [vdu = e'x —fexcosxdxm

Luego, [ = e'coscosx +ex —1;21= e*(cosx+senx) ; I = %ex(cos cosx + senx) + k
Las infinitas primitivas de f serian Fk(x) = %ex(cos cosx + senx) + k,conk €R

La primitiva pasa por (0, 0) = Fk(O) =0= %eo(cos cos0 + sen0) + k = 0:»% + k =0=k = %

ex(coscos x+senx)—1
2

Por tanto, la primitiva que buscamos es F(x) =

—-16 -



