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Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

1.- Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que la grafica de la funcién f: R - R definida por f(x) = ax® + bx* + cx + d
tiene un punto de inflexion en (0, 4) y su recta normal en el punto (1, 8) es paralela al eje de ordenadas.
Resolucién

Como f es una funcién polinémica es derivable y f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢ ; f"(x) = 6ax + 2b
- Al tener un punto de inflexiéon en x = 0, f(0) = 0. Luego, 6a.0 + 2b=0=>b =10
Como la grafica pasa por el punto (0, 4), entonces f(0) = 4. Luego, a.0° + b.0’ +c0+d=4=>d=4

- Como recta normal en el punto (1, 8) es paralela al eje de ordenadas, entonces la recta tangente en
dicho punto es paralela al eje de abscisas. Luego, la pendiente de la recta tangente es 0, es decir f'(1) = 0.

Obtenemos, 3a.1°4 2b.14+ c=0=>3a+2b+c=0 ycomob = 0, se tiene que 3a + c =0
- Como ademas la gréfica pasa por el punto (1, 8), entonces f(1) = 8. Luego, a.1> + b.1* + c.1 + d =8
Ycomob=0,d=4,setienequea+c+4=8,conloquea+c=4

Nos queda el sistema {3a + ¢ = 0 a + ¢ = 4. Restando las ecuaciones obtenemos 2a = -4, de donde a
=-2

Sustituyendo en la 22 ecuacion el valor a = -2 se obtiene, -2 + ¢ = 4, de donde c = 6.

Conclusiéon: debesera=-2,b=0,c=6,d=4

2

2.- Considera la funcion f definida por f(x) = x2x+_2i0_ » (parax#-3,x# 1)
a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
Resolucién
Como x* + 2x -3 = 0si x = —= ’42714'1'(_3) = _zzﬂ x = 1x =— 3 ,parax=1,x=-3no es continua
por no estar definida. 2 Z
Comof(x) = (—3)(2_?2.2—1;) 3 _01 =3 fe) = 121+ ;10- 3 _‘? = 3o

f tiene una asintota vertical en x = 1 cuya ecuacién es A.V.: x = 1 y otra asintota vertical en x = -3 cuya
ecuaciéon es A.V.: x = -3.

Ademas:
-1 -1 -9 -9
f(X): 0+ =— 00 yf(X)ZO—_:+OO f(x):T:-Foo yf(x): 0+ -
Estudiemos las asintotas en +oo:
2
f(x) = lim === lim 1 = 1.Luego, ftiene asintota horizontal en +oo de ecuacién A.H:y =1

X— too x X — too

Al tener asintota horizontal no tiene asintota oblicua.

Estudiemos la posicién de la grafica respecto de la asintota:

y —y __x-10 1= X—10—x"—2x+3 _ _ —2x—7
grafica asintota  x* 4 2x-3 X +2x—3 X +2x—3
Six—> + oo, y -y < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en +oo

grafica asintota

-1 -
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Six»> —o,y = —y > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en —oco
grafica asintota
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién
2
—10 . . :
f(x)=—= 5 ¢S continua y derivable en R - {1, -3} por ser el resultado de operar con funciones
x +2x—

continuas y derivables.

. 20 %"+ 2x —3) — (x* = 10)(2x + 2) 22 + 4x” — 6x — 2% — 22"+ 20x + 20 22"+ 14x + 20
Ademas, f'(x) = . > = - > =— >
(x +2x—3) (x +2x—3) (x +2x—3)

fx)=02x*+14x+20=0ox%x*+7x+10=0 ;
_ _—7+49-a110 _ _-7+3

- 2.1 2

, X =— 2x =—75

Hagamos una tabla de signos de f'(x). Para ello, tenemos en cuenta que y = 2x* + 14x 4 20 es una
parabola convexa que corta al eje X en -5y -2:

(=00, -5) — 5 (-5,-3) |-3| (-3,-2) -2 (-2,1) [1] (1, 4+)
f'(x) + 0 - A - 0 + 2 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente decreciente | minimo | creciente creciente

f es creciente en (-0, -5) U (-2, +00) - { 1 } y decreciente en (-5,-2) - {-3 }

3.- Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = e*.
a) Calcula a para que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de
coordenadas.
Resolucién
f es derivable en Ry f'(x) = e*. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcion f en un punto

A(a, f(a)) esrtg:y =f(a)(x-a) + f(a). Como f'(a) =e* y f(a) =€, rtg:y=e*(x-a) + ¢€*

Como la rtg debe pasar por el origen de coordenadas, (0, 0): 0 = e?(0 - a) + e* - ae® = e, de donde a = 1.

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, 1a recta tangente a la misma en el
punto (1, f(1)) y el eje de ordenadas.
Resolucién

[oe]

TP =t oo; f(x) = lim e'=e =0
X — —00

f(x) = lim e =e
X — +oo

Como f'(x) = e*> 0, f es creciente; como f”(x) = e” >0, fes convexa

Los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:
eje X: Como e*> 0, la grafica no corta al eje X

ejeY: x =0,y =f(0) = e’ = 1. Punto (0, 1)
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La ecuacidén de la recta tangente a la grafica de f en el punto A(1, f(1)) es
rtg:y =f(1)(x-1) +f(1).Comof (1) =e' =e y f(1)=e'=ertgy=e(x-1)+e-rtgy=ex

Tengamos en cuenta también que el eje de ordenadas es el eje Y.

NG

e

1
El 4rea que se pidees 4 = | (ex — ex) dx.
0

2 x 2 . 5
Como [ (¢" — ex)dx = € — —+ k= S —— + k, una primitiva es p(x) = = '
— _ 2’ — ed’ 2¢— €0’ __ e 2 e—2 2

Por laregla de Barrow, A = p(1) — p(0) = > - > =—-—=""u

30 2
4.- Calculaf|x - 3x + 2| dx

1

Resolucién

3+/9-412 _ 341
2.1 - 2
Teniendo en cuenta que y = x* - 3x + 2 es una parabola convexa que corta al eje X en 1y 2, se tiene que

|x2— 3x + 2| ={x2— 3x + 2, sixSl—x2+ 3x — 2, sil<x<?2 xz— 3x + 2, six=>2.Usando

la linealidad de la integral definida respecto del intervalo de integracion,

2 11

I=}|x2—3x+2|dx=f(— x2+3x—2)dx”“ +}(x2—3x+2)dx'*‘
1 1 2

X-3x+2=0¢© x = S>x=2x=1

12

3 2 3 2
Hallemosll.Comof(— x2+3x—2)dx= 3 oy 4 = B IM

3 > 5 + k.

—2x +9x°— 12x
6

Una primitiva es p(x) =



PAU — MATEMATICAS Il — ANALISIS — ANDALUCIA — MODELOS DE 2021 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiez Nogales

228492122  —21*+91*—121
6 6

Por la regla de Barrow, I = p(2) — p(1) = = _T4 - _TS £

2 3 2 3_ 2
Hallemoslz.Comof(x —3x+2)dx= %— 3; +2x + k = w+k.
3 2
Una primitiva es q(x) = w.
_ _23°-93%4123 22°-92°+122 9 4 _ 5
Por la regla de Barrow, I2 =q3)—q(2) = - - c = - =
. ; — -1 L5 __6 _
Por tanto, la integral que se pidees [ = I1 + I2 = e = =1
. x+1 a . -
5.- Sabiendo que [m — 7] es finito, calcula a y el valor del limite.
Resolucién
P x+1 a _ 0+1 _a _ 1 a . Ny
Vamos a hallar el limite: [m — 7] = hoT D =0 o~ Indeterminacion
. o Xx+D—alnx+1) _ 00+ —aln(0+1) _ 0 . .
El limite lo podemos expresar as: et 1) = 0o+ 1) = —,~ Indeterminacion
. . YT A . 2x+1_xf1 1—a
Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital: - =
Lin(x+ 1)+ 0
. x(x+1)—aln(x+1) _ 1-a
Se puede aplicar. Por tanto, P ==

Como queremos que el limite sea finito, debe ser 1 - a = 0 porque de lo contrario el limite
valdria +oo. Luego,a=1

1

: : : - Zx+1- 1-1 0 o
Volviendo al calculo anterior y sustituyendo a = 1: =t = = — Indeterminacion
Lin(x+1D+ 0 0
Operamos primero:
Cx+Dx+1DH -1 (2 1)( 1) 1 2 2 3 0 0 0
x+1 _ X+ X+ — _ x + 3x _ + _
TG — e DlnGreD) 4%~ GFDmnG+D fx — o+o — o Indeterm.

x+1

Veamos si podemos aplicar de nuevo la regla de L"Hopital.

(2x° + 3x)’ 4x + 3 4x +3

[+ DG+ D +x1 U+ D+ £1 IlnGer D) +2 -2

X

w

3

Se puede aplicar. Por tanto, el limite del enunciado, paraa = 1, vale —

2
ax +b
~—. (parax #a).

6.- Sea f'la funcién definida por f(x) =

a) Halla ay b sabiendo que la grafica de f pasa por el punto (2, 3) y tiene una asintota oblicua cuya
pendiente vale —4.
Resolucién

—4 -
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- La pendiente de la asintota oblicua
ax2+ b 2 2
es Ji€3) — a—x — ax + b — ax - a Luego, a=-4=a3=4

2 2
X x ax —x —x

- Como la grafica de f pasa por el punto (2, 3), entonces f(2) = 3. Luego,
a2’ +b L, 16+ _ o

—— =3 comoa = 4 5

Luego, 16 + b = 6, de donde b = -10. Conclusién: debe sera=4,b =-10

b) Paraa =2 y b = 3, calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto
de abscisax = 1.
Resolucién
2 +3 4x(2 — x) — (2x°+ 3)(=1) 8x — 4x'+ 2x + 3 —2x"+ 8x+3

Paraa=2yb=3,f(x) = =— f)= 2 - - 2-x)’ T e

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xp)) es
v=F _ | _
rtg: y = f'(x9) (X - x¢) + f(X9) yladelarectanormalesrn:y = m(x xo) + f(xo)

e~ prpan _ —21%48143 _ _ _ 21°+3
En este caso,xg=1; f(xo)— () = PP 9 f(xo)— f=——7F"=5
46 — x
9

rtg:y=9(x-1)+5 = rtg:y=9x-4 rm:y =_—;(x - D+5=>my =

7.- Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = x* + |x - 1].
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién
x-1=0 © x=1.Teniendo en cuenta que y = x - 1 es una recta creciente que corta al eje X en 1, se tiene

que f(x) = {x2+(—x + 1), six < 1x° + x — 1, six>1 =
f(x) = {xz— x+ 1 six < 1% + x — 1, six=1.

f)=1"-14+1=1;fx)=1"+1-1=1f1)=1"+1—-1=1 ;fescontinuaenx=1
Parax#1 f'(x)={2x -1, six<12x+ 1, six>1
f(x)=21-1=1; f(x)=2.1+1 =3 = fnoesderivableenx=1

fx)=0e{2x — 1 =0, x < 1-x =% 2x +1=0,x>1-x = %(imposible) . Hagamos una
tabla de signos de f'(x):

1 1 1

Ceg)| = [EY] 1 [a+e
f'(x) - 0 + A +
f(x) | decreciente | minimo | creciente | minimo | creciente

f es decreciente en (-oo, L) y creciente en (%, +00)

2
b) Calcula [ f(x) dx
0

Resolucién
Usando la linealidad de la integral definida respecto del intervalo de integracion,

—-5—
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I 1

2 1 1 2 2
I=ff(x)dx=f(x2—x+1)dx’"“ +f(x2+x—1)dx’""
0 0 1
2 _ X X _ 2x°— 32"+ 6x c
Hallemosll.Comof(x - x + 1)dx = 5 ——5 +x+ k= ——F——+ k,unaprimitiva
2 -3x "+ 6x _ _ 21°-31%4 61 2.0°-3.0°+60 _ 5
es p(x) = ——— = Regla de Barrow, I = p(1) — p(0) = A - A =—
2 _ X X _ 2x°+ 3x°— 6x c s
Hallemoslz.Comof(x + x — 1)dx = 4 +—5 —x+ k= ———+ k. Unaprimitiva
2x°+ 3x"— 6x 22°432°—62  21°+31°-61 16 -1 17
esp(x)zT.PorBarrow,Izzp(Z)—p(l)= T . =% T T
Por tanto, la integral que se pide es [ = I1 + I2 = % + 167 = 262 =2

8.- Considera la funcién f: [0, +0) — R definida por f(x) = xe™.

a) Esboza el recinto limitado por la grafica de fy lasrectasx =2,y = x.
Resolucién

Los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:

ejeX: y = xe' = 0=>x=0.La grafica corta al eje X en el punto (0, 0)
ejeY:x=0,y =0. ¢’ = 0. Punto (0,0)

f es continua y derivable en [0, +0), f'(x) = 1e* + xe* =e*(x + 1)

f'(x) =0 x+1>0. Luego, f es creciente

Asintotas:
Como f es continua, no hay asintotas verticales.
En +oo: f(x) = lim (xex) =+ oo . No hay asintota horizontal
X — +0o
Veamos si tiene asintota oblicua: AO: y = mx + n; f(;) = xi =¢" =4 o
No tiene.

Larecta x = 2 es la vertical que pasa por (2, 0) y larectay = x es la bisectriz del I y Il cuadrante.
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b) Determina el area del recinto anterior.
Resolucién
2
El area que se pidees A = | (xex — x) dx;
0
I )
_ X _ _ X. _ _ X ~ _ L
I =/ (xe x)dx = [ (xe)dx — [xdx = [ (xe") dx >
Hallemos I; por el método de integracién por partes
[u =x1ldx dv =e'dxv =ex]:>
Ilzfudvzuv—fvduzxex — fexdxzxex —exzex(x— 1)
2 X 2 X 2
Luego, I = ex(x -1) - ’ZC + k = w + k.Una primitiva es p(x) = w
2 2 0 2
Por la regla de Barrow, A = p(2) — p(0) = 2 (2_21)_2 -z (0_21)_0 e’ —2 - (-1
A= (e2 -1 W
9.- (prueba extraordinaria) Calcula a y b sabiendo que all — coscosx) + bzs enx —2(e-1) 7
X
Resolucién
7 = a(1l — coscos x) + bzsenx — Z(ex— 1) — a(1l — coscos 0) + bzsenO — 2(60— 1) — a.0+b60—2.0 — _8 Indeterm.
x 0

Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital:

asen x + bcos x — 2¢” _ a0+bhl—-2 _ b—2
2x o 0 0

Como queremos que el limite sea finito, pues debe valer 7, debe ser b - 2 = 0 porque de lo contrario el

(. ] . . .0
limite valdria +co. Luego, b = 2 y quedaria otra vez una indeterminacion ——

Veamos si podemos aplicar de nuevo la regla de L"Hopital:
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(asen X + bcos x — Zex)' . acos x — bsen x — 2¢ al+bh0—2 a—2
g = lim = =
(2x) x>0 2 2 2

Se puede aplicar la regla de L"Hopital.

Luego, 7 = a(1 — coscosx) + i’fenx —2e - az—z ; despejando, a - 2 = 14. Luego,a = 16

Conclusiéon: debesera=16,b =2

10.- (prueba extraordinaria) Halla a > 0 y b > 0 sabiendo que la grafica de la funcién f: R —» R dada
2

por f(x) = - bx — tiene en el punto (1, 2) un punto critico.
+ ax
Resolucién
f’(x) — be(l + ax4) —4be2 Adax’ — 2bx + 2abx’ 4—24abx5 _ 2bx — Za:vj;
(1+ax) (1+ax) (1+ax)
5
Al tener un punto critico parax =1, f'(1) = 0. Luego,w = 0=>2b-2ab=0 =2b(1-a)=0
(1+a1h

Entonces, comob > 0 debe sera = 1.
2

Como ademas la grafica pasa por el punto (1, 2), entonces f(1) = 2. Luego, ; b1 = 2= b=2+2a
+ a.

Comoa=1,entoncesb=2+2.1, b=4

X
11.- (prueba extraordinaria) Considera la funcién f: R — R definida por f(x) =1 + [ te' dt.
0

Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de fy sus puntos de inflexién (abscisas donde se
obtienen y valores que se alcanzan).

Resolucién
Como la funcién g(t) = te' es continua, por el teorema fundamental del calculo integral la funcién f es
derivable.

X

/
Ademas, f'(x) = (1)" + (f te' dt) =0+ xe =xe ; f/(x)=1e +xe¥=eX(1+x)
0

f"(x) =0 1+ x=0 © x=-1. Hagamos una tabla de signos de f""(x):

(—OO, _1) -1 (_L -|-OO)
£ (x) - 0 +
f(x) | concava | inflexion | convexa

Para x = -1, hay un punto de inflexién
-1 0

fD=1+J te'dt =1 — | te' dt. Seal = ftetdt. Hallemos I por el método de integracion por
0 -1

partesconu=t y dv = e'dt. Tenemos que hallar [ u dv.

Derivando u e integrando v, se tiene:t dt ; v= et
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[u=t1dtdu=etdtu=ef]:>I=fudv=uv—fvdu=tet - fetdtztet —etzet(t—l)

Una primitiva es p(t) = et(t - 1).

0
Por la regla de Barrow, | te' dt = p(0)—p(—1) = eO(O - 1)- e_l(— 1-1)=—1+ %
-1

Luego, f(— 1) = 1—(— 1+ i):z -

e

2 2e—2

e e

El punto de inflexion es I(-1, Le_z

)

2
X

12.- (prueba extraordinaria) Considera la funcién f definida por f(x) = — +i (parax # —1,x# 1).

Halla una primitiva de f cuya grafica pase por el punto (2, 4).
Resolucién
2
El conjunto de todas las primitivas de fes | = fxz—Hlde

2
. o s ez . Ny x +1 2
Haciendo la divisiéon obtenemos la forma mixta de la fraccion: ———=1 + —
x =1 x =1

11

dx = x + [—=— dx™
x —1

Luego, ] = [1dx + [

x2—1

Para calcular I; descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples:

2 2 2 A B
Comox“-1=(x+1)(x-1), entonces 2 T GrDG-D - x+1 + T3

Multiplicando los dos miembros por (x + 1)(x - 1), tenemos 2=A(x-1) +B(x+ 1)
- Para x = 1, sustituyendo, 2=A(1-1)+B(1+1)=> 2 =2B,dedondeB=1

- Para x = -1, sustituyendo, 2 =A(-1-1) + B(-1+ 1) > 2 =-2A,dedonde A =-1

-1 1
Ilzf(x+1 + x_l)dx =— Inln|x + 1| + In|x — 1]

Luego, todas las primitivas de f son Fk(x) =]l=x—Inln|x+ 1] + Inin|x — 1| + k,siendok€R
una constante.

Si la primitiva pasa por (2, 4), Fk(Z): 4=2 —Inn|2+ 1 +Inln|2 -1 + k=4

2—Inln34+0 + k =4.Luego,k =2+ In3

Por tanto, la primitivaes F(x) = x — Iniln|x + 1| + Inln|x — 1| + 2 + Inin3
-9-
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ax+b

13.- Sea la funcién derivable f: R - R definida por f(x) = {——7— six<0 In(1 + x), six >0

a) Determinaay b.
Resolucién
Al ser derivable, en particular es derivable en x = 0.

Para x # 0, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables.

Ademés, Si <0, , — a(x—1)— (ax+b).1 — —a—b Si >O, , — 1
{Six <0, f'(x) p—r — Six> 0, f() =35

b

(_a_l)z, six < 0 —
.

1+x’

Luego,parax# 0 f'(x)= { six >0

al+b

Como debe ser continuaenx=0: f(x) = f(x) = — -7 =Inln(@A +0)=>>b=0

Como debe ser derivableenx =0, f'(x) = f'(x) = (_0(1—_1;)2 = Jlr -

>—-a—-b=1

Y como b = 0, se tiene que a = -1. Por tanto, debe sera=-1,b=10

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.

Resolucién
f(x)= ‘;X_Jrlb, six<0 Inln(1 + x), six >0 y parax # 0
. —a-b . 1 .
ff(x)= {(;1)2, six <0 T Six > 0

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es

rtg: y = f'(x9) (x - X¢) + f(Xy) yladelarectanormalesrn:y = W—’%T(x — xo) + f(xo)
0.

En este caso, xy =2 ; f’(xo)z f(2) = 112 =% ;f(xo): f2)=Inln(1+ 2) =Inin3
rtg:y=%(x—2)+ln3 rm:y =— 3(x — 2)+ Inin3

14.- Halla a, by c sabiendo que la funcién f: R — R dada por f(x) = a + b sen x + ¢ sen(2x) tiene un punto
critico en el punto de abscisax=mylarectay =— %x + 3 es normal a la grafica de f en el punto de

abscisax = 0.

-10-
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Resolucién
fesderivableenR y f"(x) = bcosx + 2c cos(2x)

Al tener un punto critico para x =, f’'(m) = 0. Luego, bcos m + 2c cos(2n) = 0=-b+2c=0

Como la pendiente de la recta normal en x = 0 es % entonces la pendiente de la recta tangente es 2,
es decir f'(0) = 2. Luego, bcos 0 + 2ccos0 = 2 >b+2c=2

Nos queda el sistema{— b + 2c = 0 b + 2¢ = 2.Sumando las ecuaciones obtenemos 4c = 2, de donde

c=—

2

Sustituyendo en la 22 ecuacién el valor ¢ = % se obtiene b + 2% = 2,dedondeb =1.

Como ademas la grafica y la recta normal coinciden en x = 0, entonces f(0) =— —. 0 + 3 = 3.
Luego,a+bsen0+csen0=3=a=3

Conclusién: debesera=3,b=1,c = %

15.- Considera la funcién f: (0, +00) — R definida por f(x) = (In (x))%
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como sus extremos relativos
(abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Resolucién

f es derivable en (0, +o)y f'(x) = % ; fx)=0ehx=0ex=1
, 0, 1) 1 (1, +)
Hagamos una tabla de signos de {'(x): F(x) _ 0 n
f(x) | decreciente | minimo | creciente

f es decreciente en (0, 1) y creciente en (1, +0).

El minimo relativo se alcanzaparax =1, y = f(1) = (Inin 1) ? = 0. El minimo relativo es M(1, 0)

b) Calcula el drea de la region limitada por la grafica de la funciéon fy lasrectasy =0,x =1, x =e.
Resolucién
Los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:

ejeX: y =(nlnx )2 = 0 - x= 1. La grafica corta al eje X en el punto (1, 0)
eje Y: x =0,y = f(0), que no existe. Luego, la grafica no corta al eje Y

fG) = lim (ninx) =+ o,

x—=0

f tiene una asintota vertical en x = 0 cuya ecuacion es A.V.: x = 0 (eje X)

f(x) = Ilim (Ininx )2 =+ oo . No hay asintota horizontal
X = 400

Larectay =0 esel eje X, larectax =1 esla vertical que pasa por (1, 0) y larectay = e la vertical que
pasa por (e, 0)
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AY

e
El 4rea que se pidees A = [ (Inlnx) dx; I =[(nlnx) dx.
1

Para hallar I usamos el método de integracién por partes.

[u = (1nlnx)2du = Znlnx

dxdv =dxv=x|=

11

I=uv— [vdu = x(Inlnx)’ — 2 [(nlnx)dx™

Para hallar I; volvemos a usar el método de integracion por partes.
[u =Inlnx du =Tldxdv =dxv = x] =

Ilzuv—fvdulenx —[1dx =xlnx —x =x(nlnx — 1)

Luego, I = x(lnlnx)2 — 2x(Inlnx — 1) + k = x[(lnlnx)2 —2Inlnx + 2] + k
Una primitiva es p(x) = x[(In lnx)2 — 2Inilnx + 2].Porlaregla de Barrow,

A=npe)—pl) =e[(nine)’ — 2Inine + 2] -1[(Inin1)’ — 2Inlnl1 +2] = e1-1.2=(e — 2) &’

2
16.- Calcula | !

0 1+

dx. (Sugerencia: efectia el cambio de variable t = \/ex)
Resolucién

! dx. Haciendo el cambio t = \/ex —e? dt = Le 2 dx

14/ 2

Hallemos primero [ = [

2.dt 2.dt 1 2 2
Luego, dx = = =— .Nosquedal—fl_l_t.tdt—ft(t_l_l) dt

., . . 2 A B
Descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples: D - + T3

Multiplicando los dos miembros por t(t + 1), tenemos 2 =A(t+ 1) + Bt
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- Parat =0, sustituyendo,2=A(0+ 1)+ B.0=>2=A

- Para t = -1, sustituyendo, 2 = A(-1+ 1) + B.(-1) = 2 = -B, de donde B = -2

1=f(%+ ;—zl)dt=21nln|t| —2Inln|t+1] + k=2lnlne’ —(e’ +1) +k=x—2Inin(e’

Luego,p(x) = x — 2Inln (eT + 1) , esuna primitiva. Por la regla de Barrow,

2

f;
0 1+
17.- Sea la funcién continua f: R — R definida por

X 3
f(x)= {ﬂexiL, six < 0 4x° + a, si0<x < 1b + sen(mx), si1<x.Determinaayb.

Resolucién
Como f es continua, en particular es continua en x = 0:
X 3
. l + 2
= = lim Aex_xL:4_0 +a=a

x—=0

dx = p(2) — p(0) = 2 —(e§+ 1) —[0 —(eg+ 1)]= 2—=2Inln(e + 1) + 2In2

In(e’ + x°) In(e’ + 0% 0
Luego,a = lim = = Indeterminacion
X 0 0
x—=0
Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital:
B R o )
il e + 3x e +3.0 .
s = ——=— = ——=— = 1. Se puede aplicar.
1 e +x e +0
ln(ex+ x3)
Por tanto, lim — = 1y, en consecuencia,a=1

x—=0

Como f es continua, en particular es continua en x = 1:

= = 41 +a-= b+ sen(m.1)=>4 + a = b.Ycomoa=1,setienequeb=5

Conclusién: debesera=1,b=5

2x

18.- Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = — _11 .
e +

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.
Resolucién

2+14 1> 0fes continua. Luego no hay asintotas verticales

Como e

2x
. ‘ . e —1 +oo
Estudiemos las asintotas en +oo:f(x) = lim — =
x>+ e +1 +

Indeterminacion.

2x
2e

Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital: i 1
e

2x
Se puede aplicar. Por tanto, lim — _11 = 1 . Luego, f tiene asintota horizontal en +o0, AH:y =1
x—+c0 e +

Al tener asintota horizontal no tiene asintota oblicua.
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2x
. ‘ . e —1 0 . .z
Estudiemos las asintotas en -co:f(x) = lim ——— = —- Indeterminacion.

x—>—0o e +1

. . A 2™
Veamos si podemos aplicar la regla de L'Hépital: =—— = 1

2e

2x
Se puede aplicar. Por tanto, lim ez,(—_l = 1. Luego, f tiene asintota horizontal en -0, AH:y =1

x—>—o0 e +1

Al tener asintota horizontal no tiene asintota oblicua.

Estudiemos la posicién de la grafica respecto de la asintota:
2x 2x 2x
e —1 e —1—e —1 -2
y -y = - 1= 2x = <0

asintota e 1 e +1 e +1

grafica

Luego, la grafica estd “por debajo” de la asintota en 0o
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Resolucién

ezx— 1
f(x) = s continua y derivable en R por ser el resultado de operar con funciones continuas y

e +
derivables.

2x [ 2x 2x 2x 2x  2x 2x 2x
(o 2¢ (e +1)—(e7=1)2 2¢ (e +1-e"+1 4

Ademas, f'(x) = — (e Jole —a)aen _ zelfe < L e >0.

("4 1) (" +1) (" +1)

Luego, f es creciente en R

/2
19.- Calcula [ (ZSenzx — coszx) dx
0
Resolucién

Sea

I
1

I = f(ZSenzx — cos’ x)dx = f[ZSenzx - (1 - sen’ x)]dx = f(3sen2x — Ddx = 3f sen’xdx™ — x

Hallemos I; por el método de integracion por partes:

[u = senx coscosx dx dv = senxdxv =— coscosx |
2 2
I1 =[udv=uv — [vdu= - senxcosx + [cos'xdx = — senxcosx + [(1 — sen'x)dx
—Sen xcos x + x

I1 =— senxcosx + x — I1 = 211 =— Ssen xcos x + x:>~11 = >

—Sen xcos x + x 3x — 3sen xcos x — 2x X — 3sen xcos x
Luego,l=3.f—x+k= > +k=f+k
Una primitiva es

3 sen(2x)
x — 3sen x cos x B 721 - 2x — 3 sen(2x)

p(x) = > como sen(2x) = 2senxcosx — > = 7 :

—-14 -
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Por la regla de Barrow,

/2 2 2 2= _3sen (ZL) 20-—73 0
{ (ZSen X — cos x) dx = p(%) - p(0) =——; el et Lo

20.- Considera las funciones f, g: R - R definidas por f(x) = |x| — 2 y por g(x) = 4 — x*.

a) Halla los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.
Resolucién
Los puntos de corte de las graficas son las soluciones del sistema

2
=fy=9x) =2{=k-2y=4-x
- 2=4-x>x|=6-x=>x20,x=6-x x<0, —x=6—x

x=0,x =6 —x2:>x20,x2 +x—6 =0>x = _12i5 , x =2y =|2|—2 =0. PuntoP(2, 0) x =— 3 (i1

1

H+

5

x <0, —x=6—x2—>x<0,x2—x—6=0:>x= , X =— 2=y =|—-2|—2=0. PuntoQ(— 2,

N

f es continua por ser resta de dos funciones continuas. Ademas,
f)={—x—2,six<0x — 2, six=0
Parax#0, f'(x)={— 1, six < 0 1, six > 0.Luego, fes decreciente en (-, 0) y creciente en (0,
+00) con lo que tiene un minimo en x = 0,y = f(0) = |0]| - 2 = -2. El minimo es M(0, -2)
f(x) = hT x—=—2)=40 ; f(x) = lim (—x—2)=— o0
X = [o¢] X —> —00

Por otra parte, g es derivable por ser una funcién cuadratica. Ademas, g'(x) = -2x.

Luego, g es creciente en (-0, 0) y decreciente en (0, +00) con lo que tiene un maximo
enx=0,y=g(0)=4-0°=4.

El maximo de g es V(0, 4), vértice de la parabola. Por otra parte, g(x) = lim (4 - xz) =— 00

X — too

As

b) Determina el area del recinto anterior.
Resolucién

2 2
Por simetria, A; = A,; A, =f[4 —x - (x — 2)] dx = [(— X = x+ 6) dx.
0 0
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3

—X —2x3— 3x2 + 36x

HallemosAZ:Comof(—xz—x+6)dx= 3 —%+6x+k= . + k,
N —2x°— 3x" + 36x
una primitiva es p(x) = A
_ _ —22°-32°+362 —20°-3.0°+360 _ 44 22 2
Por la regla de Barrow, A2 = p(2) — p(0) = 3 - . = —0==u
El 4rea que se pidees A = A1 + A = 2A2 = 2%=4—34u2

2

ax2+bx+2

21.- (prueba ordinaria) Se sabe que la grafica de la funcion f definida por f(x) = ——— (parax # 1)
tiene una asintota oblicua que pasa por el punto (1, 1) y tiene pendiente 2. Calculaay b.
Resolucién
- La asintota oblicua es AO: y = mx + n. Como la pendiente es 2:
f(x) % ax’ + bx +2 ax’
= = 2 = 2 = a.
x X X —x x

Luego,a=2 y AO:y=2x+n
- Como la asintota pasa por el punto (1, 1), entonces 1 = 2.1 + n. Luego n = -1.

2 2
_ 2x"+bx+2 2x +bx+2-2x(x—1) _
[f(x) — 2x] —( o —Zx) o =

wene vy, Obtenemos, -1 = b + 2. Luego,b =-3,a = 2.
22.- (prueba ordinaria) Considera la funcién continua f: R — R definida
por f(x) = {(3x — 6)e", six<Q 2EMX_T) iy 5 0

X
a) Calcula a.
Resolucién
Como f es continua, en particular es continua en x = 0:

= > (3.0-6)e = lim —oberx-en

3

x—>0 X
. 36(sen x — ax 36(sen 0 — a.0 . .z
Luego,— 6 = lim ( > ) - 3 7 ) — Indeterminacion
x—0 x 0 0

Veamos si podemos aplicar la regla de L"Hopital:

Soosx=a)  _ 36ws0=a) _ 35(10—@ . Se puede aplicar_

3x 3.0

Como queremos que el limite sea finito, debe ser -6, entonces debe ser 1 - a = 0 porque de lo contrario el
limite valdria +oo. Luego,a=1

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1.
Resoluci6n

En un entorno de x = -1, f(x) = (3x - 6)€e*, f'(x) =3e" + (3x-6)e* =e*(3 + 3x-6) =e*(3x - 3)

La ecuacidn de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(x,, f(xg)) es
rtg:y = (%) (x — Xo) + f(Xo).
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En este caso, x, = -1, f(x)) = f(~ 1)= ¢ '[3(- 1) - 3] ==,
flx,)= f= D= D= 6le = —

rtg:y =—7: (x + 1)—%—>rtg:y = 75";679 Srtgiy = 76’:15

23.- (prueba ordinaria) Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = 4x° - x*.
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Resolucién
f es derivable por ser una funcién polinémica; f'(x) = 12x* - 4x°= 0 © 4x*(3-x) =0 ©x=0,x = 3

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(_ooﬁ 0) 0 (OI 3) 3 (3: +OO)
f'(x) + 0 + 0 —
f(x) | creciente creciente | maximo | decreciente

f es creciente en (-0, 3) y decreciente en (3, +0).

b) Esboza la grafica de f y calcula el rea del recinto limitado por dicha grafica y el eje de abscisas.
Resolucién

f(x) = lir_rl_l (- x4) =— oo, Como f es creciente en (-0, 3) y decreciente en (3, +0), en x = 3 hay un
X — too
maximo, y = f(3) = 4.3° - 3* = 27. El minimo es M(3, 27)

f'(x) =24x-12x* =02 12x(2-x) =0 ©x=0,x =2
Hagamos una tabla de signos de "' (x):

(-0, 0) 0 (0,2) 2 (2, +0)
(%) — 0 + 0 —
f(x) | concava | inflexion | convexa | inflexion [ concava

Los puntos de inflexién son: x =0,y =f(0) =0, 1,(0,0) vy x=2,y=f(2)=42°-2*=16, 1,(2, 16)
Los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:

gjeX: f(x) =4x’-x*=0©x°(4-%x) =0 & x =0, x = 4. Los puntos son (0, 0) y (4, 0)

ejeY:x =0,y =1£(0) = 0. Punto (0, 0)
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A

30
25
20
15

10

4
El 4rea que se pidees 4 = | (4x3 — x4) dx.
0

4x4 x5 4 xs
— < tk=x ——+k=

4 5
5x — x i s
—+ k , una prlmltlva es

Como [ (4x3 —xtdx = =

_ sxt =«
p(x) =—5

4 5

4 5
Por la regla de Barrow, A = p(4) — p(0) = ! 3 20 3 — = ZEG =75

X
24.- (prueba ordinaria) Considera la funcién F: [0, +c0) — R definida por F(x) = f(Zt + \/;) dt.
0

Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.
Resoluci6n

Como la funcioén f(t) = 2t + \/? es continua por el teorema fundamental del calculo la funcién F es

x /
derivable. Ademas, F'(x) = (f(Zt + \/?) dt) = 2x + \/;
0

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funciéon F en xges rtg: y = F'(x¢) (X - X¢) + F(Xo).
1

En este caso,xy =1 F'(xo) =F(1)=21+ \/T =3 ; F(xo) =F(1) = f(Zt + \/?) dt
0

3/2

Como [(2¢ ++/t)dt = (2t +¢) dt = T SN SN s N S 5 S,

2 3/2 3 3
N 3t*+ 20/’
primitiva es p(t) = .

3

3%+ 201°  3.0%+ 200’ 5
Por la regla de Barrow, F(xo) = p(1) — p(0) = +3 i - +3 o’ =—=
-18 -
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rtg:y = 3(x — 1)+%—>rtg:y = 3x — %
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