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Chapitre 3
Nombres complexes et trigonométrie

1. Rappels sur la forme exponentielle d’'un nombre complexe
Propriété 1
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Propriété 2
Soient des réels 0 et 0', et n un entier naturel non nul,
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II. Formules de Moivre et d’Euler
Formule de Moivre

Soient 0, 0 €R. Soit nEN ,

0" ind
() =e

Soit encore

(coscos® + isinsin® )n = cos cos (nB) + isinsin (nB)

Méthode

Appliquer la formule de Moivre

M yidéo https://youtu.be/RU2C4i3n5Ik

Exprimer cos cos (3x) en fonction de cos cos x et sin sin (3x) en fonction de sin sin x .
Solution

Soit x€R, d’aprés la formule du bindme de Newton,

Lo 3 S 2 3 o .
(coscosx + isinsinx) = x + x sinsinx + 3i coscosxx +ix =x + x sinsinx — 3coscosxx — ix =x

D’apres la formule de Moivre,
cos cos (3x) + isinsin(3x) = (coscosx + isinsinx )3
On en déduit que =
coscos (3x)= 4x — 3 coJ |
sinsin (3x) = 3sinsinx — 4x

Formules d’Euler
Soient 6, 6 €ER,

0 —ib 0 —ib

e +e . . e
coscosB = 5 sinsin® = 5

On utilisera notamment ces formules pour linéariser des expressions trigonométriques: ceci consistera a
supprimer les puissances dans cette expression.

Méthode

Appliquer les formules d’Euler

M yidéo https://youtu.be/p6TncUjPKfQ

a. Linéariser I'expressionx .

b. En déduire une primitive de la fonction x+—x.

Solution

a. Soit x€R. On applique une formule d’Euler et la formule du bindme de Newton pour développer

Fre ™ 1) i3 w2 © iy —ix\? —ixy3 1( 3ix 2ix ix —2ix . —3ix 1 3ix
x=( ):—(e)+3(e)e +36(e )+(e ) =?(e +3e¢ e + 3ee +e ):?(e +

—ix

2 8

b. Chercher une primitive de la fonction x*—x revient a chercher une primitive de la fonction
1
x——(coscos 3x + x)

Ainsi, la fonction
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https://youtu.be/RU2C4i3n5Ik
https://youtu.be/p6TncUjPKfQ

1fo. 1 . .1 .3 .
x-—>T(sm 5 sin3x + x) = sin—/;sin 3x + sin--sinx

est une primitive de la fonction x+—x

II1. Application a la trigonométrie

CDS(?—; +z)=—sinz ] cos(g — @) =sinz

1. Rapp_e,ls, sin(g + x) = coszx n(lzr —x) = cose

Propriété 3

Soit xER,

. — 1<cos x<1 t:-os(fr—cc) = Tcos(a:)

. _ 1SSln xSl sin(r — x) = sin(x)

2 2
= cos x +sin x =1 3 3= 2 B = 7 7
cos(m + x) = — cos(x) cos(—x) = cos(x)
sin(r 4+ x) = —sin(z) sin(—z) = — sin{z)
Valeurs remarquables des fonctions sinus et
cosinus
x 0 3 iy 5 F)
s e | L _
Cos x 1 5 5 > 0 1
. 1 A2 3
Sin x 0 > 5 5 1 0

2. Formules d’addition

Propriété 4

Soita et b deux nombres réels quelconques.

coscos (a — b) = coscosa X coscosb + sin
Preuve
Soient a, bER, d’apres la formule d’Euler,

i(a—b ia —ib .. . P .
e( ) = e e = (coscosa + isinsina)(coscos (— b) + isinsin(— b))

La fonction cosinus étant paire et la fonction sinus étant impaire, on obtient

i(a—b) L L i(a—b) o o
e = (coscosa + isinsina)(coscosb — isinsinb)e = coscosa X coscosb + sinsina X sinsinb +

Or, d’apres la propriété 1,

ei(a—b) = coscos (a — b) + isinsin(a — b)

Donc, en identifiant les parties réelle et imaginaire, on obtient
coscos (a — b) = coscosa X coscosb + sinsina X sinsinb
sinsin (a — b) = sinsina coscosb — coscosa sinsinb
Les autres formules se retrouvent en remplacant b par — b dans les formules précédentes et en utilisant la
parité des fonctions sinus et cosinus.
Remarque
Ces derniéres formules permettent de trouver les formules d’addition et de soustraction de deux cosinus ou de
deux sinus. En effet, si I'on soustrait membre a membre les deux premieres formules, on obtient
coscos(a + b) — coscos(a — b) =— 2sinsina sinsinb
Posonsalors x =a + b et y=a-—2>b
En additionnant membre a membre, on remarque que
x+y=2a=a= x—;rl
De la méme facon, en soustrayant membre a membre, on obtient
e
x —y=2bob ="
L'égalité ci-dessus s’écrit alors
x+y X—=y

COSCOS X — CcOScosy =— 2sinsin (T) sin sin (T)
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De la méme maniére, on trouve les formules suivantes
x+x -
CoScos X + coscosy = 2coscos ( ) CoSs coS ( )

: )
S

\<N

2

. . . . x+y . .

sinsinx — sinsiny = 2 coscos ( ) sin sin (
. . . . . . x+y

sinsinx + sinsiny = 2sinsin (T) COS €0S ( 5

La premiére formule nous servira pour calculer la dérivée de cosinus.

Méthode
Calculer des valeurs de cos et sin a l'aide des formules d'addition
M yidéo https://youtu.be/WcTWAazcXds

51'[ . . 51
Calculer cos cos =) et sinsin |/

Solution
5w\ _ oo, il ) in cin (L < R BN
coscos(lz) —coscos(4+6) —coscos(4)coscos(6) 51nsm(4)smsm( ) 5 X 5 5 ><2—
5 .. .. .. 2 1 (
sin sm(lg) = sin sin (%+% = sin sin (%) COS COS (%) + cos cos (%) sin sm( ) 32L X JZL + AZL XT = i

3. Formules de duplication

Propriété 5

Soit a€R,

coscos (2a) = a — a coscos (2a) = 2a — 1 coscos (24

Preuve
On peut appliquer les 2¢ et 4° formules d'addition en posanta = b
coscos (2a)=a — a

sin sin (2a) = 2 cos cos a sinsina
Remarquons également que a +a=1
donc

a—a=a-(1—-a)=2a -1
Et

a—a=1—-—a—-—a=1-a

Corollaire 1
Soit a€R,
a = 1+coscos (2a) a = 1—coscos (2a)
2 2
Méthode

Calculer des valeurs de cos et sin a l'aide des formules de duplication
M yidéo https://youtu.be/RPtAUl30Lco

Calculer cos cos (%) et sin sin (%)

Solution

(x%) = 2(%) -1

Donc

(%) - %(1 + cos cos (%) ) — %(1 n %) _ #

8

oS o5 (%) =1/ 2+\f \/T

et dongc, cos cos (l) étant positif,
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https://youtu.be/WcTWAazcXds
https://youtu.be/RPtAUl3oLco

(F) =1-() =1-*=52

et dong, sin sin (%) étant positif,

sin sin (%) =ﬁ: \/2;7\5

Méthode
Résoudre une équation trigonométrique
M yidéo https://youtu.be/yx3yULqR_wI
Résoudre dans [0; 2m] I'équation cos cos (2x) = sinsinx
Solution
Soit x€[0; 21|, d’apres une formule de duplication,
coscos (2x) = sinsinx &1 — 2x = sinsinx

On pose
X = sinsinx
'équation s'écrit alors
1-2X=Xe2X'+X—-1=0

A=1"—4x2x(— 1)= 9
L'équation du second degré posséde deux solutions réelles distinctes X1 et X2

—1+3 1 -1-3
X === et X, =—>=—1
Résolvons alors dans [0 ; 2] les équations
o 1 -
sinsinx = —-et sinsinx =—1

. . 1 s 51
sinsinx =—©x =4 oux =—

o 3
sinsinx =— 1leox = =

2
On en déduit que

Remarque
Si I'on avait résolu cette équation dans R, il aurait fallu rajouter toutes les valeurs modulo 21 aux valeurs
trouvées. On aurait alors

6
Soient A et B deux ensembles. x€EA + B s'il existe ac€A et beB telquex = a + b
Application au calcul intégral
Calculer les intégrales suivantes

5={%; LIy 37“}+ 2nz

/4 /4
I = [ adaet] = [ ada
0 /6
Solution
s A 1+ 2 1 /4 1
I=fada=f%da=[%+75insin(2a)] =%+T
0 0 0
D’aprés la méthode pages 1 et 2,
/4 /4 ﬂ

J=Jada= | %cos cos (3a) + cos%cosada = [Sinl—lzsin (Ba) + sinisinaE=£+ 2z 1 3

4
/6 m/6 6

Autre méthode
Par linéarité,

/4 /4 n/4 /4 /4
J= [ ada= [ acoscosada= [(1 —a)coscosada = [ coscosada — [ a coscosada
/6 /6 /6 /6 m/6
o /4 1 i 2 1 242 1 10\2-11
J=sinsina]ly — ||l = -5 - 5+ 5 = 5
6
Remarque

La deuxieme méthode n’est pas adaptée a des puissances supérieures a 3.
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https://youtu.be/yx3yULqR_wI

