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NOTA IMPORTANTE: Las cuestiones se pueden hacer en cualquier orden, En cada cuestion se debe hacer
solo la opcion A o la opcién B. La eleccion de A o B puede cambiar de una cuestion a otra. Si se responden
las 2 opciones de una cuestidn, solo se corregira la primera opcién contestada. La puntuacién maxima de
cada cuestion es de 2,5 puntos. Solo so podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan, No se podran
usar graficas ni programables.

CUESTION 1 (a elegir entre 1Ay 1B)
1A) Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
x+y+z=12x+2y +kz=2x+ky+3z2=0
a) [1] Discuta el sistema en funcién del parametro k.
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (11122k1k3) y A = (111122k21k30)

—-3+1

detA=6+k+2k-2-6-k2=-k’+3k-2=0k = —

,k=1,k=2

-Sik#1,k#2,detA#0yrgA=3=rgA*=n2de incdgnitas. Luego, por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion unica.

-Sik=1,

A*=(111122121130) f2—-2f1f3-f1((111100 —10002 —1) 2f2+ f3 (111100 —
La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = -1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

~Sik=2,detA=0,4=(111222123).Como|1112]|= 1#0,rgA=2.

A*=(111122221230) f2=2f1f3—-f1(1111012 —1)Como|1101|= 1#0,rgA*=2.
Luego, rg A* = 2 =rg A < n? de incognitas. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

b) [0,5] Calcule su solucion en el caso en el que sea compatible indeterminado.
Resolucién
Si k = 2, sabemos que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es equivalentea (1111012 — 1) corresponde al sistema
x+y+z=1y +2z=-1

y=—1-2z;x+(—-1-22)+z=1=>x=2+z

Llamando z =k, las infinitas soluciones son{x = 2 + ky =— 1 — 2kz = k ,conk €R.
c) [1] Calcule su soluciéon (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el sistema sea
compatible determinado.
Resolucién
Sik # 1,k # 2 sabemos que el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

Vamos a usar la regla de Cramer para resolverlo:
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Las matrices de coeficientes y ampliadason A = (11122k1k3) y A = (111122k21k30)

A =(11122k0k3) A =(11122k103) A =(1112221k0); detA=-(k-1)(k-2)

detA, =6+ 2k-k*-6=2k-k*=k(2-k) =-k(k-2) ; detA,=6+k-2-6=k-2

detA, =2 +2k-2-2k=0

A k=2 k A k—2 -1
X = Jewdetd — —(k-Dk-2) — k-1 Y T dewdeta = —Gk-Dk-2) k-1’
—_ AZ —_ 0 —_ O
Z = Jedetd T —Gk-Dk-2

1B) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A% = 0, donde 0 es la matriz nula de
orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) [0,75] Demuestre que (A + D?=2A+1yque (A+1?>=3A+1 donde I es la matriz identidad de
orden 3.
Resolucién

A+D*=A+DA+D=AA+AI+IA+P=A*4+A+A+1=0+2A+1=2A+1

A+DP=A+D*A+D=RA+DA+D)=2A*+2AI+1A+1°=204+2A+A+1=3A+]1

b) [0,75] Demuestre que la matriz I - A es inversa de la matriz [ + A.
Resolucién

Observaque (I-A)(I+A)=1*+1A-Al-A*=1*+A-A-0=1
(I+A)(I-A)=1"-1A+Al-A*=1"-A+A-0=1Luego, lainversadel-AesI+ Ay viceversa
) [1] Resuelva la ecuacion matricial X + AX = A expresando X en funcion de A.

Resolucién
La ecuacion es IX + AX = A. Sacando factor comun X, por la derecha, (I + A)X = A.

Multiplicando por (I - A) por la izquierda en los dos miembros: (I - A)(I + A)X = (1 - A)A.
Operando, IX=X=1A - A’=A-0=A.0 sea, la solucidon de la ecuacibnes X = A

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B):
2A) Calcule los siguientes limites:

) 1] (5 — =)

Resolucién
. 1 1 senx—x sen0—0 0 . ., . SIT At
Piden L = |— — = = = — Indeterminacién. Aplicamos L "Hopital:
X sen x xsenx 0sen0 0
Cone 0 o wwonx ol o ool — 0 Indeterminacion. Otra vez L'Hopital:
(seff:ixxlz:i;)’ = uuscosx+;i7;fx—xsenx = 2com;iw:senx = Zcusw;TJE'iOOsenO =0=L=0
2
V2x +1
b) [0,5] ———
9x +5
Resolucién
5 Vox' +1 2 | 2 1
\2x +1 _ % _ ¥ X _ X x' _ 0 + 0 — 0
9x° +5 9":+iz 9+jz 9+% o+0

_2_
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Resolucién
1/x 1 e’—1 0 o . A
{CR 1/x =—F — = —,~ Indeterminacion. Aplicamos L"Hopital:
1/x , e‘/x% 1/x
%: — = =¢"=1.Luego, x(e/ 1) =1

2B) Considere la funcién f(x) = tg’x.
a) [1,5] Calcule la integral indefinida | f(x)dx

Resolucién

2 sen’x 1—x 1 1
[ f(x)dx = [ tg x tg xdx =ftgxx—dx =[tgx dx =Tf2tgxx—dx — [tg xdx

X

[ f(x)dx =%tg2x — (= Iniln|coscosx|)+ k = %tgzx + Inin|coscosx| + k

b) [0,75] Calcule el area de la regién delimitada por la grafica de la funcién f(x) y el eje OX entre los
valoresx =0y x=m/4
c) [0,25] Demuestre, sin aproximar con numeros decimales, que el area pedida en el apartado anterior es

igual a %ln In (%)
Resolucién

s

4
Como para 0 < x < /4, f(x) = tg’x > 0, el drea que se pidees 4 = [ f(x)dx
0

Una primitiva de f(x) es F(x) = %tgzx + Inn |cos cos x | . Por la regla de Barrow,

A= F(%) — F(0) = F(%) — F(0) = %tgz(%) + Inin |cos cos (%) | — [%tgzO + Inin |

1

_ 1.2 a2 _ 1 a2 ) _ 1) _ 1 2 _ L _ L
A—21 +1nln(2)—2 +lnln(2)—2 +1nln(ﬁ)—2 4+ Inln?2 —Zlnlne er
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CUESTION 3 (a elegir entre 3Ay 3B):
3A) a) [1,25] Determine el valor de ay b para que el plano m: 2x + y + az = b contenga a la recta
rix+y+z=1-x-2y+z=0
Resolucién

R
Un vector normal de T es n_ = (2, 1, a). Larectar esta dada como interseccion de dos planos.

Luego, su vector director se puede obtener como el producto vectorial de los vectores normales de los
planos: d = (1,1, Dx (-1, =2, D=[i j k111 =1 -21|=@, -2, = 1) //

(-3 2,1

Siz=lenp{x+y+1=1-x-2y+1=0={x+y=0 —x— 2y =— 1 ;sumando,-y =
-1,y=1;x=-1=2A(-1,1,1)€er

— -

Paraquercnsedebecumplirdr 1 nn,oseadr. n_= 0 yAem

Sustituyendo, -6 + 2 +a=-4 + a =0 (despejando,a=4) ; 2(-1)+1+al=b =>-1+44=b=b=3
Conclusién: debesera=4,b=3

b) [1,25] ;Para qué valores de a y b corta r a m? Halle el punto de corteenelcasoa=0y b=7
Resolucién

- -

I y Tt son secantes si dr . n #0= — 4 + a#0.0 sea, a # 4. En forma paramétrica,
ri{x==—1-3ky=1+4+2kz=1+k

Paraa=0,b=7,m 2x +y = 7. Sabemos que r y T son secantes. Sustituyendo en la ecuacién de t

2(-1-3K)+1+2k=7,-4k-1=7,-4k =8,k =-2,
{fx==—1-3(—w2)y=1+ 2(—2)z=1+ (— 2).El punto de corte es P(5,-3,-1)

3B) Un helicoptero situado en el punto P(1, 2, 1) quiere aterrizarenel planom:x+y+3z=0
a) [1] Calcule la ecuacidén en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto mas cercano
am

Resolucién
La recta pedida es la que pasa por P y es perpendicular a 1 ; dr =n_ = (1,1, 3)=>
ri{x=1+ky=2+kz=1+ 3k
b) [0,75] Halle dicho punto.

Resolucién
Sustituyendo r en la ecuaciondem: 1 +k+2+k+3(1+3k)=0=>11k+6=0=>k = ;16
Luego, {x = 1 + 116 y=2+ 116 z=1+3 If .ElpuntodecorteesQ( 151, ﬁ ) 117 )
c) [0,75] Calcule la distancia que debe recorrer.

Resolucién

. . > > 5 16 =7 —6 —6 -18
Ladlstanc1aes|PQ ; PQ = ( TEERTRIET] )— (1, 2, 1)=( TREETEIERT )
[PO|= 5 1-1-1, - 3) =+/1l=181u

CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B):

4A) En un cine hay tres salas. En la sala S; hay 240 espectadores, en la sala S, hay 180 y en la sala S5
hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S; gusta al 40% de los espectadores, la delasala S, al 50% y la
de la sala S; al 90%. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un espectador al azar.

_4_
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a) [1] Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
b) [0,5] Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala Ss.

c) [1] Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S5 si le ha gustado.
Resolucién
S1 =el espectadoresdelasalal S2 = el espectador esdelasala2 S3 = elespectador es de lasala 3

G = al espectador le gusta la pelicula

Usamos una tabla de contingencia con los datos:

1 2 S3 T(;ta
¢ | 40%de240=04.240= | 50%de180= | 90%de80=09.80= | .,
96 90 72
G 240 - 96 = 144 90 80-72=8 242
T"lta 240 180 80 500
. 258
a) Se pide p(G) = —;5- = 0,516 = 51,6%
72
. GNS3 500 72
b) Pide p(G/S3) = ”;(;‘3) ) — 5 = ==—=10,9 = 90%
.
6033 _ sw T2 _ 12502791 = 27,91%

c) Ahora nos piden p(§3/G) =

- 258 - 2 4
p(G) 00" 58 3

4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compafiia aérea ha vendido para un
dia 280 billetes. La compafiia sabe que el 95% de los que compran un billete se presenta en el aeropuerto
el dia correspondiente. Consideramos el nimero de pasajeros que se presentan el dia en el que se
vendieron los 280 billetes.
a) [0,5] Diga qué tipo de distribucién de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica.
b) [0,75] Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avion.
c) [0,5] Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avidn.
d) [0,75] Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.

Resolucién
a) X = n? de pasajeros que se presentan el dia en el que se vendieron los 280 billetes = B(280 ; 0, 95).

La ley de probabilidad es p, = p(X = k) = (280 k)0,950,05" *,conk=0,1,2, ..., 279, 280.

En b) se pide p(X=>261). Bastante laborioso si se quiere hacer usando la formula anterior. Se puede hacer
aplicando la aproximacidon de la binomial por la normal y la correccién por

continuidad de Yates: “Si una v.a. X sigue una binomial B(n, p) que cumple: n > 30, np > 5

y n(1-p) =5, entonces, la v.a. X se puede sustituir por otra v.a. X" — N(J, 0), siendo pd la media

de X, y = np y 0 la desviacidn tipica, c =+np(1 — p). Es decir, X'—>N(np, \np(1 — p)) “

En este problema,
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n=280>30,p = 0,95 ; np = 280. 0,95 = 266>5 y n(l — p)= 280. 0,05 = 14>5

X' — 266

o =+np(1 — p) =+/280.0,95. 0,05=3,65 ; X'>N(266;3,65)= Z = ——

-N(0, 1).

b) Para hallar p(X>261) tomamos un intervalo de la recta que contenga a los numeros enteros mayores

o iguales que 261. Por ejemplo, tomamos (260,5 ; +0).

X' — 266 260,5 — 266
3,65 - 3,65

p(X>261) = p(X'>260,5) = p( )Ep(ZZ — 1,51) = p(Z<1,51) = 0,9345

La probabilidad de que falten plazas en el avion es del 93,45%
c) Se pide la probabilidad del suceso contrario, que es 1 - 0,9345 = 0,0655 = 6,55%

d) Ahora nos piden p(X = 260); tomamos el intervalo (259,5 ; 260,5) que contiene exactamente al
entero 260.

p(X = 260) =

p(259,5 < X' < 260,5) = p( 2595266 . X 266 . _2605-266 )Ep(— 1,78 < Z <— 1,5)

3,65 3,65 3,65

=p(1,5<Z<1,78)=p(Z < 1,78)— p(Z < 1,5)=0,9625 — 0,9332 = 0,0293 = 2,93%



