
​​Concours commun MINES-PONTS 1997 

​​MATH 2 (option PSI) 
 

​​1ère partie : 
​ 1°) a- On trace un arc de cercle de centre A et de rayon AM qui recoupe le segment AB au point J puis un arc de cercle de 
centre B de rayon BJ qui recoupe le demi-cercle de diamètre AB au point N. 
​ On connaît l'équation polaire d'un cercle centré sur l'axe polaire, passant par le pole:   . On en déduit ρ = 2𝑅𝑐𝑜𝑠𝐽

 d'où  . De même  et  . De plus,  𝐴𝑀 = 𝑐𝑜𝑠𝐽 𝐴𝐻 = 𝑐𝑜𝑠2𝐽 𝐵𝑁 = 𝑐𝑜𝑠𝑗 𝐵𝐾 = 𝑐𝑜𝑠2𝑗

AM + BN = . Alors AM et les points I et J coïncident. 𝑐𝑜𝑠𝐽 + 𝑐𝑜𝑠𝑗 = 1 𝐴𝐼 = 𝐴𝐻+𝐴𝐾
2 = 𝑐𝑜𝑠2𝐽+[1−(1−𝑐𝑜𝑠𝐽)2]

2 = 𝑐𝑜𝑠𝐽 =

​      b- Les calculs de a- prouvent que d'où  . Remarquons que  𝐴𝐼
𝑛

= 𝐴𝐻
𝑛

𝑥
𝑛+1

= 2 𝑥
𝑛

− 𝑥
𝑛

BMn +1 = 1-AMn = AB - AMn  < BMn  ce qui prouve que Mn +1 est situé sur l'arc BMn  donc que la suite  est croisante. De (𝑥
𝑛
)

𝑛Î𝐼𝑁

plus, elle est majorée par 1, donc convergente. Sa limite l doit vérifier  (et l > 0 ) d'où l = 1. 𝑙 = 2 𝑙 − 𝑙

​ Il en résulte que  et donc que la série de premier terme AI1 et de terme général In -1In  converge et 𝐴𝐼
𝑛

=
𝑥

𝑛
+𝑥

𝑛+1

2 𝑛 → + ¥
→

1
a pour somme 1. 

​ 2°) Si la série  converge, le point x = 1 fait partie du domaine de convergence. Donc le rayon de convergence est au ∑ 𝑐
𝑛

moins égal à 1. 

​ Puisque cn  > 0 , la série  est normalement convergente sur [0,1] (donc uniformément) et sa somme est continue ∑ 𝑐
𝑛
𝑥𝑛

sur [0,1], d'où  ce qui est le résultat demandé. 
𝑛=1

+¥

∑ 𝑐
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚𝑥 → 1 
𝑥<1

𝑛=1

+¥

∑ 𝑐
𝑛
𝑥𝑛

 

​​2ème partie :  
​ 1°) a- Pour  , et . Supposons que . Alors 𝑎

𝑛
= { 𝑏

1
= 1 𝑏

2
= 1 𝑏

1
= 𝑏

2
=... = 𝑏

𝑛−1
= 1

 . 𝑏
𝑛

= 𝑎
𝑛

+
𝑘=1

𝑛−1

∑ 𝑎
𝑘
𝑏

𝑛−𝑘
= 𝑎

1
𝑏

𝑛−1
= 1

Donc bn = 1 pour tout  n > 0 . Les rayons de convergence sont R1 = et R2 = 1. Les sommes sont  A(x) = x et . + ¥ 𝐵(𝑥) = 𝑥
1−𝑥

 

​      b- et . Supposons que pour tout , ; alors 𝑏
1

= 𝑎
1
³0 𝑎

1
≤

𝑛=1

+¥

∑ 𝑎
𝑛

= 1 𝑘 ≤ 𝑛 + 1 0 ≤ 𝑏
𝑘

≤ 1

 . 𝑏
𝑛

= 𝑎
𝑛

+
𝑘=1

𝑛−1

∑ 𝑎
𝑘
𝑏

𝑛−𝑘
≤

𝑘=1

𝑛

∑ 𝑎
𝑛

≤ 1

Puisque  et  , les rayons de convergence R1 et R2 sont au moins égaux à 1. 0 ≤ 𝑎
𝑛

≤ 1 0 ≤ 𝑏
𝑛

≤ 1

​  c- La relation de récurrence donne  d'où , pour |x| < 1 ,  𝑏
𝑛
𝑥𝑛 = 𝑎

𝑛
𝑥𝑛 +

𝑘=1

𝑛−1

∑ 𝑎
𝑘
𝑏

𝑛−𝑘( )𝑥𝑛

 . On reconnaît le produit de Cauchy de deux séries entières de rayons de convergence 
𝑛=1

+¥

∑ 𝑏
𝑛
𝑥𝑛 =

𝑛=1

+¥

∑ 𝑎
𝑛
𝑥𝑛 +

𝑛=2

+¥

∑
𝑘=1

𝑛−1

∑ 𝑎
𝑘
𝑏

𝑛−𝑘( )𝑥𝑛

au moins égaux à 1, d'où B(x) = A(x) + A(x) B(x) et . 𝐵(𝑥) = 𝐴(𝑥)
1−𝐴(𝑥)

​ Lorsque  ,  d'après I 2°); donc . Le rayon R2 est donc exactement égal à 1. 𝑥𝑥 < 1
→

1 𝐴(𝑥) → 1− 𝐵(𝑥) → + ¥

​      d-   avec un rayon de convergence  . D'où  
𝑛=1

+¥

∑ (1 − α)α𝑛−1𝑥𝑛 = (1−α)𝑥
1−α𝑥 𝑅

1
= 1α

         et          . 𝐵(𝑥) = (1−α)𝑥
1−α𝑥

1−α𝑥
1−𝑥 = (1 − α) 𝑥

1−𝑥 𝑏
𝑛

= 1 − α𝑛³1} {

​ 2°) a-  Pour |x| < 1 , . Donc les racines de E sont de module supérieur ou égal à 1. 𝐴(𝑥)| | <
𝑛=1

𝑝

∑ 𝑎
𝑛| | = 1

​  (strictement puisque ap ). Donc  ce qui prouve que x1 est racine simple. 𝐴'(1) =
𝑛=1

𝑝

∑ 𝑛𝑎
𝑛

>
𝑛=1

𝑝

∑ 𝑎
𝑛

¹0 𝐴'(1)¹0



​ Pour |x| = 1 , , et l'on ne peut avoir égalité que si les complexes xn  correspondants aux coefficients 𝐴(𝑥)| | ≤
𝑛=1

𝑝

∑ 𝑎
𝑛| | = 1

non nuls an  sont de même argument. L'argument de A(x) est alors l'argument commun à ces complexes xn  qui doit donc être nul 
(modulo 2 ) si A(x) = 1. Comme en particulier a1 n'est pas nul, x doit être réel positif, donc égal à 1. 𝑝
​      b-   . Puisque les racines sont simples, la décomposition de B(x) en éléments simples 𝐵(𝑥) = 𝐴(𝑥)

1−𝐴(𝑥) =− 𝐴(𝑥)

𝑎
𝑝

𝑛=1

𝑝

∏ (𝑥−𝑥
𝑛
)

s'écrit  avec . En développant chaque fraction élémentaire en série entière, on obtient  𝐵(𝑥) =− 1 +
𝑛=1

𝑝

∑
α

𝑛

𝑥−𝑥
𝑛

α
𝑛

=−
𝐴(𝑥

𝑛
)

𝐴'(𝑥
𝑛
)

 , d'où  .  Pour  
α

𝑛

𝑥−𝑥
𝑛

=−
α

𝑛

𝑥
𝑛 𝑞=0

+¥

∑ 𝑥
𝑥

𝑛
( )𝑞

𝑏
𝑞

=
𝑛=1

𝑝

∑
𝐴(𝑥

𝑛
)

𝑥
𝑛
𝑞+1𝐴'(𝑥

𝑛
)

𝑞³1} {

n > 1 , |xn | > 1 ; donc  . 𝑏
𝑞
𝑞 → + ¥

→ 𝐴(𝑥
1
)

𝐴'(𝑥
1
) = 1

𝐴'(1)

 

​​3ème partie :  

​ 1°) a- Pour  ,  . D'où  et . 𝑎
𝑛

= (1 − α)α𝑛−1 𝑟
𝑛

=
𝑘=𝑛+1

+¥

∑ (1 − α)α𝑘−1 = α𝑘 𝑅
3

= 1
α 𝑅(𝑥) = 1

1−α𝑥

​      b- Puisque les an  sont positifs ou nuls, il en est de même des rn . De plus, d'où . 𝑟
𝑛

≤
𝑘=1

+¥

∑ 𝑎
𝑘

= 1 𝑅
3
³1

​    c- Comme  ,  pour tout  . 𝑎
𝑛

= 𝑟
𝑛−1

− 𝑟
𝑛

𝐴(𝑥) =
𝑛=1

+¥

∑ 𝑎
𝑛
𝑥𝑛 =

𝑛=1

+¥

∑ 𝑟
𝑛−1

𝑥𝑛 −
𝑛=1

+¥

∑ 𝑟
𝑛
𝑥𝑛 = (𝑥 − 1)𝑅(𝑥) + 𝑟

0
𝑥Î] − 1, 1[

D'où . 𝑅(𝑥) = 𝐴(𝑥)−1
𝑥−1

​ 2°) a- En tout point x > 0 tel que la série  converge, la série  converge. Donc . ∑ 𝑀𝑥𝑛 ∑ 𝑢
𝑛
𝑥𝑛 ρ³1

​      b- Fixons . Il existe un rang n0 tel que 𝑒 > 0
 . D'où 𝑛³𝑛 𝑟𝑆𝑢𝑏 { 𝑠𝑖𝑧𝑒 8{0} }  𝑙𝑙𝑖𝑛𝑒 𝑢 𝑟𝑆𝑢𝑏 { 𝑠𝑖𝑧𝑒 8{𝑛} } − 𝑙 𝑟𝑙𝑖𝑛𝑒  <=   {𝑒} 𝑤𝑖𝑑𝑒𝑠𝑙𝑎𝑠ℎ {2} } {

     et 𝑈(𝑥) − 𝑙
1−𝑥

|| || ≤
𝑛=1

𝑛
0
−1

∑ (𝑢
𝑛

− 𝑙)𝑥𝑛
|
|
|
|

|
|
|
|

+
𝑛=𝑛

0

+¥

∑ 𝑒2𝑥𝑛

𝑛=1

𝑛
0
−1

∑ (𝑢
𝑛

− 𝑙)𝑥𝑛
|
|
|
|

|
|
|
|

+ 𝑒
2(1−𝑥) 𝑥Î \[ 0, 1 \[ }} {

 (M+l) . (1 − 𝑥)𝑈(𝑥) − 𝑙| | ≤ (1 − 𝑥)
𝑛=1

𝑛
0
−1

∑ 𝑢
𝑛

− 𝑙| |𝑥𝑛 + 𝑒2(1 − 𝑥)(𝑛
0

− 1)

On peut alors trouver x0  tel que ,  (M+l)  , d'où     Î[0, 1[ 𝑥Î \[ 𝑥 𝑟𝑆𝑢𝑏 { 𝑠𝑖𝑧𝑒 8{0} } , 1 \[ } { (1 − 𝑥)(𝑛
0

− 1) 𝑒2 (1 − 𝑥)𝑈(𝑥) − 𝑙| | < 𝑒

 . Ceci prouve que  ou encore que au voisinage de 1. 𝑥Î \[ 𝑥 𝑟𝑆𝑢𝑏 { 𝑠𝑖𝑧𝑒 8{0} } , 1 \[ } { (1 − 𝑥)𝑈(𝑥) 𝑥 → 1
→

 𝑥 < 1𝐶𝑙 𝑈(𝑥)» 𝑙
1−𝑥

​ 3°) a- On a montré dans I 1°) c que B(x) = A(x) + A(x) B(x) d'où . Comme B(x) est équivalent au 𝐴(𝑥) − 1 =− 1
𝐵(𝑥)+1

voisinage à gauche de 1 à  (d'après 2°)), on obtient . 𝑙
1−𝑥 𝐴(𝑥) − 1»

1−
𝑥−1

𝑙

​    b- On déduit alors de 1°) que  . Puisque rn   pour tout n, on en tire d'une part 𝑅(𝑥) 𝑥 → 1
→

 𝑥 < 1𝐶1𝑙 ³0

 , puis pour tout  et tout  et enfin pour tout  en faisant tendre 𝑅(𝑥) ≤ 1𝑙𝑥Î \[ 0, 1 \[ } {
𝑘=0

𝑛

∑ 𝑟
𝑘
𝑥𝑘 ≤ 1𝑙 𝑥Î[0, 1[ 𝑛Î𝐼𝑁

𝑘=0

𝑛

∑ 𝑟
𝑘

≤ 1𝑙 𝑛Î𝐼𝑁

x vers 1. Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série  converge et, d'après I 2°),  ∑ 𝑟
𝑘

𝑆
3

= 1𝑙
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