Concours commun MINES-PONTS 1997
MATH 2 (option PSI)

lére partie :
1°) a- On trace un arc de cercle de centre 4 et de rayon AM qui recoupe le segment AB au point J puis un arc de cercle de

centre B de rayon BJ qui recoupe le demi-cercle de diamétre AB au point N.
On connait 1'équation polaire d'un cercle centré sur l'axe polaire, passant par le pole: p = 2Rcos/ . On en déduit

AM = cos] d'ou AH = coszj .De mémeBN = cosj et BK = coszj . De plus,

2 2.
AM + BN = cos] + cosj = 1. Alors Al = AH;AK = Lo/ +[1_2(1_Cos] Ll = cos] =AM et les points I et J coincident.

b- Les calculs de a- prouvent queAIn = AHnd'ofl X 1= 2 /xn - X . Remarquons que
BM, ., = 1-AM, = AB - AM, < BM, ce qui prouve que M, ., est situé sur l'arc BM, donc que la suite (xn)nim est croisante. De

plus, elle est majorée par 1, donc convergente. Sa limite / doit vérifier [ = Z\ﬁ —l(et/>0)doul=1.

X +x d
11 en résulte que Al L= "Z—"Hn — + ¥1 et donc que la série de premier terme A/, et de terme général 7, ./, converge et

a pour somme 1.
2°) Si la série ), ¢ converge, le point x = 1 fait partie du domaine de convergence. Donc le rayon de convergence est au
moins égal a 1.

. , . n . , .
Puisque ¢, > 0, la série ), c x est normalement convergente sur [0,1] (donc uniformément) et sa somme est continue

+¥ +¥
sur [0,1], d'ou Y c = limx - 1 <1 » cnxn ce qui est le résultat demandé.
n=1 n=1

2¢éme partie :

(o) — — — — — — —
1°) a- Pour a = { ,b1 = let b2 = 1. Supposons que b1 = b2 =.= bn_1 = 1. Alors
n—1
bn =a + k§1 akbn_k = albn_1 = 1.
Donc b, =1 pour tout 7 >0 . Les rayons de convergence sont R, =+ ¥et R, = 1. Les sommes sont 4(x) =x et B(x) = 1:{ .
+¥
b- b1 = a13Oet a < > a = 1. Supposons que pourtout k < n + 1,0 < bk < 1;alors
n=1
n—-1 n
bn =a + k2=:1 akbn_k < ]El a < 1.
Puisque 0 < a < let0 < bn < 1, les rayons de convergence R, et R, sont au moins égaux a 1.
n—1
c- La relation de récurrence donne bnxn = anxn + ( > akbn_k)xn dou , pour |x] < 1 ,
k=1
+¥ +¥ +¥ fn—1
n n n . . .
> bnx = ax + » ( » akbn_k x . On reconnait le produit de Cauchy de deux séries entic¢res de rayons de convergence
n=1 n=1 n=2\k=1
au moins égaux a 1, d'ou B(x) = A(x) + A(x) B(x) etB(x) = %
Lorsque xx < 11, A(x) » 1 d'aprés I 2°); donc B(x) — + ¥. Le rayon R, est donc exactement égal a 1.
+¥
d- Zl(l - a)an_lxn = % avec un rayon de convergence R , = la. D'ou
n=
1-o)x 1—
Be) == - (1 - 975 et b =1- ai’l}{

P
2°) a- Pour x| <1, |A(x)| < X |an| = 1. Donc les racines de £ sont de module supérieur ou égal a 1.
=1

P P
A =3 na > > a (strictement puisque @, *0). DoncA'(1)"0 ce qui prouve que x, est racine simple.
n=1 n=1



P
Pour x| =1, JAX)|< X |an| = 1, et l'on ne peut avoir égalité que si les complexes x, correspondants aux coefficients
n=1

non nuls @, sont de méme argument. L'argument de A(x) est alors l'argument commun a ces complexes x, qui doit donc étre nul
(modulo 2p) si A(x) = 1. Comme en particulier ¢, n'est pas nul, x doit étre réel positif, donc égal a 1.

b- B(x) = 1?;’2() =— pA(x) . Puisque les racines sont simples, la décomposition de B(x) en éléments simples
a [ (x—x)
pn:l n
P [od A(x)
séerit B(x) =— 1 + ¥ ——— avec a == Txn)' En développant chaque fraction élémentaire en série entiére, on obtient
n=1 n n
o o +¥ x a d b P A(x) 31 P
=— = — 'ou = _— . Pour
x=x, x q2=:0 x, ’ q n§1 x:HA'(xn) q }{

- A(xl) 1
n>1,|xn|>1;d0ncbqq—>+¥

A'(x) O

3éme partie :

+¥
_ n—1 _ _ k=1 _ ko 1 _
1°) a- Pour a = 1 - oa = k=§+1(1 a)a =a .D'ou R3 =—cetR(x) =T

+¥

b- Puisque les @, sont positifs ou nuls, il en est de méme des r, . De plus, r < » a, = 1d'ou R331.
k=1

+¥ +¥ +¥
n n n S
c- Comme a=r _ =T, Ax) = n§::1 ax = nz=:1 roxX = n2=:1 rxo= (x — DR(x) + 7, pour tout xI] - 1,1[.
D'od R(x) = 422

2°) a- En tout point x > 0 tel que la série ), M x" converge, la série ), unxn converge. Donc p1.

b- Fixons e > 0. 1l existe un rang g tel que
n®nrSub { size 8{0} } lline urSub { size 8{n}} — lrline <= {e}wideslash{2}}{.D'ou
no—l +¥ n0—1
1 A
|U(x) — ?| S| @ - DX'[+ ¥ e2x"| ¥ (u - Dx'|+ S N0 N et
n=1 n=n, n=1
n—1

0

A= 0U@E - U< A -0 T [u— |+ e2(1 — x)(n, — 1) (M+]).
n=1
On peut alors trouver xgy, 1| tel que xl \[xrSub { size 8{0}},1\[}{, (1 — x)(no — DM+De2 ,dou|(1 — x)U(x) = Il|< e

xI\[ x rSub { size 8{0}},1\[} {. Ceci prouve que (1 — x)U(x) x 3 1 x < 1Cl ou encore que U(x)»l—ixau voisinage de 1.

3°) a- On a montré dans I 1°) ¢ que B(x) = A(x) + A(x) B(x) dou A(x) — 1 =— ﬁ. Comme B(x) est équivalent au

x—1
l

voisinage a gauche de 1 al—ix (d'apres 2°)), on obtient A(x) — 1»1_

b- On déduit alors de 1°) que R(x) x - 1x < 1C1l . Puisque r, 3, pour tout n, on en tire d'une part
n

n
R(x) < 1xI\[0,1\[}{, puis ¥ rkxk < 1lpour tout xi[0, 1[ et tout niIN et enfin ¥ TS 1lpour tout niIN en faisant tendre
k=0 k=0

x vers 1. Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série r, converge et, d'aprés I 2°), S 5= 1l
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