Lenny DOHR-WAWRZINIAK
I. En fonction de la valeur de n€[0; 3], dire si la fonction fn définie sur R par
fn(x) = {xn sin sin (%) si x#0 0 sinon

. - 1
est continue, dérivable, de classe C

. . 2 s p i
IL. Soit f une fonction de classe C sur R a valeurs réelles admettant une limite
réelle en +oo. Montrer que f" s’annule.

III. 1. Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 et f: /=R une
fonction dérivable sur I. Montrer que si f est paire (resp. impaire) alors f' est
impaire (resp. paire).

2. Soit TERi et f: R—R une fonction T-périodique et dérivable sur R. Montrer

que f' est T-périodique

Maxence GERGAUD

I. Soit f: >R une fonction n fois dérivable, telle que f s’annule en au moins
n + 1 points distincts de I. Montrer que la dérivée n-ieme de f s’annule au
moins n fois sur /.

IL. Soit f: R+ - R+ une fonction de classe C~ sur R+. On suppose que f" est

bornée et qu'il existe a > 0 tel que
VxER+, af (x)<f"(x)
Montrer que f est décroissante sur R+

Montrer que f et f' ont une limite nulle en + o

IIL. Trouver toutes les fonctions f: R—R telles que
VPER[X], Pof = foP

Thibaut SCHMITT
I. Montrer que la dérivée n-ieme de la fonction f: xl—>(x2 - x + 1)e_x est la
fonction x—(— 1)n(x2 —@n+ Dx+n + 1)e_x

II. Etudier la suite définie par son premier terme u, réel et la relation de

récurrence

u +1
n
2

VneN, u =
n+1

Déterminer les fonctions f définies sur R a valeurs dans R, de classe C* sur R

telles que
x+1

VXER, fof (x) = =

III. Soit f: R+—>R une fonction de classe C' sur R+ telle que
 fO=f©@=0
Supposons qu’il existe aER+ tel que f(a)= 0

Montrer qu'’il existe un point M de Cf tel que la tangente en M a Cf passe par O.



Lenny DOHR-WAWRZINIAK
I. En fonction de la valeur de n€[0; 3], dire si la fonction fn définie sur R par

fn(x) = {xn sin sin (%) si x#0 0 sinon

. .. 1
est continue, dérivable, de classe C

IL. Soit f une fonction de classe C ? sur R a valeurs réelles admettant une limite
réelle en +oo. Montrer que f" s’annule.
On raisonne par I'absurde. On suppose que f" ne s’annule pas sur R. f" étant
continue sur R, elle est de signe constant. Quitte a remplacer f par — f, on
peut supposer
f" > 0
On en déduit que f' est strictement croissante sur R. Réalisons une disjonction
de cas selon le signe de f'(0).
1*"cas: f(0)> 0
Par convexité de f (la courbe représentative de f étant au-dessus de ses
tangentes),
VXER, f(x) = f (0)(x — 0) + f(0)
D’apres le théoreme de comparaison,
fx) =+
Ce qui est absurde par hypothese.
2°cas: f(0)=0
Par stricte croissance de f",
f>f0)=0
On retombe alors sur le cas précédent. Il suffit alors d’appliquer la convexité
en utilisant la tangente en 1.
3°cas: f'(0)< 0
Par croissance de f,
VxER, x<0=f (x)<f"(0)
Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis,
VxER, x<0=f(0) — f(x) < f(0)(0 — x)=f(x)=xf (0) + f(0)

(NB : on pouvait aussi utiliser 'inégalité de convexité précédente)

D’apres le théoreme de comparaison,

f(x) =+ o0
Ce qui est absurde par hypothese.
On déduit que f" s’annule nécessairement sur R.

III. 1. Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 et f:I-R une
fonction dérivable sur I. Montrer que si f est paire (resp. impaire) alors f" est
impaire (resp. paire).
Supposons f paire.
Vx€l, f(— x) = f(x)
En dérivant membre a membre, on obtient
Vx€l,— f'(= x)= f(=f (= 0)=- K
Donc f' est impaire.
Supposons maintenant f impaire.
Vx€l f(— x) == f(x)
En dérivant membre 3 membre, on obtient
Vx€l,— f'(= x) == f')=f'(= )= (%)

Donc f" est paire.
2. Soit T€R+ et f: R=R une fonction T-périodique et dérivable sur R. Montrer
que f' est T-périodique

Soient x€R et hER*,
f(x+T+h)—f(x+T)
h

f étant dérivable sur R, par unicité de la limite lorsque h tend vers 0,

fE=f(x+T)

fa+h) =) _
h

Donc f' est T-périodique.



Maxence GERGAUD

I. Soit f: >R une fonction n fois dérivable, telle que f s’annule en au moins
n + 1 points distincts de I. Montrer que la dérivée n-iéme de f s’annule au
moins n fois sur I.

IL. Soit f: R+ - R+ une fonction de classe C” sur R+. On suppose que f" est
bornée et qu’il existe a > 0 tel que

VXER , af (x)<f"(x)
Montrer que f est décroissante sur R+
Par hypothese, f" est positive sur R+donc f" est croissante sur R+.
Raisonnons par 'absurde et supposons qu'’il existe un réel X, tel que

m = f’(xo) >0

Par convexité de f (la courbe représentative de f étant au-dessus de ses
tangentes),

Vx€ER, f(x) = f'(xo)(x — xo) + f(x)

D’apreés le théoréme de comparaison,

() =+ w

On en déduit que f et donc f" ne sont pas majorées ce qui contredit que f" est
bornée. Ainsi, f <0 donc f est décroissante sur R+

Montrer que f et ' ont une limite nulle en + o
Limite de f'
f' est majorée par 0 et croissante sur R+ donc elle admet une limite finie [<0
en + oo d’apres le théoreme de la limite monotone.
Par ailleurs, par croissance de f",
Vx€R+,f ()<l

D’apreés I'inégalité des accroissement finis,
Vx€R+,f(x) - f(O)<l(x — 0)

On en déduit que f ne peut avoir une limite finie en + o quesil = 0
Limite de f
La fonction f est minorée par 0 et décroissante sur R+ donc elle admet une

limite finie l'ZO en + oo d’apres le théoreme de la limite monotone.
Par ailleurs, par décroissance de f,
VXER , f)=l'=al'<f"(x)
D’apres I'inégalité des accroissement finis,
VxER+,f )—-f0)= al'(x — 0)

On en déduit que f" ne peut avoir une limite finie en + oo que sil' = 0

IIL. Trouver toutes les fonctions f: R—R telles que

VPER[X], Pof = foP
On raisonne par analyse-synthese. Soit f: R—R telle que

VPER[X], Pof = foP (1)
Considérons le polyndbme P = X + hou h est un réel non nul
Ainsi,
VXER, f(x) + h = f(x + )LL) =

Cette égalité étant vraie pour tout réel h non nul, on en déduit que f est

dérivable (et donc continue) et f = 1. Ainsi, il existe un réel a tel que
VxER, f(x)=x + a

Appliquons alors le polynéme nul a (1)
VxER,0 = f(0)=a

Donc f est nécessairement I'identité qui est bien une solution de (1)



Thibaut SCHMITT
I. Montrer que la dérivée n-ieme de la fonction f: x-—>(x2 - x + 1)e_x est la
fonction x+—(— 1)n(x2 —@2n+ Dx+n°+ 1)e_x

IL. Etudier la suite définie par son premier terme u, réel et la relation de

récurrence
un+1

VneNn, U =

(un) est une suite arithmético-géométrique dont I’éventuelle limite [ vérifie
I'équation
l="loli=1
Posons alors
VneN,v =u —1
n n
Ainsi,
un+1 u -1 v

VnEN,vn+1=un+1—1= 5 - 1= =

On en déduit que (vn) est une suite géométrique de raison q = % et premier

terme V= Uy~ 1. On obtient ainsi

n
VneN,u =v +1:(u —l)x(l) + 1 n—ooo->1
n n 0 2

Déterminer les fonctions f définies sur R a valeurs dans R, de classe C ! sur R
telles que
+1

VXER, fof (x) = *5—

On raisonne par analyse-synthese. Soit f: R—R telle que
+1
VxER, fof (x) = 25 (1)

Soit xER. f étant dérivable sur R, fof l'est aussi. En dérivant membre a
membre I'égalité précédente, on obtient

. ' )
F@)X fof ()=
En calculant cette derniére égalité pour f(x), on obtient
' . 1 ' o x+1
fof () X flofef(x) = Ff of(x) x f(%5+)
En combinant les deux dernieres égalités, on obtient nécessairement
' o x+1
f@=r(=H)
Considérons alors la suite (un) précédente avec u = x

Par ailleurs, soit n€N,
u +1

Flw) = r(5) = re,

Donc la suite (f (un)) est une suite constante qui tend vers f'(1) par

continuité de f' sur R. On en déduit que

f@=f(u,)=rQ
On en déduit que f est une fonction affine donc il existe des réels a et b tels
que

VXER, f(x)=ax + b
Dans ce cas

(1)&Vx€R, a(ax + b) + b = (1) vxeR, (a2 - %)x +(ab + b —5) = 0(1)e

2

On en déduit que les deux seules fonctions répondant au probleme sont les
fonctions affines définies sur R par

FL= S A e ==+ 25



IIL. Soit f: R+—>R une fonction de classe C" sur R+ telle que

 f@=f(©)=0
Supposons qu'’il existe aER+ tel que f(a)= 0
Montrer qu'’il existe un point M de Cf tel que la tangente en M a Cf passe par O.

f0)= f(a)=10
Considérons alors la fonction ¢ définie sur [0; a] par
px)= {@ si x#0 0 sinon
Remarquons que, soit x€]0; af,
—f(0 !

[0 _ S/ O 50, £ (0) = 0

X

Donc ¢ est continue sur [0; a] et dérivable sur ]0; a[ en tant quotient de
fonctions dérivable sur ]0; a[ dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc,

d’apreés le théoreme de Rolle, il existe c€]0 ; a[ tel que (p'(c) =0
Or,
Vx€]0; af, @'(x) = LSO
X
Donc
¢ (=0 =o' - f(0) = 05f'(0)c = (O
Regardons alors I'équation de la tangente en ¢ a la courbe représentative Cf de

f
y=fkx -+ fl=y =fx = fllc + flo)=y = f(o)x

L'équation de la tangente est bien I'expression d’une droite qui passe par
l'origine O.



