EXAMEN ORDINARIO RESUELTO — MATEMATICAS Il - NAVARRA - PAU 2025

Profesor: Rafael Nufiez Nogales

Prueba de Acceso a la Universidad U n E l
Curso: 2024-2025
Universidad Publica de Navarra

ASigl’latllI'aZ MATEMATICAS II Nafarroako Unibertsitate Publikoa

Elige una pregunta de cada bloque P, A, By Cy respdndelas.

P1) Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay que
pagar 18 euros a un unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas a usar para
que el gasto sea minimo. Justifica su condicién de minimo.
(Observacion: el tiempo necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de
maquinas empleadas). (2,5 puntos)

Resolucién
Como el n® de maquinas a usar, x, es inversamente proporcional al tiempo necesario, t horas, para

realizar el trabajo, entonces 80.1 = tx. Despejando, el tiempo se obtiene que t = Sxo

Se trata de minimizar el gasto,
G = 10x + 5tx + 18t=>G(x) = 10x + 5.80 + 18——= 10x + 400 + ———.

G'(x)= 10 — #

= 0ex” = 144=x = 12;67(x) = (10 — 1440x ') = 2880x

G"’(12) = 2880. 127> > 0.Parax=12¢el gasto es minimo. El tiempo es entonces t = % = 6 h40 min

1440
D= 640 €

Respuesta: con 12 maquinas el gasto es minimo, siendo este G(12) = 10.12 + 400 +

P2) Siendo p(t) = 0,15 + Senz(% t) COS c0S (% t) el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

entre

los instantest; =0 y t; =1:

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo. (1,25 puntos)
Resolucién

Para0 <t<1,p'(t) = 2%sen(% t) COS cos (% t) COS cos (%t) + senz(%t)[— %sen(%t)]
v ©=Fsen( o)) - sen'(50)] = e Eefe(3) -1+ (39)]

p'(t) = %Sen(%t)[?,(%t) - 1] = Oﬁsen(%t) = 0 (osea t=0)

0

T 1 s 1 s 1 ’ 2 1 ~
(Tt) = —~ = C0S COS (Tt) = A /T ——~t = arccos arccos (« /T) —t’ = ——arccos arccos ( T) =0, 6(

Para encontrar los valores maximo y minimo de p(t) en [0, 1] valoramos p(t) en los extremos y en t":
p(0)= 0,15 + senz(%O) COS c0S (%0) =0,15 p(1)=10,15 + senz(%l) COS COS (%1) = 0,15

P(t)=0,15 + senz(% 0,6082) cos cos (%0, 6082) =0,535

El precio minimo se produce a las 0 horas y al cabo de 1 hora y vale 0,15 € cada kw/h
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El precio maximo se produce aproximadamente a las 0,6082 horas (36 min 29,3 seg y vale 0,535 €
cada kw/h

(b) Calcula el precio medio p de la luz entre los instantes t, = 0 y t; = 1, sabiendo que el valor medio de

1
b—a

b
una funcion continua f en el intervalo [a, b] (a<b)es: f = [ f(x)dx (1,25 puntos)
a
Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.
Resolucién
El precio que se pide es
1 1
P = L =—/[0,15 + senz(%t) cos cos (%t) ldt = [[0,15 + senz(%t) Cos cos (%t) ]dt
0 0

11

Observaque = [[0,15 + senz(%t) COS cos (%t) ]dt = 0,15t + fsenz(%t) COS cos (%t) ™ .

Hallemos I; por cambio de variable: x = (% t) =>dx = %cos(%t)dt . Luego, cos(%t) = %dx

- (22 2 X _ 2 _ 2
Sustltuyendo,ll—fx - dx = 3 + k = + k =

s 3n 3n
i 2(3t)
Por tanto, una primitiva de p(t) es P(t) = 0,15t + —;——. Por laregla de Barrow, p = P(1) - P(0)

2(51 2(50
Osea,p = 0,15.1 + %L ~ [0,15.0 + %LF 0,15 + ——=0, 3622 por kw/hora

A1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuélvelo en
los casos en que sea compatible:

{(mz— 3m2x —my + 2mz = 3gm2— 3m)x + 3y +3mz=m+ 9(3m—m2)x +my —mz=20
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
Resolucién

Matrices de coeficientes y ampliada: A = (m2 —3m —m2mm’ — 3m33m3m —m'm — m)

A*=(m2— 3m — m2m3m2— 3m33mm + 93m —mzm — mO)
detA =

m® = 3m — m2mm’ - 3m33m3m —m'm —m|=(m" - 3m)m|1 —m2133 —1m - 1|=

=m2(m— 3)(=3+3m+2m+ 6 — 3m—m)=m2(m— 3Y(m+ 3)=0m=0m=3, m=-3

-Sim#0;m=#3, m#-3,detA#0 y rg A= 3 =rg A* = n? de incognitas. Luego, por el teorema

de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

Resolvamoslo por el método de Gauss:

A = (mz— 3m —m2m3m’ — 3m33mm + 93m —m'm — mO) f2—f1f3+ f1 (mz— 3m — m.:

que corresponde al
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sistema

{(mz— 3m)x—my+ 2mz =3B +m)y + mz=m+ 6mz = 3—>z=% :>{(m2— 3m)x—my+ 2n
Sustituyendo en la 12 ecuacidn, (mz - 3m)x -m.1l+ Zm% =3; (m2 - Sm)x =m— 3-ox = %

La solucion es x =%, y=1 z = %

-Sim =0, A = (000303090000 ).La 12 fila corresponde a la ecuacion 0 = 3, que es incompatible.

Luego, el sistema es incompatible.

-Sim=3,detA=0 yA=(0 —3603903 — 3).Como |- 3639 |=— 45#0,rgA=2.

A*=(O —3630391203 —30) f2+ f1f3+f1 (0 —3630015150033)f1:3 f2 =5f3 f3:
lComo [2111|= 1+#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incognitas. Por el teorema de Rouché-

Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema corresponde al sistema{— y + 2z =1z = 1.
Despejando y enla 12 ecuacion,y=2z-1=2.1-1=1.

Llamando x =k, las infinitas solucionesson{x = ky =1z =1 ,conk€R

~Sim=-3,detA=0 y A =(183 — 6183 —9 — 18 — 33).Como |3 — 63 — 9|=— 90, rg
A=2.

A =(183 — 63183 —96 — 18 —330) f2— f1 f3 + f1 (183 — 6300 — 3300 — 66) f1:3

Como |1 — 20 — 1|=— 1+#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 <n?de incognitas. Por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema corresponde al sistema{6x + y — 2z = 1z =—1,6x+y-2(-1)=1,6x+y=
-1

Despejando y en la 12 ecuacion, y = -6x - 1

Llamando x = k, las infinitas solucionesson {x = ky =— 6k — 1z =—1 ,conk€R

A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |[A|=1/4 y |B|=2.
Calcula |C| sabiendo que C = 2(ABY)*(BY) ™. (2,5 puntos)
Resolucién
Usando propiedades de los determinantes, |C| = 2°|A|?|B|?|B| ™! = 8(1/4)%2%(1/2) = 1

B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(2, 0, -1) y corta a las siguientes
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rectas:s:{2x + y — 3z -6 =02x — 3z — 8 = rn——=—= puntos
2 3602380"“y”225

Resolucién
Tenemos que encontrar un punto A de r otro B de s de forma que A, By P estén alineados.
La recta que se pide es entonces la que pasa por A, By P.

(-1,0,-2) €r yun vector director der es dr = (2, 1, 1). Un punto genérico deres A(-1 + 2k, k, -2 + k)

Enlarectashacemosz=0,{2x + y — 6 =02x — 8 =0;x=4,24+y-6=0,y=-2. Luego, el
punto (4,-2,0) €s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

definen: d —|_l)7£21 - 320 —3|—( 3,0, —2)// (3,0, 2).Un punto genérico de s es B(4
+ 3k’, -2, 2k")

Como A, By P deben estar alineados, P;l =2k-3, kk-1)// P75’ =2+ 3k, —2,1+ 2k)

Luego 23K _ =2 _ 1+2k
80 k—3 T Tk T k-1

{2k + 3kk” =— 4k + 6k + 2kk’ = 2 — 2k =>{3kk” + 6k = 6okk” = 2 — 2k 2kk” + 3k = 2

. Resolviendo,

Sustituyendo, 2(2 — 2k)+ 3k = 224 — 4k + 3k =2k =2y
=(2.2-3,22-1)=(1,21)

RN

La recta t que piden pasa por P(2, 0, -1) y tiene vector director dt =PA =12 1);

1 2 1

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0, -1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices estan
contenidos en la recta que pasa por el punto P(6, -4, -4).
(a) Calcula la ecuacién de dicha recta. (0,5 puntos)

Resolucién

A B

D C r

Observa que c?r // A_i? = (0, 4, 3) y como P(6, -4, -4) € 1, entonces
ri{x=6y=—4+ 4kz =— 4 + 3k

(b) Calcula la ecuacién del plano perpendlcular al segmento AB que pasa por A. (0,75 puntos)

Un vector normal del plano m que piden es n = AB = (0, 4, 3)ycomo A(1,0,-1) E™
entonces: 0(x-1)+4(y-0)+3(z+1)=0=>m4y+3z2+3=0

(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
Resolucién
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D es el punto de cortedery m: 4(-4 + 4k) + 3(-4+ 3k) +3=0,25k-25=0,k=1,
{x=6y=0z=—1,D(6,0,-1)

C=D+AB =(6,0, — 1)+ (0, 4, 3);C(6,4,2)

C1) Sea f(x) = cos cos (%x) Inin (x2 + x — 5)

a) Demuestra que f es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
Resolucién

X*+x-5=0x = Liz@ ,x=-28, x=18.Comoy= x> +x-5 representa a una parabola convexa

que corta al eje X en -2,8 y 1,8, en el intervalo [2, 3] resulta que x4+ x-5> 0= fes continua en [2, 3]

b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0.
Enuncia el resultado teérico utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)
Resolucién
Vamos a usar el teorema de Rolle, que dice: Si f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas
f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.

Aqui, f(x) = cos cos (%x) In in (x2 + x — 5) es continua en [2, 3] y derivable en (2, 3) por ser

producto de
funciones derivables

f(2) = coscos (%2) Inin (22 + 2 - 5) =— 1.Inln1 =0 ;
f(3) = cos cos (%3) In In (32 + 3 - 5) =0.Inln7 =0

f cumple las hipotesis del teorema de Rolle. Luego, 3 c € (2, 3) tal que f'(c) =0

3
C2) Se considera la funcion f(x) = fx T Estudia sus asintotas y simetrias.
o

Estudia la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
Resolucién
3 3
En cuanto a la simetria, f(— x) = (3(;—2’04 =— f(x)= % = f es impar, simétrica respecto al origen O
R o —

Como x* -4 =0 & x = +2, parax = +2 no es continua por no estar definida

f(x) = % =2 = + = ftiene una asintota vertical en x = -2 cuya ecuacion es A.V.: x = -2
Ademas, f(x) = ‘Ozf =— o y f(x)= ‘0%4 —+ o0

f(x) = 3'T23 = 2—04 = +oo = ftiene una asintota vertical en x = 2 cuya ecuacion es A.V.: x =2
Ademas, f(x) = 1—4 =— o y f(x)= i‘f =+

Al ser grado del numerador 1 mas que el del denominador, la grafica de f tiene asintota oblicua,
AO:y =mx + n.

3x3
[() _ _Fea 3 _ 3

X X X — 4x 1

= 3.

X —4 -4

3 3% — 3% + 12x 12x
—mx] = -3 = 0.
£ = m] = (22— 3]
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Luego, la asintota oblicua en t+oo es la recta de ecuacién AO: y = 3x

3

. L e ; 3 12
Estudiemos la posiciéon de la grafica respecto de la asintota:y .= — y | =—= — 3x = —=
grafica asintota =4 X' —4
Six— +o,y o~y >0.Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oco
Six— — oo, Y grifica ~ Yasintota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en —oco



