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Chapitre 11
Produit scalaire dans I’espace

I. Produit scalaire de deux vecteurs

1. Définition v ;
- - 1
Soit u et v deux vecteurs de l'espace. A, B et C sont trois !

- - - — — ] 1
points tels que u = AB et v = AC. P est un plan contenant A, B s i
et C. H
Définition 1

On appelle produit scalaire de 1l'espace de 17 et ; le

produit J v égal au produit scalaire AB. AC dans le plan P

- - -
Jull_ [Iv]| * cos cos (u; v)

- -
u.v

Remarques

- - - - - - - >

= Siu=0,siv=0ousiuetvsontorthogonauxalorsu.v = 0

- - - - - -
* Siuetwvsontcolinéaires et de méme sens alors u. v = ||uf| ¢ [|V||

= Siuetvsontcolinéaires et de sens contraires alors u. v =— |[u]| * ||v||
= Si H estle projeté orthogonal de C sur la droite (AB), alors AB. AC = AB. AH H
Exemple E
M yidéo https://youtu.be/vp3ICG3rRQk G
ABCDEFGH est un cube d'aréte a
uv= AB DG AB AF AB AB ABXAB = d°
En remarquant que B est le projeté orthogonal de F sur la droite (4B).
A
2. Propriétés ht C
Les propriétés dans le plan sont conservées dans l'espace. v
Propriété 1 B

Soitu, v etw trois vecteurs de I'espace et un réel k.

. uu=||u||
- - - - R
= UvV=v.uU ,/L——I
- > - - - -
= uv+w—uv+uw

" (ku v—u kﬂ— kuv

= YU v = 0<:>(u et v sont orthoqonaux) (u = 0\ (v = 0)
Démonstration

Il existe un plan P tel que les vecteurs u et v admettent des représentants dans P. Dans le plan, les regles de

géométrie plane sur les produits scalaires s'appliquent.

Remarque
- - e e - >
Pour la derniere propriété, si u#0, si v#0 et si on arrive a montrer que u.v= 0 alors

- -

u et v sont orthogonaux.

3. Expression analytique du produit scalaire
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https://youtu.be/vp3ICG3rRQk

Propriété 2

Soit u(xyz) et v(x'y'z') deux vecteurs de I’espace muni d'un repére orthonormé

- >

=xx +yy + zz'

R - - 2 2 2
En particulier, [Jlull = Vu.u=\Vx +vy 4+ z

Remarque

Soient A(xA Y, %, ) et B(xB Yy ZB) deux points de I'espace. A_)B(xB —X, Y, =Y, Z,~Z, ) et donc

”A—)B” =AB = \/(XB N xA)Z + (yB N yA)Z + (ZB N ZA)Z

Démonstration
uv=(x1+y]+zk (xl+y}+zk

UV = xxi. l+xyl]+xZLk+yx] L+yy77+ yz'j. k+zxkl+zyk]+zz'lzl?

- - 2 - 2

wv=xxllil +yylljll + zz IIkII = xx +yy + 2z

Les autres produits scalaires sont nuls car il s’agit de vecteurs orthogonaux.

Exemple H
M yidéo https://youtu.be/N1I1A15sKH-E

ABCDEFGH est un cube. Le point I est le milieu du segment [FB]. On considére F

le repére_}de I'espace (C, 53, C_l)),_)C_)G).
CE(111) DI(1 —10,5)

CE.DI = 1x1 + 1x(— 1)+ 1x0,5 = 0,5

Les vecteurs CE et DI ne sont pas orthogonaux.

4. Formules de polarisation
Proprlete 3

Soient u et v deux vecteurs de I espace

52 L2 L2
e+ vl = Jull + 2w+ [v]
Démonstration
- - 2 - - - - - o 2 2
|lu + v|| z(u+1;)(u+ —uu+uv+vu+vv-||u|| + 2uv+||v||

Propriété 4 (formules de polarisation)

- —
Soient u et v deux vecteurs de I'espace.

- > 1 - - 2 - 2 -2\ 5 5 1 - - 2 - - 2
wv=—llu+vl] —lul —Ivl Jwv=—{llu+tvl —Ilu-uvl

Démonstration
- - 2 - 2 - - - 2 - - - - 2 2 ) - o 1 - - 2 2 2

lu+ vl =lull +2uv+ Ilvll S22uv=|ut+v| - Ilull - ||v|| suv=—llutv] - IIuII - |Iv||
- - 2 - 2 - 2 - 2 - > - 2

lu—"v| =lull + 2u. ( + -l =lul - 2u.v+ v

On en déduit que

lu+v|| —|lu—-v|| = 4u v@u v = ||u +v|| —||lu-—v

Méthode

Déterminer un angle (non orienté) dans un triangle dont on connait les longueurs des cotés

Soit 4, B, C trois points de I'espace tels que AB = 7 cm, AC = 4 cmet BC = 10 cm. Que vaut I'angle ABC ?
Solution
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https://youtu.be/N1IA15sKH-E

2 )

- - - - - 2 5 2
AB.BC = %(HAB + BC|| - ||AB] - ||BC|| ): %(”ACH — AB® — BC’ —) =4 -7 -10")=— &

Par ailleurs,

BA.BC = ABXBCX cos cos (B_:él, ch) — 70 cos cos (B?l, Ec)
Or,

BA.BC =— AB.BC&70 cos cos (BA, Bc) = %@ Cos cos (BA, BC) = % = %
On en déduit donc que

(B4, BC) = +(57) ~+0,318 + 2knrad, keZ~+18° + 360k", keZ
On en déduit que A§C-J8°

II. Vecteur normal a un plan

1. Définition et propriétés
Définition 2

Un vecteur non nul n de I'espace est normal a un plan P lorsqu'il est orthogonal a tout vecteur admettant un
représentant dans P.

Théoreme 1

.
Un vecteur non nul n de I'espace est normal a un plan P s'il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de
P.

Démonstration
Elle est incluse dans la démonstration du corollaire qui suit.

Au XIX*™ siécle, le vecteur normal n, appelé

-

produit vectoriel, est noté u A v.
Le produit vectoriel a été inventé par un >
mathématicien allemand, Hermann Giinther
Grassmann (1809 — 1877).

Corollaire 1
Une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux droites
sécantes et non confondues de ce plan.

Démonstration (exigible BAC)
= Si une droite est orthogonale a toute droite d'un plan P alors elle est en particulier orthogonale a deux
droites sécantes de P.

= Démontrons la réciproque. Soit une droite (d) de vecteur directeur n orthogonale a deux droites (d1) et (dz)

- - - -

de P sécantes et de vecteurs directeurs respectifs u et v. u et v sont non colinéaires et orthogonaux au

vecteur n. Soit une droite quelconque (A) de P de vecteur directeur w. Démontrons que (A) est

N

orthogonale a (d). w peut se décomposer en fonctlon de u et v qui constituent une base de P (car non

- - - -

colinéaires). Il existe donc deux réels x et y tels que W = xu + yv. n est orthogonal aux vecteurs u et v. On
en déduit que

- > - - - -

w.n=xun+yvn=20

- -
Donc n est orthogonal au vecteur w et donc (d) est orthogonale a (A).

Méthode 1
130



Déterminer si un vecteur est normal a un plan
M yidéo https://youtu.be/aAnz_cP72Q4

ABCDEFGH est un cube. Démontrer que le vecteur CF est normal au plan (ABG).

Solution
On considere le repere (B, BA, BC, BF(?. E H
A(100) B(000) c(010) . I
F(001) GO11) : ¢
On obtient ainsi
CF(0 —11) BG(O11)  AB(—100) J
CF.BG = 0x0 — 1x1 + 1x1 =0 A <‘ Sk\
CF.AB = 0x(— 1) — 1x0 + 1x0 = 0 3

- C

B

Donc CF est orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires du plan (ABG), il est donc normal au plan (ABG).

Méthode 2

Déterminer un vecteur normal a un plan

M vidéo https://youtu.be/IDBEI6thBPU

Dans un repere orthonormé, soit A(12 — 2),B(— 131)etC(20 — 2).Déterminer un vecteur normal au
plan (ABC).

Solution

AB(—213) AC(1 —20)

Soit un vecteur n(a b c¢ ) orthogonal au plan (ABC). Il vérifie le systeme suivant.
MAB=0nAC=0={-2a+b+3c=0a—-2b=0={-2X2b+ b +3c=0a=2b={—3b+3c=0a:
Les vecteurs normaux au plan (ABC) sont donc de la forme (2bbb )= b(211) ou bER

On peut par exemple choisir b = 1. Le vecteur n(2 1 1) est donc normal au plan (ABC).

2. Equation cartésienne d'un plan
Théoréeme 2

L'espace est muni d'un repére orthonormé (0, i,j, I;) Un plan P de vecteur normal n(a b ¢ ) non nul admet
une équation cartésienne de la forme ax + by + cz + d = 0 ou de€R. Réciproquement, soient a, b, ¢, d des
réels, si (a; b; c)#(0; 0; 0), alors I'ensemble des points M(x y z) vérifiant I'égalité ax + by + cz + d = 0
est un plan.

- -

Sideplus,A(xAyAzA)E Palorsd =— ax, — byA— cz, =—ne0A

Démonstration (exigible BAC)

= Soit un plan P de vecteur normal n(abc) non nul. Soit un point A(xA Y, ZA)E P et posons

d =— ax, — byA - cz,
M(xyz)€E PoSAM L n&AM.n= 0
calr ~x)+ by —y ) +c(z —2)=0 .
(:)ax+by+cz—axA—byA—czA= 0
Sax +by+cz+d=0
= Réciproquement, on note E 1'ensemble des points M(xy z) A
vérifiantI'équationax + by + cz + d =0 D M
(a; b; ¢) # (0; 0; 0)a” + b + ¢’ %0
. ad bd cd ;e s . _
Le point A( T e a2+b2+cz)verlfle l'équationax + by + cz + d = 0. Eneffet,
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2 2 2

d bd d b

ax(—%)+ bx(— ﬁ)"‘ CX(—%)+ d=—"""5d+d=0
a +b +c a+b +c a+b +c a +b +c

Donc A€EE

Soitle vecteur n(a b c ). Pour tout point M(x yz) € E,ona

AM.n = (x + %)Xa + (y + %)xb + (z + %)Xc
a +b +c a +b +c a +b +c

N 2 .2 2

AM.n=ax+by+cz+%d=ax+by+cz+d=0

a +b +c

E est donc I'ensemble des points M(x y z ) tels que AM.n = 0, soit le plan passant par A et de vecteur normal n.

Exemple

Le plan d'équation cartésienne x — y + 5z + 1 = 0 admet comme vecteur normaln(l — 15)

Méthode

Déterminer une équation cartésienne de plan

M yidéo https://youtu.be/s4xql6IPQBY

Dans un repére orthonormé, déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le point A(— 12 1) et

de vecteur normaln(3 — 31)

Solution

Une équation cartésienne du plan P estdelaforme3x — 3y + z 4+ d =0
Le point A appartient a P donc ses coordonnées vérifient 1'équation
3X(=1)—3x2+1+d=0=d =38

Une équation cartésienne de P estdonc3x — 3y + z+ 8 =0

II1. Positions relatives de plans et de droites
1. Positions relatives d’'une droite et d’'un plan

d et P sécants d et P paralleles
d et P strictement
Positions relatives paralleles dcp
d’une droite d de vecteur | L,
d u n

4

directeur u et d'un plan P

el
a

de vecteur normal n

P s
s /
- - - -
Vecteurs u et n non orthogonaux u et n orthogonaux
Produit scalaire u. n#0 un=20

Méthode

Déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan

M vidéo https://youtu.be/BYBMauyizhE

Dans un repere orthonormé, le plan P a pour équation2x — y + 3z — 2 = 0.SoitA(12 — 3)etB(— 120).
1. Démontrer que la droite (AB) et le plan P sont sécants.

2. Déterminer leur point d'intersection.

Solution
1. Un vecteur normal au plan P est n(2 — 1 3). La droite (AB) et le plan P sont sécants sin et AB ne sont pas
orthogonaux. Or, AB(— 203) et AB.n=— 2X2 + 3x3 = 5%0

On conclut que la droite (AB) et le plan P ne sont pas paralléles et donc sécants.
2. Une représentation paramétrique de la droite (AB) est{x = 1 — 2ty = 2z =— 3 + 3t,t€eR
Le point M(x y z ) intersection de la droite (AB) et le plan P vérifie donc le systéme
{x=1-2ty=22z=-—3+4+3t2x -y +3z—-2=0,teR
Onendéduitque2(1 — 2t) -2 + 3(-=3 + 3t)— 2 = 0=5t — 11 = 0=t ==

17 18

=1—-2t=1—2x2+L——_1, — — a1 _ 18 — :
Donc{x =1 -2t =1—-2x—=——y=2z=-3+3t=-3+3xX5 == Ainsi la droite (AB)

11

etle plan P sont sécants en M(— 1—57; 2; 1T8)

2. Positions relatives de deux plans

Os0d
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P etP, paralléles P etpP sécants

P1 et P2 perpendiculaires
Positions relatives e
,’T2> 2,
d’un plan P1 de vecteur 3
: P AN o g
normal n_ et d'un plan P .
1 2 N P +n1
- ny , s I
de vecteur normal n A
2 P
P
- e
S5 S5 n etn, orthogonaux
Vecteurs n etn, colinéaires n etn non colinéaires SN
n.n,= 0

Méthode
Déterminer l'intersection de deux plans
M vidéo https://youtu.be/4dkZ00QQwaQ
Dans un repere orthonormé, les plans P et P' ont pour équations respectives
- x+2y+z-5=0 et 2x —y+3z—-—1=0
1. Démontrer que les plans P et P' sont sécants.
2. Déterminer une représentation paramétrique de leur droite d'intersection d.
Solution
1. Les plans P et P' sont sécants si leurs vecteurs normaux ne sont pas colinéaires. Un vecteur normal de P est

n(— 121) et un vecteur normal de P' est n'(2 — 13). Les coordonnées des deux vecteurs ne sont pas

proportionnelles donc leurs vecteurs ne sont pas colinéaires.

2. Le point M(x y z) de d, intersection de P et de P’, vérifie donc le systeme

Of{f—-x+2y+z-5=02x—-y+3z—-1=0

On choisit par exemple x comme parameétre et on pose x = t. On obtient le systéme suivant

Oefx=t —t+2y+z-5=02t—-y+3z-1=0{x=tz=t—-2y+52t—y+3(t—-2y+5)—
5t+14 5t+14 5 3

Oy =tz=t-2(F+5y = o =ty=2+3tz=1- 1t

Ce dernier systéme est une représentation paramétrique de d.

Propriété 5
Deux plans sont perpendiculaires lorsqu'un vecteur normal de 1'un est orthogonal a un vecteur normal de
l'autre.

Méthode

Démontrer que deux plans sont perpendiculaires

M yidéo https://youtu.be/okvo1SUtHUc

Dans un repere orthonormé, les plans P et P' ont pour équations respectives

2x +4y +4z -3 =0 et 2x =5y +4z—-1=0
Démontrer que les plans P et P' sont perpendiculaires.
Solution

Les plans P et P' sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal de 1'un est orthogonal a un vecteur
normal de l'autre. Un vecteur normal de P est n(2 4 4 ) et un vecteur normal de P'estn'(2 — 54)
nn' = 2X2 4+ 4x(—= 5)+ 4x4 =0

Les vecteurs n et n' sont orthogonaux donc les plans P et P' sont perpendiculaires.

IV. Distance a une droite, a un plan

Définition 3 A
La distance d’'un point a un plan ou a droite est la plus M
courte distance entre ce point et un point quelconque ” \
de la droite ou du plan. / ‘
/
\
Mé.
160 s \:;L1, em
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Propriété 6

Si un point A est sur un plan ou sur une droite, sa
distance a ce plan ou a cette droite est nulle. Dans la
cas contraire, la distance correspond a la distance AH
entre le point A et le pied H de la perpendiculaire a la
droite ou au plan.

Preuve

Soit un plan P. Soit H le pied de la perpendiculaire au plan P passant par un point A de I'espace qui n’est pas sur
le plan P et M un point du plan P différent de H. D’apres le théoreme de Pythagore,

AM® = AH® + MH’=AM" > AH=AM > AH
AH est donc bien la plus courte distance entre le point A et le plan P.
Le raisonnement est identique avec un point et une droite.

Méthode

Calculer la distance d'un point a une droite

On considere les points A(14 2 ),B(234) et C(54 1). Calculer la distance de C a la droite (AB).
Solution

Déterminons d’abord si les points 4, B, C sont alignés. Si tel est le cas, la distance est nulle.

AB=(234)—-(142)=(1 - 12)A_)C=(541)—(142)=(40 - 1)
Remarquons que
[14 —10|=1x0 — 4X(— 1) = 4%0

Donc AB et AC ne sont pas colinéaires. On en déduit que les points 4, B, C ne sont pas alignés donc la distance
entre C et la droite (AB) n’est pas nulle.
Soit H(x y z) le point d’intersection de la droite (AB) et de sa perpendiculaire passant par C. HE(AB) donc il
existe teR tel que
fx=1+ty=4—-tz=2+ 12t
Remarquons aussi que
ABCH=0=(1 —12).(1+4+t—-54—-t—-42+2t-1)=01 —12).(t—4 —t2t+1)=0t — 4 +

On en déduit que

1
t=+

Donc

H(1+1/34 —-1/32 + 2/3)etC_IiI= 1+1/34-1/32+2/3)—(541)=(—11/3 - 1/35/3)
Ainsi, la distance du point C a la droite (AB) est CH

e R e R e

Remarque
R
La distance d d'un point P a une droite de vecteur directeur u et passant par A est donnée par la formule
_ llaPauj
[l

- - - -

Ou AP A u désigne le produit vectoriel de AP et de u. Cette notion n’est plus au programme de terminale mais

reste tres pratique dans certains cas (un produit vectoriel nul indique que les vecteurs sont colinéaires, il

permet aussi d’obtenir simplement un vecteur orthogonal a deux vecteurs donnés, des calcul d’aires...)
(xyz)A (x Yy z )= (yz - Yy'zzx — xz'xy — x'y)

Dans le cas présent,

_ JACAMBI _ JI(40-DAA =12l _ I=1=9 -8 _ NED DT _ B8 _ a9x2 _ 7 _ 7B
6

I14BI| Nomancv V6 T T T e T

Remarques

-

* (=1 —9 — 4) est un vecteur orthogonal a AC et a AB. En fait, ces trois vecteurs forment une base de
I'espace.
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= ||AC A AB|| = +/98 est l'aire parallélogramme dont les c6tés sont [AB] et [AC]. C’est d’ailleurs cet argument
qui peut servir a démontrer la formule énoncée plus haut.

Méthode

Calculer la distance d'un point a un plan

On considere les points A(142),B(234),C(541)etD(231).Calculer la distance du point D au plan (ABC).
Solution

Déterminons d’abord une équation catésienne du plan (ABC). Calculons pour cela les coordonnées d’un vecteur

normal n = (a b c¢) au plan (ABC).
AB=(234)—-(142)=(01 - 12)AC=(541)—-(142)=(40 —-1)
Nécessairement, les conditions suivantes doivent étre vérifiées
{ABn=0ACn=0={a—b+2c=04a—-c=0={a—-—b+8a=0c=4a={b=9ac=4a
On peut choisir a = 1 par exemple. Ainsi,
n=(194)

Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc

x+9y +4z+d=0
Or, AE(ABC), donc

1+ 9%x4 + 4X2 +d = 0=d =— 45

Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc

x+9y +4z —45=0
Soit H(x y z) le pied de la perpendiculaire au plan (ABC) passant par D.

DH=(xyz)— (231)=(x—-2y—-3z-1)

DH et n sont colinéaires par définition donc il existe un réel k tel que
DH=kneo(x — 2y —3z—-1)=k(194)=e{x —2=ky -3 =%z-1=4k=o{x=k+2y=9% + 3z =

Or, HE(ABC) donc
X+ 9y + 4z — 45 = 0=k + 2 + 9(% + 3) + 4(4k + 1) — 45 = 098k — 12 = 0k = oo = —=
On en déduit que

H =(xyz)=(%+ 22 4322+ 1):(104/49201/4973/49)
DH=(%+ 22t 4324 1)—(231)=(6/4954/4924/49)

On en déduit que la distance du point D au plan (ABC) vaut DH

DH = \/(i)z + (ﬂ)z + (ﬂ)z =—=/36 + 2916 + 576 = ——|3528 = % = iﬁ

49 49 49

Remarque
La distance d d’un point P(xp Yo ZP) a un plan d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 de vecteur

5
normal n(a b ¢ ) et passant par A est donnée par la formule (hors programme)
|77-AAP| |axp+byP+czP+d|

Il N
On peut retrouver une démonstration de cette formule sur Wikipédia qui reprend de maniere théorique toutes
les étapes du raisonnement ci-dessus.
En appliquant la formule ci-dessus, on retrouve le résultat
_|mab|  j94).2-13-41-2)] _  |1-9-4] _ |-12] _ 12 _ &2
Il V1249744 V12 4+9% 447 Vo8 72 7
Cette derniere formule évite de calculer les coordonnées du point H et méme I’équation cartésienne du plan
(ABC) (seules les données d'un point du plan et d’'un vecteur normal suffisent).

V. Plan médiateur
Soient A(xA Y, ZA) et B(xB Yy ZB) deux points de I'espace. Le plan médiateur du segment [AB] est le plan

perpendiculaire a la droite (AB) qui passe par le milieu du segment [AB]. Une équation cartésienne du plan
médiateur au segment [AB] est

1810
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(xA_xB)x + (yA_yB)y + (ZA_ZB)Z td=20

d = (xB N xA)(XAJZrXB) + (yB : yA)(yAJZrYB) + (ZB N ZA)(ZA:ZB)

Pour le prouver, il suffit de remarquer que le vecteur BA de coordonnées (xA — XY, " VyZ,~Z

Oou

5 ) est normal

X, tx, oy, Y, ZA+ZB)

au plan médiateur de [AB] et que le milieu du segment [AB] a pour coordonnées ( > > 5

Exemple
Soient A(3 — 15) et B(— 23 — 1) deux points de I'espace. On veut calculer une équation cartésienne du
plan médiateur du segment [AB].
Solution
BA=(xA—xByA—yBZA—ZB)=(3 —(-2) —1-35—-(—1))=(5 — 46)
Soit I le milieu du segment [AB]
xA+xB yA+yB zZ +z

I=( > > A23)=(1/212)
Une équation cartésienne du plan médiateur est donc
5 —4y +6z2+d=0
Le point [ appartient au plan médiateur donc
5x—-— 4x1 + 6X2 + d = 0ed =— 10,5

Finalement,
5« —4y + 6z — 10,5 =10
est une équation cartésienne de ce plan médiateur.
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