Principio de Cavalieri: um estudo através da matematica
das abelhas!

Instrucdes iniciais: complete todas as fases para passar para a préxima.
Ao todo s&o 6 fases.

12 FASE (Motivacgao):

Vocé ja deve saber que as
abelhas constroem suas
colmeias, de modo que os favos
de mel possuam um formato
hexagonal, mas vocé ja se
perguntou se existe alguma
explicacao para a escolha dessa
forma geométrica para a
construcao?

Partindo do fato de que o mel é o alimento das abelhas, ou seja,
aquilo que lhes da sustento e as mantém vivas, é logico pensar que as
abelhas precisam do maior espaco possivel para armazenar seu
alimento. No entanto, em muitos casos, ndo ha na natureza a
disposicado uma quantidade infinita ou até mesmo relativamente grande
de espagos para armazenar algo. Nesse sentido, a urgéncia de se
armazenar a maior quantidade possivel de alimento em um determinado
espaco, € colocado em questao.

Digamos que as abelhas tém um determinado espago plano (3
para armazenar o seu alimento. Neste espaco, as abelhas irdo construir
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os favos, para conseguir estocar o mel. Perceba que ha trés figuras
planas que conseguem preencher, sem deixar espagos vagos, um
plano, sdo essas: as figuras quadrangulares, triangulares e hexagonais
regulares. Se pensassemos em uma figura circular, ndo obteremos
éxito, pois como vé-se a seguir, haveria espagos que ficariam “vagos”,
que seriam um desperdicio de armazenamento.

<

Por outro lado, se pensarmos em mosaicos formados por figuras
quadrangulares, triangulares e hexagonais regulares teremos o
seguinte:

Ou seja, ndo temos perda de espaco com essas trés figuras. Isso
ja nos da uma ideia intuitiva da motivagdo para a escolha da forma
hexagonal: ela ndo desperdica espaco em suas fronteiras. Mas entéo
por qual motivo os favos n&o sao triangulares ou quadrangulares?



22 FASE (Construcao):

Continuando da premissa de que, se féssemos abelhas iriamos
desejar economizar 0 maximo de material possivel na construgao das
colmeias, faremos agora a construgcdo de alguns sdélidos geométricos.
Utilizando de uma folha de papel com 12cm de comprimento e 10cm de
altura, como a da figura a sequir:

10.cm

12 cm

Iremos construir trés soélidos. O primeiro solido sera obtido a partir
da dobradura da folha de 12cmx10cm em trés partes iguais de 4cm de
comprimento por 10cm de altura, cada (gerando assim o prisma
triangular). O segundo solido sera construido a partir da dobradura da
folha em quatro partes iguais de 3cm de comprimento por 10cm de
altura (prisma quadrangular). Por fim, o terceiro e ultimo solido sera
originado da dobradura do papel em seis partes iguais de 2cm de
comprimento por 10cm de altura (prisma hexagonal).



Construcao 1 (primeiro solido):

4cm

12 cm

10.cm

Construcdo 2 (sequndo soélido):

II mcm

12 cm

3cm




Construcao 3 (terceiro solido):

2cm
IIIIII mcm

12cm

Se dobrarmos os papéis nas dobraduras demarcadas pelos
segmentos brancos na folha de papel representada pela figura azul e
unirmos os dois lados da folha que representam a altura, note que
obteremos as seguintes formas:



32 FASE (Calculo das Areas e Principio de Cavalieri):

Antes de darmos continuidade é importante que sejam revisadas

as formulas para o calculo de area de algumas figuras planas.
bXxh
2

Formula para o calculo de area do triangulo: ,emque b éa

base do tridngulo e h é altura.

Férmula para o calculo de area do tridngulo equilatero:
que [ é o lado do triangulo.

. . . 2 .
Férmula para o calculo de area do quadrado: [, em que [ é o lado
do quadrado.

2
LB em

2
, , . , . 31543
Formula para o calculo de area do hexagono regular: ——, em

que [ é um dos lados do hexagono.

Agora, retome a ultima figura apresentada na fase anterior,
observe que os trés solidos encontrados possuem bases distintas,
correto? Esboce a seguir a base do primeiro, do segundo e do terceiro
sélido:

Base primeiro solido: Base segundo sdlido: Base terceiro sdlido:

Agora que ficou mais claro quais figuras planas representam as
bases de cada um dos sodlidos, calcule, usando as foérmulas
apresentadas no inicio desta fase, a area de cada uma das bases:



Area da base do primeiro sdlido: | Area da base do segundo sélido: | Area da base do terceiro solido:

Volume de um prisma qualquer

O volume de um prisma qualquer sera dado pelo produto entre a
area da base do prisma (A) e a sua altura (h), ouseja: V = A X h.

Principio de Cavalieri

O Principio de Cavalieri diz que: “dois sdlidos geométricos de igual
altura tém o mesmo volume se suas sec¢des planas a mesma altura tém
a mesma area’.
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Ou seja, de acordo com a figura acima, tendo S1 e 52 a mesma
altura, S1 e 52 terdo o mesmo volume se a area de B1 for igual a area de

Bz'



42 FASE (Conhecendo o material):

Iremos agora conhecer o material que evidenciara de maneira
clara os conceitos e situacdes com as quais estamos lidando.

O material PRINCIPIO DE CAVALIERI: UM ESTUDO ATRAVES
DA MATEMATICA DAS ABELHAS, possui uma base dada por uma
caixa quadrangular (feita de MDF, desenvolvida com auxilio da
impressora laser), nessa base/suporte ha trés recortes: um de um
triangulo, um de um quadrado e um de um hexagono regular, nesses
espacos dos recortes sdo encaixadas as representacdes dos solidos.
Nesta base, estdo presentes também algumas informacdes a respeito
das medidas internas dos lados e da altura dos solidos que nela séo
encaixados. Ha também trés prismas: um triangular, um quadrangular e
um hexagonal regular (todos feitos utilizando a impressora 3D). O
prisma triangular esta preenchido com areia, por este motivo € o unico
prisma que possui tampa (para evitar o escape da areia). Além disso, ha
um roteiro de estudos, que contextualiza, através da escolha da forma
hexagonal para a construgdo das colmeias de abelhas, o conteudo
acerca do Principio de Cavalieri e apresenta atividades e construcdes
para melhor compreensao do problema.






52 FASE (Uso do material e calculo de volume):

Com base em tudo que fora visto até entdo, gostaria que refletisse
acerca do seguinte questionamento: vocé acredita que algum dos trés
prismas ira suportar um volume maior de areia? Se sim, qual sera?

RESPOSTA:

Para termos certeza que a resposta acima esta correta ou errada,
devemos calcular os volumes dos trés prismas. Na terceira fase vimos
como fazer o calculo, entdo agora € sua vez de colocar a m&o na massa
e encontrar:

Volume Prisma Triangular: Volume Prisma Quadrangular: Volume Prisma Hexagonal:

Explique, com suas palavras, por qual motivo ndo podemos
aplicar o principio de Cavalieri para o calculo do volume desses
prismas:

RESPOSTA:

Agora que ja foram calculados os volumes dos prismas, qual deles
suportara um maior volume de areia?

RESPOSTA:
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62 FASE (Respostas dos problemas anteriores):

Como construimos os prismas com o mesmo material (a folha azul
com 12cm x 10cm), pode ser que se espere que 0s volumes
comportados por tais prismas sejam iguais. Porém, como veremos, isso
nao ocorre de fato.

Note que a base do prisma triangular regular sera da seguinte
forma:

4cm dcm

4cm

Usando a formula para célculo de area de um tridngulo regular

A3 443 163 2
L= . = = 6,93cm .

Logo, o] volume do prisma triangular sera:
V =AXh=6093x 10 = 69,30cm".

(equilatero), obtemos que: A =

Ja a base do prisma quadrangular sera dada por:
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3cm

3cm 3cm

3cm

Usando a férmula para calculo de area de quadrado, obtemos
que: 4 = I° = 3° = 9em’.

Logo, 0 volume do prisma quadrangular sera:
V=Axh=9x10 = 90cm’.

Por fim, a base do prisma hexagonal sera:

2cm

2cm
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Usando a férmula para calculo de area do hexagono regular,

2 2
B _ 2B 128~ q0,390m”,

Logo, o volume do prisma hexagonal regular sera:
V =Axh=10,39 x 10 = 103,90cm’.

obtemos que: A =

Se calculassemos somente as areas, ja poderiamos afirmar, com
o Principio de Cavalieri, que, apesar dos prismas serem construidos
com O mesmo material e possuirem a mesma altura, estes, nao
comportam volumes iguais, por terem as areas das bases distintas.

Ou seja, obtemos que:

Volume Prisma Hexagonal Regular > Volume Prisma Quadrangular
Volume Prisma Quadrangular > Volume Prisma Triangular
Volume Prisma Hexagonal Regular > Volume Prisma Triangular

USANDO O MATERIAL: Fazendo uso do material apresentado na fase 4, passando a
areia que esta contida no prisma triangular para os outros prismas, perceba como a
diferenga de volume comportado entre os prismas é evidente.

Tendo consciéncia disso, ou nao, as
abelhas praticam a matematica em sua
escolha para o formato dos favos. Com a
escolha da forma hexagonal, as abelhas
constroem, com o mesmo material que
poderiam construir outros prismas, um
prisma que armazena mais mel. E ai, vocés
acham que as abelhas fazem calculos, ou a
escolha é pura coincidéncia??
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