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concours  ECRIN  1996  (série M, durée : 4 heures ) 
 
 
 

PREMIER  PROBLEME : STRUCTURE  DE  FILTRE  DITE     
" A  VARIABLE  D'ETAT " 

 
 
I.1) On obtient immédiatement : 
 

montage relation entrée(s)-sortie en 
régime variable 

relation entrée(s)-sortie en 
régime sinusoïdal forcé 

figure 1 
  

figure 2 s(t)=-ae(t)  
figure 3 s(t)=-e1(t)-e2(t)-e3(t)  

 
 
I.2) On obtient ( par exemple par utilisation du théorème de Millman aux diiférentes bornes 
d'entrée (-) des AO ) : 
 
​  𝑉

𝑀
=− 𝑒 + 𝑉

𝑃
+ 𝑠( )

​  

​  
​  
 

par élimination de VP, VM, VN, on obtient :​  
 
La fonction de transfert en régime sinusoïdal permanent est donc : 
 

​  
 

et le gain logarithmique, en décibels, est donc, si on pose :  : 
 

 𝐻
4𝑑𝐵

= 20𝑙𝑜𝑔
10

𝐻
4

|||
||| = 10𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑥2( )

2
+ 𝑎2𝑥2( )
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si on choisit :  , on obtient alors :​  𝐻
4𝑑𝐵

=− 10𝑙𝑜𝑔 1 + 𝑥4( )

 
on a un filtre passe-bas du second ordre 
 
 
 

I.3) Si on a un circuit RLC série, si e est la tension aux bornes de l'ensemble et si uC est la 
tension aux bornes du condensateur, on obtient immédiatement , en régime sinusoïdal forcé et 
en notation complexe, avec des notations évidentes : 
 

​  
𝑢

𝐶

𝐸 =
1

𝑗𝐶𝑤

𝑅+𝑗 𝐿𝑤− 1
𝐶𝑤( ) = 1

1−𝐿𝐶𝑤2+𝑗𝑅𝐶𝑤

 

qui est bien de la forme :​ ​​ si l'on pose :​  et  

  ( ou encore :​  ) 
 

on peut vérifier que  et  n'ont pas la même forme : il faut donc choisir comme tension 
de sortie la tension aux bornes du condensateur 
 

II.1) lorsque K est en A1 :​ q1 = C0.V1 

        lorsque K est en A2 :​ q2 = C0.V2 

la charge transférée est donc :  Q = q1-q2 = C0.(V1-V2) 

cette charge est transférée en un temps Th ; le courant moyen est donc :​  

​  ​   (1) 𝑖 = 𝑄
𝑇

ℎ
=

𝐶
0

𝑉
1
−𝑉

2( )
𝑇

ℎ

 

II.2) L'équation (1) montre que le dispositif simule une résistance Re telle que : , 

donc telle que :​  
 

II.3) pour 0 < t < Th : 
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lorsque K est en A1 :​ ​ q1 = C0E0 

 
 

lorsque K est en A2 : 

 

V- = V+ = 0 ; C0 a perdu sa charge, qui est passée sur C ; on a alors :​ , donc :  

​  𝑠 𝑇
ℎ( ) =−

𝐶
0

𝐶 𝐸
0

 

remarque : on peut aussi obtenir ce résultat en remplaçant le commutateur par la résistance Re 
déterminée à la question II.2) et en utilisant l'intégrateur inverseur : 
 

 𝑠 𝑇
ℎ( ) =− 1

𝑅
𝑒
𝐶

0

𝑇
ℎ

∫ 𝐸
0
𝑑𝑡 =−

𝑇
ℎ

𝑅
𝑒
𝐶 𝐸

0
=−

𝐶
0

𝐶 𝐸
0

 

pour t = p.Th :​​  𝑠 𝑝𝑇
ℎ( ) =− 𝑝

𝐶
0

𝐶 𝐸
0

 
s est limité par la tension de saturation de l'amplificateur opérationnel : 

​ sextrema = - Vsat ​ ( si E0 > 0 ) 
 
II.4) a) équation de conservation de la charge :    

 − 𝐶. 𝑠 𝑝𝑇
ℎ( ) =− 𝐶. 𝑠 𝑝 − 1( )𝑇

ℎ( ) + 𝐶
0
. 𝑒 𝑝 − 1( )𝑇

ℎ( )
 
        b) en régime sinusoïdal permanent, on a donc, en notation complexe : 
​  − 𝐶. 𝑆

0
𝑒𝑥𝑝 𝑗𝑤𝑝𝑇

ℎ( ) =− 𝐶. 𝑆
0
𝑒𝑥𝑝 𝑗𝑤 𝑝 − 1( )𝑇

ℎ( ) + 𝐶
0
. 𝐸

0
𝑒𝑥𝑝 𝑗𝑤 𝑝 − 1( )𝑇

ℎ( )
d'où : 

​ ​ ​ si ωTh << 
𝐶

0

𝐶 𝐸
0
𝑒𝑥𝑝 𝑗𝑤 𝑝 − 1( )𝑇

ℎ( ) = 𝑆
0

1 − 𝑒𝑥𝑝 𝑗𝑤𝑇
ℎ( )( )»𝑆

0
− 𝑗𝑤𝑇

ℎ( )
1, c'est-à-dire si :​ T >> Th 
 

alors :​  𝐻 𝑗𝑤( ) =
𝑆
𝐸 =

𝑆
0

𝐸
0

=−
𝐶

0

𝑗𝐶𝑤𝑇
ℎ

=− 1
𝑗𝑅

𝑒
𝐶𝑤

 
on retrouve un montage intégrateur inverseur 
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DEUXIEME  PROBLEME : ETUDE  DE  DIPOLES  
ELECTRIQUES 

 
 
A) DIPOLE  ELECTROSTATIQUE  DANS  LE  VIDE : 
 
A.1)  
 
A.2) 

 
 calcul classique :​  𝑉 𝑀( ) = 𝑞

4𝑝𝑒
0

1
𝑃𝑀 − 1

𝑁𝑀( )
 

où :​  1
𝑃𝑀 = 𝑟2 − 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠𝑞 + 𝑎2

4( )
−1
2

» 1
𝑟 1 − 𝑎

2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝑞( )
 

​  1
𝑁𝑀 = 𝑟2 + 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠𝑞 + 𝑎2

4( )
−1
2

» 1
𝑟 1 + 𝑎

2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝑞( )
 

donc :​ ​  𝑉 𝑀( ) = 𝑝𝑐𝑜𝑠𝑞

4𝑝𝑒
0
𝑟2 = 𝑝

→
.𝑟
→

4𝑝𝑒
0
𝑟3

 
A.3)  𝐸

→
𝑀( ) =− 𝑔𝑟 {𝑎

→
𝑑 𝑉 𝑀( )( ) =− ¶𝑉

¶𝑟 𝑢
→

𝑟
− 1

𝑟
¶𝑉
¶𝑞 𝑢

→

𝑞
− 1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝑞
¶𝑉
¶𝑗 𝑢

→

𝑗
 

donc :​  𝐸
→

𝑀( ) = 𝑝
4𝑝𝑒

0

2𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟3 𝑢
→

𝑟
+ 𝑠𝑖𝑛𝑞

𝑟3 𝑢
→

𝑞( )
 

or :​  𝑝
→

‖𝑝
→

‖
= 𝑐𝑜𝑠𝑞𝑢

→

𝑟
− 𝑠𝑖𝑛𝑞𝑢

→

𝑞
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donc :​  𝑠𝑖𝑛𝑞𝑢
→

𝑞
= 𝑐𝑜𝑠𝑞𝑢

→

𝑟
− 𝑝

→

‖𝑝
→

‖
=

𝑝
→

.𝑢
𝑟

‖𝑝
→

‖
− 𝑝

→

‖𝑝
→

‖
 
d'où, par report dans l'expression obtenue pour le champ électrostatique : 
 

​  𝐸
→

𝑀( ) = 𝑝
4𝑝𝑒

0

2𝑝
→

.𝑢
→

𝑟

𝑟3‖𝑝
→

‖
𝑢
→

𝑟
+ 1

𝑟3

𝑝
→

.𝑢
→

𝑟

‖𝑝
→

‖
− 𝑝

→

‖𝑝
→

‖( )𝑢
→

𝑞( )
 

d'où, finalement :​  𝐸
→

𝑀( ) = 1

4𝑝𝑒
0
𝑟3 3𝑢

→

𝑟
𝑝
→

. 𝑢
→

𝑟( ) − 𝑝
→( ) = 1

4𝑝𝑒
0
𝑟3

3𝑟
→

𝑝
→

.𝑟
→( )

𝑟2 − 𝑝
→( )

 
A.4) le long d'une ligne de champ :​  𝑑𝑙

→
𝑀( )// {𝐸

→
𝑀( )

donc :​ ​ φ = constante  et   ; donc :​  
 

 
 
A.5) (cf. cours ) 
si le dipôle est placé en un point M, il subit : 
​ la force    𝐹

→
= 𝑑

𝑀( )𝐸
→

𝑒𝑥𝑡

​ le moment en A :    𝐺
→

𝑀( ) = 𝑝
→

Ù𝐸
→

𝑒𝑥𝑡
𝑀( )

 

A.6) la molécule acquiert un moment dipolaire :​ ​ ( si zM > 0 ; le cas 

zM < 0 se traite de manière analogue ) 
 

elle est almors soumise à la force :​  𝐹
→

= 𝑑( )𝐸
→

= 𝑝 ¶𝐸
→

𝑀( )
¶𝑧 =

α𝑝
1

2𝑝𝑧
𝑀3

¶
¶𝑧

𝑝
1

2𝑝𝑒
0
𝑧

𝑀3( )𝑢
→

𝑧

 

donc :​ ​ ​ cette force, dirigée selon , est une force attractive         
( force de Van der Waals ) 
 
 
B) MOUVEMENT  D'UNE  PARTICULE  CHARGEE  PLONGEE  DANS  
CHAMP  ELECTROSTATIQUE  D'UN  DIPOLE : 
 
 

B.1) Le principe fondamental de la dynamique s'écrit pour la particule :​  

où :​  𝑎
→

= 𝑑𝑣
→

𝑑𝑡 = 𝑟·· − 𝑟𝑞·2( )𝑢
→

𝑟
+ 2𝑟·𝑞· + 𝑟𝑞··( )𝑢

→

𝑞

et :​  
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donc, par projection :​ ​ ​ ​ (1)​ ​ ( où :   
) 
 

​ ​ ​ ​ ​ ​ (2) 
 
 
B.2) Ecrivons la conservation de l'énergie mécanique de la particule : 
 
l'énergie potentielle U de la particule de charge Q dans le champ électrostatique  est :  
U(M) = Q.V(M), où V(M) est le potentiel électrostatique créé par le dipôle :​

 𝑈 𝑀( ) = 𝑄. 𝑉 𝑀( ) = 𝑄𝑝𝑐𝑜𝑠𝑞

4𝑝𝑒
0
𝑟2 = 𝑘𝑚 𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟2

 

l'énergie cinétique de la particule est :​  𝐸
𝑐

= 1
2 𝑚𝑣

→2
= 1

2 𝑚 𝑟·2 + 𝑟2𝑞·2( )
 

donc l'énergie mécanique E = Ec +U de la particule, qui se conserve au cours du temps, est : 
 

​ ​ ​ (3) 𝐸 = 𝐸
𝑐

+ 𝑈 = 1
2 𝑚 𝑟·2 + 𝑟2𝑞·2( ) + 𝑘𝑚 𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟2 = 1
2 𝑚𝑣

02 + 𝑘𝑚
𝑟

02

 

B.3) ​ ​ (3') 3( ) ⇒ 𝑟·2 + 𝑟2𝑞·2 + 2𝑘𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟2 = 2𝐸
𝑚

 

​ ​ ​ (1') 1( ) ⇒ 2𝑘𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟2 = 𝑟𝑟·· − 𝑟2𝑞·2

 

par report de (1') dans (3'), on obtient :​ ​ (4) 
 
on intègre alors (4) par rapport à t entre t = 0 et t : 
 

​ ​ ( car  ) 𝑟𝑟· = 𝑣
02 + 2𝑘

𝑟
02( )𝑡 𝑟· 𝑡 = 0( ) = 0

 
on intègre alors de nouveau par rapport à t entre t = 0 et t : 
 

​  1
2 𝑟2 = 𝑣

02 + 2𝑘
𝑟

02( ) 𝑡2

2 + 1
2 𝑟

02 = 2𝐸
𝑚 𝑡2 + 1

2 𝑟
02

 
donc :​ ​  𝑟2 𝑡( ) = 2𝐸

𝑚 𝑡2 + 𝑟
02

 
conclusion qualitative : 
​ * si E > 0 : r augmente de façon monotone 
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​ * si E < 0 : r diminue de façon monotone ( mais l'approximation dipolaire cesse d'être 
valable lorsque r tens vers zéro... ) 

​ * si E = 0 : r(t) = r0 = constante : la trajectoire est circulaire 
 

B.4) Lorsque la trajectoire est circulaire :​ r(t) = r0 = constante et E = 0 ; donc :​ ​

 

alors :​ ​  1( ) ⇒ 𝑞·2 =− 2𝑘𝑐𝑜𝑠𝑞
𝑟

04
=

𝑣
02

𝑟
02

𝑐𝑜𝑠𝑞

 

et :​  
 

or :​ cosθ >  car   ; donc :​  𝑞Î − 𝑝
2 ; + 𝑝

2⎡⎣ ⎤⎦
 

en   :  θ est extrêmal : la particule oscille donc sur le demi-crecle de rayon r0 

entre  et  ; la période d'oscillation correspond à quatre fois le temps mis pour 

aller , apr exemple, de  à  ; donc :​  𝑇 = 4
𝑞=0

𝑞= 𝑝
2

∫ 𝑑𝑡 = 4
𝑞=0

𝑞= 𝑝
2

∫
𝑟

0

𝑣
0

𝑑𝑞
𝑐𝑜𝑠𝑞

= 4
𝑟

0

𝑣
0

𝐼

 
 
C) RAYONNEMENT  DIPOLAIRE : 
 
 
C.1)  

 

 

  
 
C.2) (cf. cours ou calcul immédiat ) 
 
​  

​  
 

 n'est défini qu'au gradient d'une fonction scalaire près 
 
équation aux dérivées partielles vérifiée par  : 
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 𝑟𝑜
→

𝑡 𝑟𝑜
→

𝑡𝐴
→( ) = 𝑟𝑜

→
𝑡𝐵

→
= −1

𝐶2
¶
¶𝑡 𝑑𝑉 + ¶𝐴

→

¶𝑡( ) = −1

𝐶2 𝑑 ¶𝑉
¶𝑡 + ¶2𝐴

→

¶𝑡2( ) = 𝑔𝑟 {𝑎
→

𝑑( ) − 𝐷𝐴
→

 

donc :​ ​ (5) 𝐷𝐴
→

− 1

𝐶2
¶2𝐴

→

¶𝑡2 = 𝑔𝑟 {𝑎
→

𝑑 + 1

𝐶2
¶𝑉
¶𝑡( )

 

donc (5) est de la forme  si, et seulement si :​ ​
​ ( jauge de Lorentz ) 
 
 
 
 
équation aux dérivées partielles vérifiée par V : 
 
on l'obtient en calculant :​

 𝐷𝑉 = 𝑑𝑖𝑣 𝑑𝑉( ) = 𝑑𝑖𝑣 − 𝐸
→

− ¶𝐴
→

¶𝑡( ) =− 𝑑𝑖𝑣 {𝐸
→

− ¶( )
¶𝑡 = 0 + ¶

¶𝑡
1

𝐶2
¶𝑉
¶𝑡( ) =+ 1

𝐶2
¶2𝑉

¶𝑡2

 

donc :​ ​  
 

C.3) De la jauge de Lorentz on déduit , puis, par intégration par rapport à t, en négligeant 
tout potentiel scalaire statique, on obtient V : 
 

​  𝑑𝑖𝑣 {𝐴
→

=− 𝑖𝑤
𝑚

0

4𝑝 𝑞𝑧
0
𝑒𝑥𝑝 − 𝑖𝑤𝑡( )𝑑𝑖𝑣 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )

𝑟 𝑢
→

𝑧( )
 

or :​  𝑑𝑖𝑣 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )
𝑟 𝑢

→

𝑧( ) = ¶
¶𝑧

𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )
𝑟( ) = 𝑑

𝑑𝑟
𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )

𝑟( ) ¶𝑟
¶𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝑞 𝑖𝑘

𝑟 − 1

𝑟2( )𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )

 
alors, daprès la jauge de Lorentz :​

 ¶𝑉
¶𝑡 =− 𝐶2𝑑𝑖𝑣 {𝐴

→
=+ 𝑖𝑤𝐶2 𝑚

0

4𝑝 𝑝
0
𝑒𝑥𝑝 − 𝑖𝑤𝑡( )𝑐𝑜𝑠𝑞 𝑖𝑘

𝑟 − 1

𝑟2( )𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )

 

d'où, par intégration par rapport à t :​ ​  𝑉 𝑡( ) =
𝑝

0
𝑐𝑜𝑠𝑞

4𝑝𝑒
0

1

𝑟2 1 − 𝑖𝑘𝑟( )𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )

 
C.4)   ;  or :​  𝐴

→
= 𝐴 𝑟, 𝑡( )𝑢

→

𝑧
= 𝐴 𝑟, 𝑡( ) 𝑐𝑜𝑠𝑞𝑢

→

𝑟
− 𝑠𝑖𝑛𝑞𝑢

→

𝑞( )
 

le formulaire permet alors de calculer :​  , où : 
 

𝐵
𝑗

=− 𝑖𝑤
𝑚

0

4𝑝

𝑝
0
𝑒𝑥𝑝 −𝑖𝑤𝑡( )

𝑟 − 𝑠𝑖𝑛𝑞 ¶ 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )( )
¶𝑟 + 𝑠𝑖𝑛𝑞 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝑘𝑟( )

𝑟⎡⎣ ⎤⎦ =− 𝑖𝑤
𝑚

0

4𝑝

𝑝
0

𝑟2 1 − 𝑖𝑘𝑟( )𝑠𝑖𝑛𝑞𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )

donc :​ ​  𝐵
→

==− 𝑖𝑤
𝑚

0

4𝑝

𝑝
0

𝑟2 1 − 𝑖𝑘𝑟( )𝑠𝑖𝑛𝑞𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )𝑢
→

𝑗
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C.5)  , où : 
 

​  
 
​

 𝑔𝑟 {𝑎
→

𝑑𝑉 =
𝑝

0

4𝑝𝑒
0

𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( ) 𝑐𝑜𝑠𝑞

𝑟3 − 2 + 2𝑖𝑘𝑟 + 𝑘2𝑟2( )( )𝑢
→

𝑟
− 𝑠𝑖𝑛𝑞

𝑟3 1 − 𝑖𝑘𝑟( )𝑢
→

𝑞
⎡⎢⎣

⎤⎥⎦
 

après calculs, on obtient :​ ​  , où : 
 

​  𝐸
𝑟

=
2𝑝

0
𝑐𝑜𝑠𝑞

4𝑝𝑒
0
𝑟3 1 − 𝑖𝑘𝑟( )𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )

 

​  𝐸
𝑞

=
𝑝

0
𝑐𝑜𝑠𝑞

4𝑝𝑒
0
𝑟3 1 − 𝑖𝑘𝑟 − 𝑘2𝑟2( )𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )

 

C.6) Si kr >> 1, c'est-à-dire : r >> λ, alors les expressions des champs électrique et 
magnétique se simplifient selon : 
 

​  𝐸
→

» −
𝑝

0

4𝑝𝑒
0

𝑘2𝑠𝑖𝑛𝑞
𝑟 𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )𝑢

→

𝑞

 

​  𝐵
→

» −
𝑚

0
𝑝

0

4𝑝
𝑤𝑘𝑠𝑖𝑛𝑞

𝑟 𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )( )𝑢
→

𝑗
 

alors :​   et   : l'onde a localement une structure d'onde plane se 
propageant dans la direction et le sens de  
 

C.7) vecteur de Poynting :​  
il faut ici revenir à la notation réelle ; en utilisant les résultats obtenus pour  et  ( sous 

l'hypothèse kr >> 1 ), on obtient :​  𝑅
→

= 1
𝑚

0
𝐶

1
4𝑝𝑒

0
( )2

𝑝
02𝑘

4 𝑠𝑖𝑛2𝑞

𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑘𝑟 − 𝑤𝑡( )𝑢
→

𝑟

 
la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donc : 

​  𝑅
→

>= 1
𝑚

0
𝐶

1
4𝑝𝑒

0
( )2

𝑝
02𝑘

4 𝑠𝑖𝑛2𝑞

𝑟2 . 1
2 𝑢

→

𝑟

 

la puissance Pm rayonnée à travers une sphère de centre 0 et de rayon r, en valeur moyenne 
temporelle, est le flux de la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting sortant de 
cette surface : 
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​  𝑃
𝑚

= ∬
𝑠𝑝ℎ�𝑟𝑒(𝑆)

𝑅
→

>. 𝑢
→

𝑟
𝑑𝑆 = ∬

𝑠𝑝ℎ�𝑟𝑒(𝑆)
( 1

𝑚
0
𝐶

1
4𝑝𝑒

0
( )2

𝑝
02𝑘

4 𝑠𝑖𝑛2𝑞

𝑟2 . 1
2 𝑢

→

𝑟
). 𝑢

→

𝑟
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝑞𝑑𝑞𝑑𝑗

 

​ ​ ( formule 𝑃
𝑚

= 1
2𝑚

0
𝐶

1
4𝑝𝑒

0
𝑝

0
𝑘2( )2

. 2𝑝
0

𝑝

∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑞𝑑𝑞 = 1
3

𝑝
02

4𝑝𝑒
0

𝑤4

𝐶3 =
𝑝

02𝐶

12𝑝𝑒
0

2𝑝
λ( )4

de Larmor ) 


