1/9
concours ECRIN 1996 (série M, durée : 4 heures )

PREMIER PROBLEME : STRUCTURE DE FILTRE DITE
" A VARIABLE D'ETAT "

I.1) On obtient immédiatement :

montage relation entrée(s)-sortie en relation entrée(s)-sortie en
régime variable régime sinusoidal forcé

figure 1 d.

gu L _oe H =%

dt — Q)
figure 2 s(t)=-ae(t) H,=-a
\

figure 3 S(0=-21 (0-e(0-e3(0) 5=+ £, + £

[.2) On obtient ( par exemple par utilisation du théoréme de Millman aux diiférentes bornes
d'entrée (-) des AO ) :

VM:— (e +VP+ s)
dv

dtN = =0

ds
E: —0.Vy
V,=-aV,

d’s

ds 2 2
L _ — taw,—+ 0, s=-n,"e(t)
par élimination de Vp, V[, VN, on obtient : d? dt

La fonction de transfert en régime sinusoidal permanent est donc :

2
- -1
ﬂ:%:a)z—a)zwi 'aww: ?
= 0 J4®0 l-—+ja—
0 0
1)
xX=—
et le gain logarithmique, en décibels, est donc, si on pose : @y
H = 20log. |H | = 1000g((1 = ¥) + a*¥
4dB 0910_4_ og( x) tax
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. . . 4

si on choisit : @ =2 , on obtient alors : H4dB =— 10l0g(1 +x )
T e ll e
:___\_\ﬁ__——\_ T el ) T ez
T EL\
_\________——._______ TR e _-

on a un filtre passe-bas du second ordre

I.3) Si on a un circuit RLC série, si e est la tension aux bornes de I'ensemble et si uc est la

tension aux bornes du condensateur, on obtient immédiatement , en régime sinusoidal forcé et
en notation complexe, avec des notations évidentes :

1

Lol e 1
E R+j(Lw—ﬁ) 1-LCw’+jRCw
Uc 1
E P e 1
- 1_ 2 +]a — LC = —2
qui est bien de la forme : @ @ si l'on pose : @ et
a /
RC =— a=R <
@9 (ou encore : Ly
u u

L R

on peut vérifier que E et £ pont pas la méme forme : il faut donc choisir comme tension
de sortie la tension aux bornes du condensateur

I1.1) lorsque Kesten A;: q1 =C.V;
lorsque KestenAy:  qp =C.Vp
la charge transférée est donc : Q =qq-q2 = C(.(V1-V>2)

cette charge est transférée en un temps T}, ; le courant moyen est donc :
c,(v,-v,)
o\ 1 2

. Q _
i = T T (1)
_V-h
I1.2) L'équation (1) montre que le dispositif simule une résistance Ry telle que : R, ,
g b
donc telle que : G

I1.3) pour 0 <t <Ty,:
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lorsque K esten Aj : q1 = CpEo

lorsque K est en A» :

e .-_:EC!_-E-:_..\_‘ -
4 _
V_=V,=0;Caperdu sa charge, qui est passée sur C ; on a alors : C , donc
c
N U
S(Th) == =<k

remarque : on peut aussi obtenir ce résultat en remplacant le commutateur par la résistance Rg
déterminée a la question I1.2) et en utilisant l'intégrateur inverseur :

T

h T o
1
s(T,) == W{ Eydt == 7, == <,
— . CO
pour t=p. T : s(pTh) =— pTE0

s est limité par la tension de saturation de l'amplificateur opérationnel :

Sextrema — - Vsat (siEp>0)

I1.4) a) équation de conservation de la charge
- C.s(pTh) = C.s((p - 1)Th)+ Co.e((p - 1)Th)

b) en régime sinusoidal permanent, on a donc, en notation complexe :
- C. Soexp(ijTh) =— C. Soexp(jw(p - 1)Th) + CO. EOexp(jW(p — 1)Th)

d'ou :
c
T”E()exp(jw(p — 1)Th) = i(l — exp(ijh))»i(— ijh) si wWTp <<
1, c'est-a-dire si : T>>Ty
. : _ S _ & _ Co _ 1
alors : H(jw) = E T E,  jewT, — jRCw

on retrouve un montage intégrateur inverseur
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DEUXIEME PROBLEME : ETUDE DE DIPOLES
ELECTRIQUES

A) DIPOLE ELECTROSTATIQUE DANS LE VIDE :
A1) 5= NP = gal,

A2)

calcul classique : V(M) = 456 (5 — )
0

1 2\ 2

ou: == =(r’ - arcosq + %) »{1 — Lcos
L 477 T 2r €054

L_ 2+ +a_ZTL1+L
i =T arcosq T » T( ” cosq)

cos r
donc : V(M) = B = 2
4peor 4peor

A3) E(M) =— gr {ad(V(M)) =— ]‘T u — - }Tm U~ o ﬂU w

4pe = r P

donc: E(M) = -L (Zcosqu + Sinqu)

BN

or: —E-= cosqu_ — sinqu
lIpll r a

- -
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. - - ; z_))_ur ;
donc: sinqu = cosqu ——S5—=-—=—— —5
q " el lIpll lipll

d'ou, par report dans 'expression obtenue pour le champ électrostatique :
- 251; - 1 51; C o\ -
E(M)=4pe 3—_fu-|-—3—_,r—L_>u
Peo\ rllpll ™ 7\ lpll lpll ) 4

d'ou, finalement : E(M) = ! - (312([). ur) — ;;) = %(ﬂg_;)_ — p)

4peor 4pe0r r

A.4) le long d'une ligne de champ : d?(M) // {E (M)
dr _rdf rdr  r'do

E E = — :>1nr=21n]sin01+cte
donc : @ = constante et “r o ;donc: 2cos@ sin6

=r=k.sin’ 0

A.5) (cf. cours)
si le dipole est placé en un point M, il subit :

RN

la force F = (dM)E ot
le momenten A : G(M) = prEext(M)

b eas, L 20

0 z
A.6) la molécule acquiert un moment dipolaire : ane, 2, (sizyg>0;lecas

z\ < 0 se traite de manicre analogue )

. - - = ap P >
elle est almors soumise a la force: F = (d)E =p ﬂE‘"(;W) =—1 ( . )u

ZpZM3 1z ZpeOZM3 z
Eﬂ _ 30th2 i
2 7 z w
donc : 4m o2y cette force, dirigée selon ~Y:, est une force attractive
( force de Van der Waals )

B) MOUVEMENT D'UNE PARTICULE CHARGEE PLONGEE DANS
CHAMP ELECTROSTATIQUE D'UN DIPOLE :

" o
B.1) Le principe fondamental de la dynamique s'écrit pour la particule : 4 = OF
- ¢ 2\ » -
N d .. . . . ..
ou: a=d—:=(r - rq )ur+(2rq + rq )uq
o E=Eu+Eg,



. o2 Op

Fr0 =2k k=
donc, par projection : r (1) (ou: e m
)

20 r 0= 500

3

r 2

B.2) Ecrivons la conservation de I'énergie mécanique de la particule :

1'énergie potentielle U de la particule de charge Q dans le champ électrostatique E est:
UM) =Q.V(M), ou V(M) est le potentiel électrostatique créé par le dipole :

UM = Q.V(M) = “2L = km-<2

r

er
0

. . . . 1 2 1 2 2 2
'énergie cinétique de la particule est : E =—-mv =—-m|r +rgq

donc I'énergie mécanique E = E +U de la particule, qui se conserve au cours du temps, est :

1 2 2 2 cosq 1 km
E=E +U=—-m|r +rq |+ km—F=—-mv,+ 3)
c r 0 rOZ
2 2 2 2kcosq 2E
B3) (3)=>r +r1rq +_2:T 3"
r

2kcosq - 2 2 '
()= 2L = " — g (1)

2 e 2F , 2k

rHrr=—-=v,+—

par report de (1') dans (3'), on obtient : m "o 4)

on intégre alors (4) par rapportatentret=0ett:
rr=(v02+r—)t (carr(t=0)=0)
02
on integre alors de nouveau par rapport atentret=0ett:
12 _ 2k \& 1 _ 26,2 1
TT —(v02+r02)2 +2T02— mt +2T02

. 20y = 2E 42
donc : r(t)=—t +r02

conclusion qualitative :
*s1 E> 0 : r augmente de fagon monotone




7/9

*s1 E <0 : r diminue de fagon monotone ( mais I'approximation dipolaire cesse d'étre
valable lorsque r tens vers zéro... )

*s1 E =0 :r(t) = r( = constante : la trajectoire est circulaire

B.4) Lorsque la trajectoire est circulaire :  r(t) = r( = constante et E =0 ; donc :
2.2
=_YoTo
2
1 . 1) = 2 — 2kcosq i
alors : (DH=>q = —r04 = cosq
D __ %y

et - \/cos6 7

v, o2
—-cosH=106
or: cos@> car o ; donc : ql[— L-+L]

0=+"L.6=0
2

en : O est extrémal : la particule oscille donc sur le demi-crecle de rayon r0

0=-2  9=+=

entre 2 et 2 ; la période d'oscillation correspond a quatre fois le temps mis pour
T =2 g=2

0=— 2 r r
aller , apr exemple, de 6=0 a 2 ; donc: T=4 [ dt =4[ 2—2_ =42
q=0 q=0 UO Veosq UO

C) RAYONNEMENT DIPOLAIRE :

C.1)
0 divB =0
divE =P v
&
M w M w
rgtE = _%B rgmtB = Uo& )
ot ot

C.2) (cf. cours ou calcul immédiat )

—
rotA

0, oA
=—gradV — —
gra -

== ot

A n'est défini qu'au gradient d'une fonction scalaire pres

w

équation aux dérivées partielles vérifiée par 4
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- - 94\ _ _1 ﬂV ﬂA - _ -
rot(rot@— rotB— =z (dV + ﬂt)— =z (d + o7 ) gr{ad( )— DA

N -

DA—LIA _ egg(y LI
donc: DA 7 gr {ad(+ = ) %)

0 W1 ov
AA——2—2=0 . . leA+———O
donc (5) est de la forme c o si, et seulement si : C o

(jauge de Lorentz )

€quation aux dérivées partielles vérifiée par V :

on l'obtient en calculant :

- e - 2
DV = div(dV) = div(— - ‘T—f) =— div({E -1 =0 + i(%ﬂ) =+ =17

donc : c*a®
&

C.3) De la jauge de Lorentz on déduit & | puis, par intégration par rapport a t, en négligeant
tout potentiel scalaire statique, on obtient V :

div {X =— in—;qzoexp(— iwt)div(—ﬂ—l‘”‘ iher ﬁ)
or: div(ﬂprlﬂLJZ) — l(ﬂtilk_rl) _ ﬁ ( exp(ikr) ) 1 _

1z " " = cosq(— - —)exp(zkr)

alors, dapres la jauge de Lorentz :

—ET‘Z— —— C’div {A =+ iWCZZl—;pOexp(— iwt)cosq(i—f — %)exp(ikr)
d'ou, par intégration par rapport at: V() = ip:q Lz(l — tkr)exp(i(kr — wt))
0 T

C4) B =rotd ; or: A= A(r, t)uz = A(r, t)

~

- -
cosqu_— smquq)

w

A
le formulaire permet alors de calculer : B =B,u, , Ol :

m_ p exp(—iwt) ; i m. p .
B, =— iWJH— sinq%’)x’%—gkr» + sinqw] =— iw4—;—3(1 — ikr)singexp(i(kr — wt)
T

donc : § ==— iWT—;p—g(l — ikr)singexp(i(kr — Wt))ljj
T
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M (A
E = —grng—a—A

C.5) a ,ou:

4 i
@ =—iwA
o

‘Wghv=i%ewawr—wuﬂfﬂﬁ—z+2mr+ﬁ#»@—ﬁ%q1—mﬂ@]

3
r

e A A
E=Eu +Egi,

apres calculs, on obtient : ,0U:
2pocosq
E = —(1 — ikr)exp(i(kr — wt))
r 4peor
p cosq
E =—/— (1 — ikr — kzrz)exp(i(kr — wt))
q 4peor

C.6) Si kr >> 1, clest-a-dire : r >> A, alors les expressions des champs électrique et

magnétique se simplifient selon :

E _ P, kzsinq i(kr — wt -
» Te, T exp(i(kr W))uq

B» — %pOijq—exp(i(kr - wi)u,
TN
alors: ELB et k" C : I'onde a localement une structure d'onde plane se

w

propageant dans la direction et le sens de %

C.7) vecteur de Poynting : Mo e

il faut ici revenir a la notation réelle ; en utilisant les résultats obtenus pour £ et B ( sous
2

1 1 4 sinzg 2 -
pozk —-cos (kr — wt)ur
r

I'hypothése kr >> 1), on obtient : R = W(MT
0 0

la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting est donc :

2
- . 2 -
1 1 4 sin"g 1
R >= mC ( 4P90) pozk Z 2 ur

la puissance Py, rayonnée a travers une sphere de centre 0 et de rayon r, en valeur moyenne

temporelle, est le flux de la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting sortant de
cette surface :
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_ D _ 1 1 4sinfq 17, 7 2, .
P = ffsphre(S)R >.urdS = ﬂsphre(S)(m_OC(Teo) pozk = .Tur).urr sinqdqdj

m

1 P w' Pyl f—zﬂ)4 (

zZ p
1 2 .3 1
Pm - ZmOC(4pe0 pok) .2p£sm qdq = tpe, ¢ = T2pe, \ A formule

de Larmor )



