Insa.Algébre linéaire. TD14. Déterminants

TD 14 - Déterminants

Exercice 1 : Déterminant de Vandermonde
Soit n € N,xy,...,2, € R. On note V(z1,...,z,) le déterminant de la matrice carrée
M(zy,...,2,) = (3;;?71),;,1-:1 n. Par exemple, pour n = 4, ona

T

.....

1 22 a3
Ty T A
T3 T2
T4 T2

M($17I2,.T37I4) =
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1. Calculer V(x1,...,2y,).
(Aide : On pourra retrancher de chaque colonne la colonne précédente multipliée par
x1, en commengant par la derniére colonne.)

2. A quelle condition un déterminant de Vandermonde s’annule-t-il ?

Un exercice ultra-classique !

Démonstration pour M (x, x, %, X,)

On soustrait la troisieme colonne multipliée par X, ala quatriéme : C4 «C L X C

1 3
1 x x% x:f 1 0 0 0 1 % X 0
1 xp X2 % 010 0 1 x B XB—xx
1 x5 x5 =3 00 1 —x 1o 8 §—xd
1 x4 x4 x5 0 00 1/ _\1 x5 xg—xx

On soustrait la deuxieme colonne multipliée par X, ala troisieme : C3 « C3 — xlC2

2 1 x
1 x5 xi 0 1 0 0 0 1 ) 0 ; 2
I xo X3 X3—x1% 01 —x 0 1 xo xg—xix2 x3—x1%5
2 3 2
1 x3 X5 % —x13 0 0 1 0 1 x5 X3—xX1X3 X3—X1%3
2
1 x4 xi xi—xlxi 0 0 0 1 1 x4 X3 —x1 % xﬁ—xlxﬁ
On soustrait la premiere colonne multipliée par X, a la deuxieme : C2 « C2 - xlC1
1 x 0 0 1 —x 0 0 1 0 0 0
1 x xg—xlxz xﬁ—xlx% 0 10 0 1 —x1+x% xg—x]xz xg—xlxg
1 x3 x%—xlm x%—xlxg 0 01 0 1 —x3+x3 x%—x1><3 xg—xlxg
2
1 oxa xg—x1x Xﬁ—xlxﬁ 0 0 0 1 1 —x1+x4 xi—x]x4 xﬁ—xlxﬁ

On développe par rapport a la premieére ligne, et par multilinéarité
2 3 2
—X1 T+ X2 X3 —X1Xp X5 — X1 X5

det M =1 —x; + x3 x% — X1 X3 xg — X1 xg =(x, — x)(x, — x)(x, — x)

—X1 + X4 xﬁ—xlx,; xﬁ—xlxﬁ

V(xl, X, X, x4) = (x2 - xl)(x3 — xl)(x4 — xl) V(xz, X, x4)




En refaisant la méme chose

V(xl, X, X, x4) = (x2 — xl)(x3 — xl)(x4 — xl) (x3 — xz)(x4 — xZ)V(xg, x4)
et une troisieme fois

V(xl, X, X x4) = (x2 - xl)(x3 — xl)(x4 - xl) (x3 - xz)(x4 - xz)(x4 - x3)
Cette preuve est clairement généralisable et on montre par récurrence que :

V(xl, — xn) = I (x], - xl,)

1<i<j<n

Démonstration par récurrence :
e Initialisation :

Pourn = 1,V(x1) =1let [] (xj—xi) =1

1<i<j<1

Prenons n = 2 (afin de voir qq chose !)
V(xl, xz) =x,—x et I[N x.—x)= X, =X, donc P(2) est vraie
1<i<j<2 !
e Hérédité : On suppose qu'il existe un rang n tel que P(n) soit vrai
Aurangn + 1: V(xl,..., xn+1) = (x2 - xl)... (xn — xl)V(xZ,..., xn+1) avec les mémes
transformations sur les colonnes et développement par rapport a la 1ére ligne.
Et par hypothese de récurrence :

V(xl,..., xn+1) = (x2 — xl)... (xn - xl)V(xz,..., xn+1) = (x2 - xl)... (xn — xl) I & - xl,)

2<i<j<n+1
Ainsi V(xl,..., X +1) = [ (x —x)doncP(n + 1) estvraie
" 1<i<j<n+1 '
e Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors elle est vraie pour tout
n €N
2.
La derniere expression montre que V(xl, - xn) = 0ssid(i,j) € {1, .., n}*/ X, =x,

Autre méthode : avec les polyndmes

On pose
X1 ox?2 . xit
Xy x? .. xil
P(x) = V(x1, X2,y Xn1,X) = | ...
1 x, 1 X442 "C::}
1 x a2 .. x!

e Sidi jtelsque X, =X alors V(xl, - xn) = 0 car deux lignes identiques.
e On suppose que Vi, j, x, # xj

On développe par rapport a la derniére ligne, on s'apercoit que P est un polynéme de degré n — 1 dont le
coefficient dominant est V(xl, - xn_l)

de plus P(xl,) = V(xl, Xy X xi) = O pourtouti€[1; n — 1]



n—1
comme Vi, j, X, # X, P admetn — 1 racines simples, ainsi P(x) = K [] (x — xl,)
i=1

n—1
Comme le coefficient dominant est V(xl, - xn_l) alors P(x) = V(xl, - xn_l) IT(x — xl_)
i=1

n—1
On remplace x par x et P(xn) = V(xl, . xn) = V(xl, - xn_l) 1'1:_[1 (xn — xl,)

On obtient une relation de récurrence entre V(xl, - xn) et V(xl, - xn_l)

Ainsi, on montre par récurrence que : V(xl, - xn) = ] (x.—x)
L
1<i<j<n
Applications :

e interpolation de Lagrange :
o Lorsqu'on cherche un polyndme passant par un ensemble de points (xi,yi), on résout un
systéme linéaire dont la matrice est une matrice de Vandermonde.

o Siles xi sont distincts, la matrice est inversible, ce qui garantit 'existence et 'unicité du

polyndme interpolateur.
alx anx
e Pour montrer que la famille{e , .., e }estlibresiles a sont deux a deux distincts

Exercice 2 : Produit de deux matrices
Soit n,p € N*, avec n > p. Soit A € M, ,(R) et B € M,,(R). Que peut-on dire du
déterminant de AB ?
Indication : on peut d’abord considérer le rang de AB.

Si on se place dans les bases canoniques de R"etR’, on peut considérer
fA : R” - R" de matrice A, fB : R" - R” de matrice B
AB est alors la matrice de fA ° fB :R" > R"
OnaAB € Mn(]R), il y a donc un sens a calculer son déterminant.
rgA = rng = dimImfA
rgB = rng = dimlme
méthode 1: On saitqueSip < n
fB : R" - R” de matrice B ne peut pas étre injective, donc fA ° fB :R" - R" ne l'est pas non plus et

det AB = 0.

méthode 2 : ou bien : la matrice AB est celle de I'application linéaire fA ° fB dans une certaine base
donc Im(fA 0 fB) c Im(fA) ainsi rg(AB) < rg(4)

or d'apres le théoreme du rang : dim R” = dim Ker(fA) + rg(fA) doncp = dim Ker(fA) + rg(fA)
On en déduit que rg(4) = rg(fA) < p <netdoncrg(4B) < n

On en déduit que AB n'est pas inversible donc det(AB) = 0



Exercice 3: Famille libre
Soit dans R? la famille de vecteurs (v;, v, v3), avec v; = (1,1,t),v5 = (1,£,1),v3 = (¢, 1,1).
Pour quelles valeurs de ¢ la famille (vy, v2, v3) est-elle libre ?

Pour déterminer les valeurs de t pour lesquelles la famille est libre on calcule :

11¢ F+2 1 ¢ 11¢ 1 1 t
det(vy,v2,v3) =1 ¢t 1| =|t+2 +t 1| =(t+2)|1 ¢t 1| =(+2)|0 t-1 1—t¢
t 11 t+2 11 111 0 0 1-t

det(v1,v2,v3) = (t+2)-1)(1—t) = = (t-1)%(t +2)

La famille est libre ssi det(vl, v, v3) # 0asavoir (— (t — D3t + 2) # Oiet # lett #— 2

Exercice 4 : Déterminant et polynomes
Soit f € End(R,[X]). Calculer det( f) dans chacun des cas suivants :

1. f(P)=P+D.
2. f(P)=P(X +1)— P(X).
3. f(P)=XP +P(1).

1. On calcule les images de la base canonique de ]Rn[X], B={1X X% ., Xn}

f)=14+0=1 FOO) =X+ 1 FX =X+ 2x
FXY =X+ kX kelt; n
On obtient la matrice de f et on calcule son déterminant dans la base canonique :

11
01 2
det(f)=]0 0 1 =1
e e n
000 ..1

2. fHX)=1-1=0
FOOMN =X+1-X=1
FOXOX) = X+ 1D2—X2=2X + 1

FEOYXN =+’ -x*=3x2+3x + 1

k .
F00 = 0+ 0" =2 = ()X + (X (Y00 = 2 (Y
On calcule :
01 1 .. 1 w1
00 2 .. [kfl]
ae() 00 0 .. .
et(f) = k =
i
00 0 .. 0 0

3. F()=0xX+1=1 fX9=kX'xx +1"=kx“+1



on calcule :

11
1

N O =

det(f) = =1%X2X...Xn=n!

n

Exercice 5: Densité des matrices inversibles

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes. Montrer :

Jo > 0tq Ve € Ravec 0 < |¢| < a, A + € I, est inversible.

Indication : On peut considérer les racines du polynéme P(x) = det(A + xI).

Soit P(x) = det(A + xI), P estun polyndme de degré n qui admet au maximum n racines complexes. On

les appelle Z, w Z_,0NSsuppose que 0< |Zl| < |ZZ| <..< |zn|

A + el estinversible ssidet(A + el) # 0ssiP(e) # 0donc e n'est pas racine de P.

e SiP n'admet que zéro comme racine, alors il suffit de prendre a = 1
Pour toute € Rtelque 0 < |e|] < 1, P(e) = det(A + €l) # 0 etdonc A + el estinversible

e SiP admet une racine différente de zéro,
Prenons o = min|zi| avec i le premier indice tel que |zl,| 0

AlorsVe€ Rtelque 0 < |e| < a, P(e) # Oetdonc A + el estinversible



