ENSAE 98 (¢éléves statisticiens)

Dans tout le probléme a et b désignent deux réels tels que a < b et fune fonction de [a ; b] dans [a ; b], de
classe ® '.

Question Préliminaire:

Justifier I’existence de sup <., [f'(¥)| que 1’on notera K dans la suite du probléme, et montrer que :
Vx,x)Ela; b7 [f () = f () <K [r —x.
(On invoquera de fagon précise les théorémes du cours utilisés)

On supposera dans toute la suite du probleme que K <1.

Premiére Partie: Théoréme du Point Fixe.

1) Montrer qu'il existe un et un seul c<[a, b] tel que f(c) = c et que l'itération définie par :
xE[a,blet VnEe x,. =/ (x,) converge vers c.
2) On définit l'erreur a la n ™ itération par : e, = x, — ¢. Montrer que: |e,| < |x; — x|

Seconde Partie: Procédure Diagonale d'Aitken.

On suppose dans toute la suite du probléme que : VxE[a ; b], |f'(x)| > 0.

1) Montrer que, sie ,# 0, alors : VrnE g, e, # 0. Que peut-on dire sie, =0 ?
On supposera, dans la suite de cette partie, que e, # 0.

2) Montrer que : VnEez, X, —x,#0.

3) Montrer que tend vers f'(c) lorsque n tend vers + oo.

4) Pour tout entier n, on pose: x', =x, —.

Justifier l'existence de x', et montrer que : = 0.

Commenter ce résultat.

Troisiéme Partie: Méthode de Steffenson.

Dans cette partie, g est une fonction de [a ; + oo[ dans [a ; + oo[, de classe C !, telle que g' est croissante et
strictement négative. On notera: N (x) =g (g (x)) — 2 g (x) + x.

1) Montrer qu'il existe un et un seul d<[a ; + oo[ tel que g (d) =d.
2) Montrer qu'il existe y; et y, dans [a ; + oo[ tels que :

2@ -x=(@() - 1) (x—d)et

N @ =[g() 1)+ (E0)~g0) gl x—d)
3) Montrer que N (x) =0 ssi x =d.

(g -x)’
N(x)
dsi x=d

six#d

4) On pose, pour x<E[a ; + o[, G(x) =
Montrer que G est une fonction continue de [a ; + o[ dans [a ; + oo.

5) On définit la suite (x",) par : x"E[a ; + oo et x",.; = G (x")).



Montrer que cette suite converge vers d.

Quatriéme Partie: Application.

On cherche a estimer numériquement la solution de 1'équation exp (— x) = x.

Montrer que I'on peut mettre en ceuvre les trois algorithmes €tudiés dans le probleme.

En prenant x , = x", = 0,5, calculer la solution de I'équation a 10~ preés.

Donner le nombre d'itérations nécessaires permettant de parvenir a la précision souhaitée pour chacun des
algorithmes.



Corrigé :
Question preéliminaire :

festde classe ® ! sur [a, b] donc /' est continue sur [a, b]. Or toute fonction continue sur un segment y est
bornée et atteint ses bornes. Donc sup ,<,.5 [f'(¥)| = K existe.

De plus, fest dérivable sur [a, b] et VxE[a, b], |f'(x)| <K ; d’aprés I’inégalité des accroissements finis, on a
donc: V(x,x\E[a;b]% [f(x) —f () <K |x—x.

Partie I :

1) Posons k& (x) = f(x) — x ; comme fest dérivable sur [a, b], k est dérivable sur [a, b], et k'(x) =f"(x) — 1.
Or, Vx€]Ja, b], |f'(x)| <K <1, donc f'(x) < 1 donc £'(x) <O0.

k est donc une fonction continue et strictement décroissante sur [a, b].

Alors k réalise une bijection de [a, b] sur [k (b), k (a)].

De plus, par hypothése, 1 ([a, b]) C [a, b]. Donc f(a) > a et f(b) < b, soitk (a)>0et k(D) <0.

Donc 0< [k (b), k (a)] et 0 admet un unique antécédent ¢ dans [a, b] par k.

Donc il existe un et un seul réel c<[a, b] tel que f(c) = c.

xoE€[a, bl etf([a, b]) C [a, b], donc, par une récurrence immédiate, x, < [a, b] pour tout n E ;.
D’apreés la question préliminaire, on a donc : VrnE ez, |[f(x,) —f(c)| <K |x, —c|.

Donc: VnEes, |x, 1~ ¢ <K|x,—c|carf(x,)=x,, etf(c)=c.

Puis, on vérifie par récurrence, que : VnEez, [x, — ¢ <K" |x—c|.

lim lim
Or0<K<1,donc > K"|x,—c|=0.D’apres le théoréme d’encadrement, "=+ |x,—c|=0.
Donc la suite (x,) est convergente et de limite ¢

2) D’apres la question précédente, ona: VnSey, |x, — ¢ <K"|xo—clet|x; — ¢ <K |x,— ¢
Or, d’apres I'inégalité triangulaire,ona: [x,—c¢|<|xo—x |+ |x, —¢c|<|xo— x| + K |x,— |
1
donc (1-K) |xo—¢c|<|Jxp—x,[.Or (1 —-K)>0doulx,—c|< 1=K |x,—x|
KVI KI’I

Onaalors: VrnEey, |x, — ¢ < 1-K beo— x| soit VaEen le,|< 1=K x, —x.
Partie II :

1) On a, par hypothése, /" est continue et Vx<E[a, b], [f'(x)| > 0, donc /"' ne s'annule pas sur [a, b].
Donc "' garde un signe constant et /' est strictement monotone sur [a, b] donc f est injective.

On a e, # 0. Si on suppose e, # 0, alors x,, # ¢ et donc f(x,) #f(c) par injectivité, soit x . # c.
Donc, par récurrence, si e, # 0, alors, pour tout nE e, e, # 0.

Sie,=0, alors x, = c et, comme c est le point fixe de f'sur [a, b], par une récurrence évidente, x, = ¢ pour tout
nE gz, donc e, = 0 pour tout n E ;. La suite (x,) est constante égale a ¢ sie, = 0.

2) S’il existe un n < g tel que x ., = x, alors f(x,) = x, ; par unicité du point fixe de f'sur [a, b], x, = ¢, soit
e, =0, ce qui est contraire au résultat trouvé a la question 1) puisque 1’on a supposé e, # 0.
Donc: VnEes x,.1—x,#0.

X

¢  Jx)=f(e)

— X —c
3)Ona: = X, =€ = n

n+l

Comme f'est dérivable au point ¢ et que la suite (x,) converge vers ¢ quand z tend vers + oo, par composition



lim %21 — fim L&) 2SO _
—C

] n—>+0 X
n

des limites, on a bien :

4) x', existe ssix, ., —2x,,; tx,#0.

Or, d'aprés la question préliminaire, |f'(x,. ) —f(x )| SK|x, 1 —x,| <|x,. 1 —x,/carK<letx,,, #x,.
Donc if (x,+1) —f(x,) #X,+1 =X, 801t X, 10— X, FX,s1 —X,801tx,,»—2x,,; +x,#0.

Donc x', existe pour tout n S ¢;.

De plus, d'apres la question 1), e, # 0, pour tout n < &, donc x,, — ¢ # 0, pour tout n € ;.

2 2
X —c— (xn+l —xn) e — (enH _en)
' n n 2
xn —C — xn+2 B 2xn+] + xn en+2 - 2en+l + en enen+2 - en+1
On a alors : Xn =€ Xp =€ = €, = € (en+2 - 2en+1 + en)
apres réduction au méme dénominateur.
en+2 _ enH
. en+l en
xn —C — en+2 _2+ en
D'ot, en divisant numérateur et dénominateur par e, e, : ~» ¢ s Cast
. e . e . e e
lim ntl fV(c) lim n+2 _ fV(C) lim n+2 _ Ta+l 0
. +o0 0 +00
D'apres la question 3), on a : e, , donc Cns1 et " Cm G
e 1
im ——=—
—+0
De plus, Vxe [a, b], ]f'(x)’ >0; dOl’le'(C) #0et 8 €, f (C) ]
. e e 1 ' 2 _ 2 ' + 1 ' _1 2
Dou: " Cne Ensi [ - 1) = f'© #0car |[f'(c) < 1.
lim(x',—c) =0 )
Donc =0. Donc ~ et la suite (x’) converge vers c.

De plus, comme =0, (x', — ¢) = o((x, — ¢)), (x',) converge vers ¢ plus rapidement que (x ).

Partie I11 :

1) Posons 7 (x) = g (x) — x. t est dérivable sur [a, +oo[ car g l'est, et ¢ '(x) = g '(x) — 1 <0 puisque g' est négative.
Donc ¢ est strictement décroissante sur [a, +oof.
Ona:¢(a)=g(a)—a>0 car, par hypothése, g ([a, +o[) C [a, +oo[. De plus, comme g' est strictement
négative, g est strictement décroissante, donc six>a, a < g (x) < g (a).
Donc ¢ (a) > 0 et g est bornée sur [a, +oo[.

lim¢ ) ) ) e
Alors += =—o00. Comme ¢ est continue et strictement décroissante sur [a, +oo[, on a alors 7 est bijective de
[a, + oo sur |- oo, t (a)]. Comme ¢ (a) > 0, 0= |- oo, ¢ (a)[ et 0 admet un unique antécédent par ¢ dans ]a, + oof.
Donc I'équation g (x) = x admet une unique solution dans Ja, + o[, notée d.

2) t est continue et dérivable sur [a, + oo[. D'apres le théoréme des accroissements finis, si x < [a, + o[, 1l existe

v, compris entre x et d tel que : ¢t (x) — ¢t (d) =1'(y ) (x —d), soit g (x) —x=(g'(y1) — 1) (x = d) (car ¢ (d) = 0).
Six =d, on choisira y, =d.

Or, N (x) = [g (g (%)) —g ()] — (g (x) — x).

En raisonnant comme précédemment et en remplagant x par g (x), on en déduit I'existence d'un réel y,,
compris entre det g (x) telque : g (g (x)) —g (x)=(g'(v2) - 1) (g (x) — d).
Donc:N(x)=(g'(v2)-DE®-d)- (g -x=E'V)-DEr-x+tx-d)—(gx)-x)



soit, puisque g (x) —x=(g'(y) -1 (x—4d):
N@=E'r)-Dg'v)x-d-E0)-DEx-d)=g'r)g'0v)-2g'0)+1(x—ad.
Or:(g() = D’+(202) —g0)) ge) =)’ —2g'0) +1+g0n) g'01) — (g0n))? soit
E0)—D*+(E02)—g0) ) =¢g02)g'0v)—2g'(v) + 1.

Donc on a bien : N (x) =[(g'(») = D* + (2'(0») = g'v)) 8] (x = d).

En conclusion, il existe deux réels y, et y,, le premier compris entre x et d, le second entre g (x) et d,

telsque:g () —x=('0) - x—-d) et N ) =[(g'0) ~ D’ +(g'() —g'0) gDl (x —d).

3) D'apres les égalités précédentes, si x = d, alors N (x) = 0.

De plus, N est dérivable sur [a, + oo car g 'est, et l'on a :

Vx€(a, + o[, N'(x) = g'(g(x)) x g'(x) — 2 g'(x) + 1 >0 car g' est strictement négative.

Donc N est strictement croissante sur [a, + oo[. Elle y est donc injective et ne peut alors s'annuler qu'une fois
au maximum. Donc N (x) =0 ssix = d.

4) Comme N ne s'annule qu'en d, par propriétés des quotients de fonctions, puisque g est continue sur [a, + |,
G est continue sur [a, + wo[\{d}.

(g'-1’

Six#d,ona:G(x)=x—(x—d) x l(g'(yl)_l)z +(g'(y2)—g'(y1))g'(yl)J avec y, et y,, deux réels, le
premier compris entre x et d, le second entre g (x) et d.

Si x tend vers d, comme g est continue en d, g (x) tend vers g (d) = d, et, d'apres le théoréme d'encadrement,
¥, ety, tendent vers d. Or g est de classe ® ' sur [a, + o[, donc g' est continue sur [a, + oo[.

i ' | —1)? ' )~ ' 1 ' 1
Mm@ ) =D + (') = g0 ) — (@(d) - 1)* + (2(d) - 2(d)) gd) = (g(d)— 1)>> 0
lim (g'(y,) -1’ '

lim lim ]
et 4 =(g'(d)—1)% Donc 4" G (x) et ~»4 G (x) existent et valent d = G (d).
Donc G est continue en d.
D'ou : G est continue sur [a, + .

(g') -1’
' 2 ' ' '
On a, pour tout xE [, d[ U 1d, + oef, G () —d = (r —d) (1 (&) =D+ (&) =g'0g 0] goit
(8'(r)—&')g' )
G(x)—d=(x—d) [g'(r)g'(r2)-22"(n)+1] ,
avec y, réel compris entre x et d, et y, réel compris entre d et g (x).
Or, g est strictement décroissante sur [a, + o[, donc, six <d, alors g (x) > g (d)=detsix>d, g (x)<d.
Donc, six<dalorsx<y,<d<y,<g(x)etsix>d,alorsg (x)<y,<d<y,<x
De plus, g ' est croissante sur [a, + o[, donc six <d, g'(y,) —g'(y,) =>0etsix>d, alors g'(y,) —g'(y ) <0;
donc (x — d) (g'(v1)) — g€'(,) <0, pour tout xE[a, d[ U ]d, + oo[.

g' étant négative, g'(y,) <0etg'(y,)) 20, -2 g'(y) +1>0.
D'ou: Vx<€([a,d[U]d,+ o[, G (x)—d >0donc G (x) >d>a.Deplus, G (d)=d>a.
Donc G est une application définie sur [a, + o[ et & valeurs dans [a, + oo[.

5) Comme G ([a, + ©[) C [a, + o[, par récurrence, on démontre que la suite (x",) est définie et incluse dans
[a, + oo[. Donc la suite (x",) est minorée par a.

De plus, d'apres 1'étude faite a la question 4), on a méme que : VxE[a, + o[, G (x) >d.

Donc: VnEe*, x", =G x",_,) >d.

Or, N est croissante sur [a, + oo et N (d) =0 donc VxE[d, + o[, N (x) > 0 soit G (x) <x.

Donc: VnEe*, x", .1 =G (x",) <x",. Donc la suite (x",) est décroissante a partir du rang 1.
Comme (x",) est une suite réelle décroissante et minorée, elle est convergente. Soit / sa limite.
Comme la suite (x",) est incluse dans [a, + o[, [E[a, + .




Comme G est continue sur [a, + oo[, par passage a la limite quand » tend vers + oo dans 1'égalité : x",., =G

(xﬂn)’
(g(h-1)

on obtient : /= G (/). Donc, ou bien /=d, oubien I #deti=1— N ().
Mais (1) © g () =1 < [=d : contradiction.
Donc le seul point fixe de G est d et la suite (x",) est convergente de limite d.

Partie IV :

Posons g (x) = e *. g est de classe ® “ sur [0, + oo[ a valeurs dans [0, + o[, g' (x) =— e * <0 et g' est croissante
sur [0, + oo[. Donc les résultats de la partie III s'appliquent.
Donc I'équation e * = x admet une et une seule solution sur [0, + o[, notée d.

(e"‘ - x)2

Posons G (x) =x — e’ —2e" +x sixzdetG(d)=d.

D'aprés la question 5) de la partie I1l, la suite définie par x",=0.5et: VnE ey x", .1 =G (x",), est définie et
converge vers d.

Deplus,ona:g(e )=e " <letg(l)=e '. Comme g est strictement décroissante sur [e ', 1], on a
doncg([e L, 1) =[e e "] C[e ', 1].

Deplus: VxE[e !, 1], |g'(x)| < e "¢ < 0.7 (car e " = 0.69). On pose alors K = 0.7 et K < 1, donc on peut
appliquer les résultats des parties I et II.

En particulier, si on souhaite une valeur approchée de d a 10~ ° prés, il suffit de choisir 7 tel que :

K" 1 1
1-K (1-e) <10 %carsix,=0.5,x,S[e !, 1]etx,E[e ', 1], donc |x, —x,|<1— € et, dans ce cas, on
K S
aura:le,|< 1=K |y, —xj< 1-K (1- e) <10 °donc|x,—d|<10°°
K” 1 (10_6 0.3xej
Oor: 1-K (1_e)<10°©n>In e-1 ) /1n(0.7) = 40.8.

On est donc certain qu'au bout de 41 itérations avec le premier algorithme, on obtiendra une valeur approchée
deda 10 °prés.

Voir les programmes et résultats MAPLE sur la feuille suivante.




