Metoda Divide et Impera

Divide et impera se bazeaza pe principiul descompunerii problemei in doua sau mai multe subprobleme
(mai usoare), care se rezolva, iar solutia pentru problema initiald se obtine combinand solutiile
subproblemelor. De multe ori, subproblemele sunt de acelasi tip si pentru fiecare din ele se poate aplica
aceeasi tactica a descompunerii in (alte) subprobleme, pana cand (in urma descompunerilor repetate) se
ajunge la probleme care admit rezolvare imediata.
Nu toate problemele pot fi rezolvate prin utilizarea acestei tehnici. Se poate afirma ca numarul celor
rezolvabile prin "divide et impera" este relativ mic, tocmai datorita cerintei ca problema sa admita o
descompunere repetata.
Divide et impera este o tehnica ce admite o implementare recursiva. Principiul general prin care se
elaboreaza algoritmi recursivi este: "ce se intdmpla la un nivel, se intdmpla la orice nivel" (avand grija sa
asiguram conditiile de terminare). Asadar, un algoritm prin divide et impera se elaboreaza astfel: la un
anumit nivel avem doua posibilitati:
1. s-a ajuns la o problema care admite o rezolvare imediata (conditia de terminare), caz in care se
rezolva si se revine din apel;
2. nu s-a ajuns in situatia de la punctul 1, caz in care problema curenta este descompusa in (doua sau
mai multe) subprobleme, pentru fiecare din ele urmeaza un apel recursiv al functiei, dupa care
combinarea rezultatelor are loc fie pentru fiecare subproblema, fie la final, Tnaintea revenirii din apel.

Metoda presupune:
e Descompunerea problemei Pb curente in subprobleme independente SubPb,.
o In cazul in care subproblemele SubPb,;. admit o rezolvare imediata se compun solutiile si se
rezolva problema Pb
o Altfel se descompun in mod similar si subproblemele SubPb;,

Evident, nu toate problemele pot fi rezolvate prin utilizarea acestei tehnici. Majoritatea algoritmilor de Divide
et Impera presupun prelucrari pe tablouri (dar nu obligatoriu).

Aceasta metoda (tehnica) se poate implementa atat iterativ dar si recursiv. Dat fiind ca problemele se
impart impart in subprobleme in mod recursiv, de obicei impartirea se realizeaza pana cand sirul obtinut
este de lungime 1, caz in care rezolvarea subproblemei este foarte usoara, chiar banala.

Spre exemplu fie un vector X=[xy, Xy, X3, ...X; ... X,... X;, ...X;] asupra caruia se aplica o prelucrare. Pentru
orice secventa din vector delimitata de indecsii i si j, i<j exista o valoare p astfel incat prin prelucrarea
secventelor :
Xi, Xists Xiszs Xiazs --Xp SI Xpi1, Xps2y Xpe3s ---X|
se obtin solutiile corespunzatoare celor doua subsiruri care prin compunere conduc la obtinerea solutiei
prelucrarii secventei:
Xi, Xir1y Xiszs Xiezs -+ X

Aplicatie:
Ne propunem sa determinam suma elementelor unui vector de intregi utilizand metoda Divide et Impera:

2 |3 |4 |1 5 |6 |8 |9 |1 10 (3 |4 (4 |5 (2 |6

Se imparte vectorul in doi vectori:


http://ro.wikipedia.org/wiki/Recursivitate

1 110 |3 (4 |4 |5 |2 |6

Fiecare se dintre cei doi vectori se poate imparti in continuare in alti doi vectori:

La fel se procedeaza in continuare:
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Dat fiind ca s-au obtinut secvente de vector de lungime 1, nu se mai realizeaza descompunerea.
Se compun solutiile subsecventelor si se determina solutiile corespunzatoare:
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Si in continuare:
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La sfarsit:

Probleme clasice

1. Sortarea prin interclasare

Sortarea prin interclasare (MergeSort) este un algoritm de sortare de vectori ce foloseste paradigma D&l:
m Divide: imparte vectorul initial in doi sub-vectori de dimensiune n/2.
m Stapaneste: sorteaza cei doi sub-vectori recursiv folosind sortarea prin interclasare; recursivitatea
se opreste cand dimensiunea unui sub-vector este 1 (deja sortat).
m  Combina: Interclaseaza cei doi sub-vectori sortati pentru a obtine vectorul initial sortat.
Pseudocod:
MergeSort(v, start, end) // v - vector, start - limita inferiora, end - limitd superioara
if (start == end) return; // conditia de oprire
mid = (start + end) / 2; // etapa divide


http://www.sorting-algorithms.com/merge-sort

MergeSort(v, start, mid); // etapa stapaneste
MergeSort(v, mid+1l, end);
Merge(v, start, end); // etapa combinad

Merge(v, start, end) // interclasare sub-vectori
mid = (start + end) / 2;
i = start;
j = mid + 1;
k = 1;
while (i <= mid && j <= end)
if (v[i] <= v[]j]) u[k++] = v[i++];
else u[k++] = v[j++];

while (i <= mid)
ulk++] = v[i++];

while (j <= end)
ulk++] = v[j++];

copy(v[start..end], u[l..k-1]);

Complexitatea algoritmului este data de formula: T(n) = D(n) + S(n) + C(n), unde D(n)=0(1), S(n) = 2*T(n/2)
si C(n) = O(n), rezulta T(n) =2 * T(n/2) + O(n).
Folosind teorema Master gasim complexitatea algoritmului: T(n) = O(n * Ig n).

2. Cautarea binara

Se da un vector sortat crescator (v[1..n]) ce contine valori reale distincte si o valoare x. Sa se gaseasca la
ce pozitie apare x in vectorul dat.
Pentru rezolvarea acestei probleme folosim un algoritm D&I:
m Divide: impartim vectorul in doi sub-vectori de dimensiune n/2.
m Stapaneste: aplicam algoritmul de cautare binara pe sub-vectorul care contine valoarea cautata.
m  Combina: solutia sub-problemei devine solutia problemei initiale, motiv pentru care nu mai este
nevoie de etapa de combinare.
Pseudocod:

BinarySearch(v, start, end, x)

if (start > end) return; // conditia de oprire (x nu se afla in v)
mid = (start + end) / 2; // etapa divide

// etapa stapaneste

if (v[mid] == x) return mid

if (v[mid] > x) return BinarySearch(v, start, mid-1, x);
if (v[mid] < x) return BinarySearch(v, mid+1, end, x);

Complexitatea algoritmului este data de relatia T(n) = T(n/2) + O(1), ceea ce implica: T(n) = O(lg n).

3. Turnurile din Hanoi

Se considera 3 tije A, B, C si n discuri de dimensiuni distincte (1, 2.. n ordinea crescatoare a dimensiunilor)
situate initial toate pe tija A in ordinea 1,2..n (de la varf catre baza). Singura operatie care se poate efectua
este de a selecta un disc ce se afla in varful unei tije si plasarea lui in varful altei tije astfel incat sa fie
asezat deasupra unui disc de dimensiune mai mare decat a sa. Sa se gaseasca un algoritm prin care se
muta toate discurile pe tija B (problema turnurilor din Hanoi).
Pentru rezolvarea problemei folosim urmatoarea strategie:

m  mutam primele n-1 discuri de pe tija A pe tija C folosindu-ne de tija B.



http://people.csail.mit.edu/thies/6.046-web/master.pdf
http://www.mathcs.org/java/programs/Hanoi/index.html

= mutam discul n pe tija B.
m  mutam apoi cele n-1 discuri de pe tija C pe tija B folosindu-ne de tija A.
Pseudocod [10]:

Hanoi(n, A, B, C) // muta n discuri de pe tija A pe tija B fol tija C
if (n >= 1)
Hanoi(n-1, A, C, B);
Muta_disc(A, B);
Hanoi(n-1, C, B, A);

Complexitatea: T(n) = 2*T(n-1) + O(1), recurenta ce conduce la T(n) = O(2").

4. Cautare numar lipsa

Se da un sir neordonat S cu n - 1 numere distincte, selectate dintre cele n numere de la 0 la n - 1. Toate
sunt numere intregi, reprezentate pe 32 de biti. Folosind metoda getBit(int i, int j) care intoarce al j-lea bit
din reprezentarea binara a lui SJ[i], determinati numarul lipsa.

Pentru un numar dat n, fie m = 2* primul numar mai mare decét n care este o putere a lui 2. Atunci, in sirul
numerelor de la 0 pana la n - 1 vor exista 2¢-' numere cu bitul numarul k - 1 egal cu 0.

Pentru n =7, m = 8 si k = 3. Drept urmare, vor fi 2%1 =22 = 4 numere intre 0 si 7 cu bitul 2 egal cu 0. Daca
numarul care lipseste din sirul din probleméa va avea bitul 2 egal cu 0, atunci vor fi 2% - 1 numere in sir cu
bitul zero. Altfel, inseamna ca numarul care lipseste are bitul 2 egal cu 1. Dupa ce determinam in care
“‘jlumatate” se afla numarul lipsa, continuam cautarea mai departe folosind-o doar pe aceea.

Reprezentarea in binar a numerelor intregi din intervalul [0, 7):

210
0=000
1=001
2=010
3=011
4=100
5=101
6=110

Putem sa aplicam aceastd regulda ca sa determinam elementul lipsad din sir, iterdand de la cel mai
semnificativ bit spre cel mai nesemnificativ.
Exemplu:
m pentrusirul {0194 57 6 8 2} lipseste numarul 3
m getBit(7,3) intoarce al treilea bit din S[7]. S[7] este 8, in binar: 1000, deci bit-ul 3 este 1.
m La un prim pas, se observa ca bitul 3 este 0 pentru doar 7 numere din sir, desi intre 0 si 9 sunt 8
numere care ar trebui sa aiba bitul 3 egal cu 0, respectiv numerele de la 0 la 7. Prin urmare, la
primul pas ne dam seama ca numarul cautat este intre 0 si 7.

Pseudocod:

getMissing(V, n):
current_vec =V
current_bit 31
result = 0

while (getBit(n+1, current_bit) == 0)
current_bit--



while (current_bit >= 0)
setBito = {}
setBitl = {}

for (element : current_vec)
if (getBit(element, current_bit) == 0)
setBit@.add(element)
else
setBitl.add(element)

if (setBit@.size != (1 << current_bit))
result |= (1 << current_bit)
current_vec = setBitl

else
current_vec = setBit®o

return result

Mai multe probleme clasice rezolvate cu divide et impera aici.


http://vega.unitbv.ro/~andonie/Cartea%20de%20algoritmi/cap7.htm
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