PAU — MATEMATICAS lly COU | — ALGEBRA — ANDALUCIA — MODELOS DE 1997
RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

1.-
(a) Define el concepto de matriz inversa de una matriz cuadrada. ;Qué condicion debe cumplir el
determinante de una matriz cuadrada para que ésta sea invertible?

Resolucién
Una matriz cuadrada es inversa de otra, también cuadrada, cuando al multiplicar ambas (en cualquier
orden) se obtiene la matriz identidad. Las matrices que tienen inversa se llaman invertibles.
Para que una matriz cuadrada tenga inversa debe ser de determinante no nulo.
(b) Estudia si hay algun valor de a para el que la siguiente matriz tiene inversa:
(1la3 —2ala+1a-533a+11 - 3a)

Resolucién
Su determinante deberia ser no nulo:

[1a3 —2ala+1a—533a+11—-3a| f2—f1f3—3f1 |1a3-2a013a—8013a—8| f3—f2 [1a3 —2a013a—8000|=0

“w_n

Luego, no hay ningun valor de “a” para el que la matriz tenga inversa.

2.- Resuelve la ecuacion: [2x — 13xx — 22x + 1x2x + 12x — 13x3x — 2|=0
Resolucién
[2x — 13xx — 22x + 1x2x + 12x — 13x3x — 2|=x|2x — 13x — 22x + 112x + 12x — 13 3x —

=x1]—-4x -4 —5x -5 —4x -4 —3x—-5|=x1(—1D(—1]4x + 45x + 54x + 43x + 5|= x(4x + 4)|15x + 513x + 5|= x(4x + 4)(— 2x)

Nos queda la ecuacién, -2x*4(x+ 1) =0 ; -8x*(x+ 1) = 0. Luego,x=0 6 x=-1

3.- Escribe cuando sea posible, sistemas de ecuaciones que respondan a las caracteristicas siguientes:
(a) Un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas que tenga infinitas soluciones.
Resolucién
Basta con poner la misma ecuacién, pero multiplicada por un parametro distinto que no sea cero:
Porejemplo,{x + y = 12x + 2y = 23x + 3y = 3
(b) Un sistema de dos ecuaciones con tres incdgnitas que sea compatible y determinado.
Resolucién
Para que sea compatible determinado los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada deberian ser
iguales a 3: imposible porque sé6lo hay 2 ecuaciones.
(c) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que no tenga ninguna solucion.
Resolucién
Por ejemplo, que el rango de la matriz de los coeficientes sea 2 y el de la matriz ampliada sea 3

wroyros=ooe+y+0=2004y+0.=1 NO tiene ninguna solucion

(d) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tenga solucion unica.
Razona en cada caso, tu respuesta

Resolucién Por ejemplo, {x = 0y =2z =1
4.- Una fabrica de electrodomésticos tiene una produccién semanal fija de 42 unidades. La fabrica
abastece a tres establecimientos - digamos A, By C - que demandan toda su produccion. En una
determinada semana el establecimiento A solicité tantas unidades como By C juntos y, por otro lado, B
solicité un 20% mas que la suma de la mitad de lo que pidi6 A mas la tercera parte de lo que pidi6 C.
;Cuantas unidades solicité cada establecimiento dicha semana?

Resolucién

Sean x, y, z el n? de unidades que solicitaron los establecimientos A, B y C, respectivamente.

Como la produccion semanal es de 42 unidades, entonces X +y + z = 42.

Como el establecimiento A solicit6 tantas unidades como B y C juntos, entonces x =y + z.
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Como B solicité un 20% mas que la suma de la mitad de lo que pidi6 A mas la tercera parte de lo que
pidi6 C, entonces y = 120% de (% + %) .

Nos queda el sistema
{x+y+z=42x—y—z=0y=1,2(%+%) x+y+z=42x -y —-—z=0y =0,6x + 0,4z

A=(111421 —1 —103 —520) f2 — f1f3 —3f1(111420 —2 —2 — 420 —8 — 1 — 12¢

f3—/f2(1114201121070105) f3:7(111420112101015).Llegamos al sistema
{x+y+z=42y +z =21y = 15.

Comoy=15,entonces 15+z=21,z=6; x=42-y-z=42-15-6=21

Luego, el establecimiento A solicit6 21 unidades, el B solicité 15 unidades y el C solicité 6 unidades

5.- Del sistema de ecuaciones {allx tay= 0 a,x+a,y= 0 se conocen todas sus soluciones, que

son X = A,y = 2\ con A variando en los nlimeros reales.

También se sabe que (a11 a,a, a, )(2 1) = (1 2).Resuelve el sistema

{allx + a.,y = 1a21x + a,y = 2

Resolucién

Sea A = (a11 a,a, a, ) la matriz de coeficientes de ambos sistemas. Al tener el primer sistema

infinitas soluciones y ser un sistema homogéneo, det A = 0. Luegorg A = 1.

Como ((111 a,a, a, )(2 1)=(12), entonces (2, 1) es una solucidn del 22 sistemay comox =A,y = 2A
con A variando en los nimeros reales es solucién del 1er sistema resulta:

(a, 8,0, 0,)2 +21+20)=(a,2 + VD +a,(d +20)a, 2+ +a, +20)=(a,2+a,1 + a, A+a,20a,.2+a,1 + a, A+a,20)=(1 + 02+ 0)=(

Luego, las infinitas soluciones del 22 sistemason{x = 2 + Ay = 1 + 2XA ,conA€R

6.- Sabiendo que la matriz A verificalarelacién A + 2(1001)= (321 1) resuelve el sistema

Alxy)=(14)

Resolucién
A+ 2(1001)=(3211),entonces A =(3211)—2(1001)=(121 —1); detA=-3+0,
existe A7

Multiplicando por A™, por la izquierda, A~ A(x y) = A '(14)=I(xy)=A (14)= (xy)=A (14)

(xy)=—T——r(adjA)'(14)=—(-1 -1 —21)(14)=——(-1 -2 —11)(14)=——(-93)=(3 — 1)

Luego, la solucién del sistemaesx =3,y =-1

7.-SealamatrizA =05 —422 —11 —44 - 1)
(a) Comprueba que se verifica A* - 2A + I = 0, siendo I la matriz identidad de orden 3.
Resolucién

A= 24+1=05 —422 —11 —44 —1)(5 — 422 —11 —44 —1)—2(5 — 422 —11 — 4

=(9 —844 —32 —88 —3)—2(5 —422 —11 —44 —1)+(100010001)=(000000000)=0
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(b) Usando la igualdad anterior, calcula razonadamente A" y A%
Resolucién
Trasponiendo términos y sacando factor comun,

(I=24-A"=21A—-AA=Ql — DALl =24 — A" = A2] — AA = AQ2I — A)

Por definicién de inversa,
A_1=21—A=2(100010001)—(5 - 422 -11 —44 —-1)=(—34 -2 —23 —14 —43

Por otra parte, trasponiendo términos,
A2=2A—I=2(5 - 422 -11 —44 -1)—-(100010001)=(9 —844 —32 —88 —3)

8.- Sin desarrollar el determinante, demuestra que

la + 2baa + ba + ba + 2baaa + ba + 2b|= 9b°(a + b)
Enuncia las propiedades de los determinantes que utilices.
Resolucién

la + 2baa + ba+ ba+ 2baaa+ba+ 2b| (1) =|b —2bbbb — 2baa+ ba+ 2b| (2) >|b —

(4) 23b°|1 —2 —1010aa + b2a + 3b| (5) 3b°.1|1 — 1a2a + 3b|=

(1) sustituimos f1 por f1 - f2 y f2 por {2 - f3 (2) Sustituimos {2 por f2 - f1

(3) sacamos factor comun b en f1 y 3b en f2 (4) sustituimos c3 por ¢3 - c2 (5) Desarrollamos usando {2
9.-
(a) DadalamatrizA = (1b1212001) ;para qué valores del parametro b no tiene inversa la matriz A?
Justifica la respuesta.

Resolucién

Para que no tenga inversa,detA=0; 1-2b=0; b = % Parab = %la matriz A no tiene inversa.

(b) Si existe, calcula la inversa parab = -1.
Resolucién
Parab=-1,A=(1 —11212001);detA=1-2.(-1) =3 # 0. Luego, existe la inversa de A

-1 1 SNt 1 £ 1 _ (1 1 -2 1
A7 = e = (1 - 20110 —303) =111 -3 ~210003)= (-4 - 1> 1-0001)

10.- Sea A la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones
{allx + a.y + a z= 1 a, x + a,y + a,.z == 1 a, x + a,y + A,z = 2

Resuelve el sistema sabiendo que A = (10 —1123001)
Resolucién
Llamando X = (xyz) y b = (1 — 12), enforma matricial el sistema seria AX = b.

Multiplicando por A, por la izquierda:
ATAX =1X=X=A"b=(10 —1123001)(1 —12)=(-=152)
Luego, la solucion del sistemaesx=-1,y=05,z=2

11.- Resuelve la ecuacion matricial AX + 2B = C, siendo
A=(10022130 —-1),B=(0 —12011101)y C=(110102100)
Resolucién
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Restando 2B, se tiene AX = C - 2B. Como det A = -2 # 0, existe A™. Multiplicando por A™}, por la izda:

1

N
e (adjA)[(110102100)—-2(0 —12011101)] =

ATAX = IX=X=A4'(C - 2B) =

=—(-25-60 —100 —12)(13 =41 =20 =10 —2)==—(-2005 -1 —1 — 602)(

=5~(-2 - 68517 — 18 — 8 - 1820)= (13 — 45~ =949 - 10)
12.- Sabiendoque |xyz503111|= 1, calcula de forma razonada el valor de los siguientes
determinantes sin

desarrollarlos:|5x5y5210%111| y |xyz2x +52y2z+3x+1y+1z+ 1|
Resolucién
5|5x5y5z1o%111| (1) =>5.5|xyz10%111| (2) =5|xyz503111] .Luego,

3
|5x5y5210?111|=|xy2503111|= 1

(1) Saco el factor 5 de la 12 fila (2) Multiplico un 5 por la 22 fila

Ixyz2x +52y2z+3x+1y+1z+1| Q) =2|xyz2x2y2zx+1y+1z+ 1|+ |xyz503x + 1)
(2) =0 + |xyz503xyz|+|xyz503111| (3) =0+ 0 + |xyz503111|=0+0+1=1
(1) Descompongo como suma de dos determinantes usando la 22 fila

(2) El 1er sumando vale cero porque f2 = 2f1 y vuelvo a descomponer como suma de dos determinantes
usando la 32 fila

(3) El Zer sumando vale cero porque {3 = f1

13.- De las matrices A = (a11 a,a, a, ) y B = (b11 b.,b, b, ) sesabeque AB =(3003)

(a) ¢Tiene A inversa? Justifica la respuesta y si la respuesta es afirmativa cual es la inversa de A.
(b) ¢Es cierto que AB = BA en este caso?

Resolucién
Como AB = (3003) = 3/,det (AB) =detA.detB =det(3]) =32.det] =9.1=09.

Luego, detA# 0 y detB = 0y, por tanto existen A y B™.

En AB = 3] multiplicamos por A, por la izquierda y por A, por la derecha:
A'ABA = A'31A =31 = IBA = 3I. Es decir, BA = 3I. Por tanto, sf que es cierto que AB = BA

Multiplicando por%, se tiene %AB = %3] = I. Luego, {(%B)A = %BA = IA(%B) = %AB =]
1

e e ey . -1
Por definicion de inversa, 4 = TB
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14.- Considera las matricesA = (21 —1 —1) e I =(1001)
(a) Calcula una matriz X tal que A + AX =1.

Resolucién
Restando A? se tiene AX = I - A%, Como det A = -1 # 0, existe A™". Multiplicando por A por la izda:
A =X =X =41 -A)=a" — A= @) - @21 -1 - 1)=2(- 11 -12)' - @21 -1 - 1)
Luego,

X=—(-1-112)-(21 -1 -1)=(11-1-2)-21 -1 -1)=(—100 —1)=—1

(b) Calcula, si existe, la inversa de X.
Resolucién Como X = -I, X tiene inversa y su inversa es X * = - |

15.- Estudia el siguiente sistema segun los valores del parametro k e interpreta geométricamente los
resultados: {2x + 2y + (k + 2)z =— 5x +y — 2z =53x + ky — 6z = 5k

Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadason A = (22k + 211 — 23k —6)y

A=@2k+2 -511 — 253k — 65k)
detA=-12-12+k*+2k-3k-6+4k+12=k*+3k-18=0

=310 -41C18) _ 349 3 5 k= g

2.1 2 ’

-Sik#3;k#-6,detA# 0 y rg A=3 =rg A* = n? de incognitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene soluciéon tnica.

Las ecuaciones corresponden a tres planos se cortan en un solo punto, que es la solucion del sistema.

-Sik=3,detA=0y A=(22511 —233 —6).Como [251 — 2|=—9#0,rgA=2.

A*=(225 — 511 — 2533 —615) f1 —2f2 f3 =3f2 (009 — 1511 — 25).Como

9 — 15 — 25| = 15#0,rg A*=2.

Luego, rg A* = rg A = 2 < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Interpretacidon geométrica: tres planos que se cortan en una recta

-Sik=-6,
A =22 -4-511-253 —6 —6 —30)f1 —2f2 f3 —3f1 (000 —1511 — 253 — 6 — ¢

La 12 fila corresponde a la ecuaciéon 0 = -15, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.

Interpretacion geométrica: Los 2 primeros planos son paralelos y el otro los corta
16.- De una matriz cuadrada A de orden 3 se sabe que su determinante vale 4.
(a) Explica cuanto vale el determinante de la matriz 3A.

Resolucién

Usando que si A es de orden 3 y k es un niimero real det(kA) = k’.det A, det(3A) = 3°.det A = 3.4 = 108

(b) Si B es la matriz inversa de A, explica cuanto vale el determinante de B.
Resolucién
-5—
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Como Beslainversade A, BA=1 y det(BA) =detB.detA =detl= 1. Luego,

1 1

detdet B = detdet A =T

(c) Al aplicar el método de eliminacién de Gauss a la matriz A, al final del proceso obtenemos, sin que
haya habido intercambio de filas ni de columnas la matriz (20202 100 a ) ;Cuanto vale a?
Justifica la respuesta.
Resolucién
Como en el proceso mencionado del método de eliminacién de Gauss y determinante no cambia entonces
4 = detdet A = det(20202100a)= 4a.Luego,a=1

17.- Considera el sistema{x — y + z = 13x — 4y + 2z =— 3
(a) Aflade una ecuacidn lineal al sistema anterior de modo que el sistema resultante sea incompatible.
Resolucién
Le afiado una de las dos ecuaciones que me han dado, pero le cambio el valor del término independiente,
con lo cual al reducirlas por el método de Gauss me queda 0 = nimero distinto de cero lo
cual es absurdo y el sistema es incompatible. Por ejemplo,
{x—y+z=13x -4y +2z2=—3x—-y+2z=0
(b) Si afadimos al sistema dado la ecuaciéon mx + y - z = -1 determina para qué valores del parametro m
el sistema resultante es compatible indeterminado y resuélvelo.
Resolucién
Nos queda el sistema{x — y + z=13x — 4y + 2z =— 3mx + y — z =— 1 . Las matrices de
coeficientes y ampliada son
A=(1 —113 —42m1 —1)yA =1 —1113 —42 —=3m1 —1 —1);detA=4-2m+3+
4m-2-3=2m+2=0&m=-1

Para que el sistema sea compatible indeterminado no puede ser m # -1, porque si ocurre esto seria
detA#0 y rg A= 3 =rg A* = n2de incégnitas. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema
seria compatible determinado, tiene solucidén uUnica.

Param = -1,
A=(1-1113 -42 -3 -11 -1 -1) f3=—f1 1 -1113 —42 —-3) f2-3f1 (1

que corresponde al sistema{x —y +z=1 —y —z=— 6.
Enla 22 ecuaciéon,y = 6 — z;enlal?ecuacion,x =1+ y—-z=14+6 -z —2z =7 — 2z

Llamando z =k, las infinitas soluciones son{x = 7 — 2ky = 6 — kz = k ,conk€R
18.- Una tienda vende una clase de calcetines a 1200 ptas el par. Al llegar las rebajas, durante el primer
mes realiza un 30% de descuento sobre el precio inicial y en el segundo mes un 40% también sobre el
precio inicial. Sabiendo que vende un total de 600 pares de calcetines por 597600 ptas y que en las
rebajas ha vendido la mitad de dicho total, ;a cuantos pares de calcetines se les ha aplicado el descuento
del 40%?

Resolucién
Sean x, y, z el n2 de pares de calcetines sin tanto por ciento de descuento, con 30% y 40% de descuento
respectivamente.
Usando la informacién del enunciado,
{x+y+2z=600y + z=3001200x + 1200. 0,7y + 1200. 0,6z = 597600 .

Operando en la 32 ecuacion queda
{x+y+z=600y+2z=300x+ 0,7y +0,6z=498 =2{x+y+2z=600y + z=30010x + 7y +

La matriz del sistema es
(11160001130010764980) f3 — 10f1 (1116000113000 —3 — 4 — 1020) f3 + 32 (11160001 1

—-6-—
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que corresponde al sistema{x + y + z = 600y + z = 300z = 120 .
Despejando, y=300-z=300-120=180 ;x=600-y-z=600-180-120 =300

Luego, se les ha aplicado el descuento del 40% a 120 pares de calcetines

19.-
(a) Determina segun los valores del pardmetro a cuando tiene solucion el sistema

{ax+Y+Z=0(2ax+(1—0()y+((x—l)zz(xzax+y+a2=2a2
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = («¢11lal —aa — 1lala) y

A*=(oc11(x2a1 —aa — 10(20(10(20(2)

detA=a’-o*+a?-at+a-a+a’-a’+a-a*=-c*+a*=a’(-a+1)=0=2a=0 6 a=1

-Sia#0;a#1,detA#0 y rg A= 3 =rgA* =n?de incdgnitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion tnica.
-Sia=0,detA=0y A=(01101 —1010).Como |111 — 1|=— 2#0,rgA=2.

A'=(011001 —100100)cl=c3=0 (111 —110)=4 » LuegO, I'g A* = I'g A = 2 < 1’19 de 1nCégn1taS
Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Sia=1,4 =(111110011112) f3 - f1(111110010001).

La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 1, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible.
Conclusioén: el sistema so6lo tiene solucion para a # 1.
(b) Resuélvelo cuando sea compatible indeterminado.
Resolucién
Para a = 0 sabemos que es compatible indeterminado y la matriz del sistema es
A=(011001 —100100)
que corresponde al sistema{y + z =0y —z =0y = 0 .Luego,y=z=0.
Llamando x = k, las infinitas solucionesson{x = ky = 0z =0 ,conk€R

20.- Por la abertura A del mecanismo de tubos de la figura se introducen 50 bolas que se deslizan hasta
salir por B. Sabemos que por el tubo W han pasado 10 bolas.

+

(a) Justifica si es posible hallar el nimero de bolas que pasan exactamente por cada uno de los
tubosX, Y y Z.
Resolucién
Sean x, y, z, w el n2 de bolas que han pasado por los tubos X, Y, Z, W, respectivamente.
Usando el dibujo y el enunciado,{w = 10y + z+ w=50x =y +w =2{y +z=40x — y = 10

La matriz del sistemaes A = (011401 — 1010) que corresponde al sistema
{y+z=40x -y =10.

Enla 12 ecuaciény = 40 - z. En la 22 ecuacionx=10+y=10+40-z =50 -z
Llamando z =k, las infinitas soluciones son {x = 50 — ky =40 — kz = k ,conk€N, 0 <k <40.
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Como hay infinitas soluciones, no se puede hallar el n? de bolas que pasan por los tubos X, Y, y Z.

(b) Supongamos que podemos controlar el nimero de bolas que pasan por el tubo Y.
Escribe las expresiones que determinan el nimero de bolas que pasan por los tubos X y Z en funcién de
las que pasan por Y.

Resolucién
Usando el apartado (a) y despejandox y zenelsistema{y + z = 40x — y = 10 obtenemosx =10 +
y, z=40-y

(c) Se sabe un dato nuevo: por Y circulan 3 veces mas bolas que por Z, ;cuantas circulan por X, Yy Z?
Resolucién
Usando el (a) y el nuevo dato llegamos al sistema{y + z = 40x — y = 10y = 3z . Sustituyendoy =
3z en las dos primeras ecuaciones
{3z+2z2=40x —3z=10 2 {z=10x = 3z + 10 = 3.10 + 10 = 40 . Pasan 40,30y 10 bolas
respectivamente
OTROS DEL 1997 (COUI
1.- Dado un nimero real a, considera la matriz A(a) = (cos(a) sen(a) — sen(a) cos(a))
(a) Prueba que A(a) . A(B) = A(a + B) para cualesquiera o, 3 € R.
Resolucién
A(a). A(B) = (coscosa sena — sena coscosa ).(coscos3 sen3 — senf3 coscosf} )=

= (coscosa coscosf3 — senasenf3 coscosafl + senacosf — a coscos3 — cosasenfy — aff + cos

(b) Prueba que [A(«)]" = [A(a)] "} = A(-«) para todo a € R.
Resolucién

det A(a) = cos2a + senZ2a = 1 # 0. Luego, existe

[A(O()]_l = m(ade(a))t = (coscos o sena — sen o COS oS A )t =

= [A(a)]t = (coscosa — senasena coscosa )= (coscos(— a) sen(— a) — sen(— a) coscos (— a) )

2.- Aplicando las propiedades de los determinantes y sabiendo que m y n son nimeros enteros, prueba,
sin necesidad de desarrollarlo, que el determinante siguiente es un multiplo de (m + n)2
2 2 2 2 2 2
|m 2Zmnn n m 2mn2mnn m |
Resolucién

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
|m 2mnn n m 2mn2mnn m | (D :>|m 2Zmnn nom 2Zmnm +n + 2Zmnm +n + 2Zmnm +n +
(1) Sustituimos f3 por 3 + f1 + {2

(2) Usamos que (m + n)* = m? + n* 4+ 2mn y lo sacamos como factor comun de la 32 fila

Por tanto, el determinante es miltiplo de (m + n)~.

3.- Sea M el conjunto de todas las matrices de la forma M(x) = (Zx 0001x001 ) obtenidas al variar x
en el conjunto de los ndmeros reales.
(a) Prueba que, al multiplicar dos matrices de M, el resultado es otra matriz del mismo conjunto M.
Resoluci6n
x+x

M(x). M(x')z(2"0001x001)(2"'0001x'001)=(2"2"'0001x+ x001)=(2"""0001x+ x°0
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(b) Determina, caso de existir, un valor x € R tal que M(2)-M(x) = M(4).
Resolucién

M(2). M(x) = M(4)eM(x + 2) = M(4)=>(2"”0001x +2001)= (2400014001)
Igualando los elementos, x + 2 = 4. Luego, x = 2.
4.- Dado el sistema de ecuaciones que depende de un parametro real A,
{x+3y+7z=A3x — 2y — 12z =1 — 4x + 5y + 23z =— A
(existe algtin valor de A para el que dicho sistema es compatible? Contesta razonadamente
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (1373 — 2 — 12 —4523)y

A =(13703 —2 —121 — 4523 — 1)
det A = -46 + 144 + 105 - 56 + 60 - 207 = 0. Como [133 — 2|=— 11#0,rgA = 2.

En A* el menor
17

1323 =21 —45 —A[=2A—- 12+ 15A - 8A =5+ 9A =181 — 17 = 0= = -

-SiA# 11—;, rg A* =3 #rg A = 2. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible,

no tiene solucion.

1

-SiA=—

7 . .
5 la matriz del sistema es

A=(1371503 —2 —121 - 4523—=1-)18f1 18f3 (1854126173 — 2 — 121 — 7290414 — 17)f1 — 62 3 + 24f2 (066198113 — 2 — 1210421267
1 15

f1:11 f3:7 (061813 —2 —12106181) f3 =f1 (061813 — 2 — 121).Como
|0131]|=— 3#0,rg A* = 2.

Luego, rg A* = rg A = 2 < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

17
18

Conclusion: ParaA = el sistema es compatible (ademas es indeterminado)

5.-
(@) DadalamatrizM = (506 — 2a — 13 — 24), determina los valores de a para los que M tiene
inversa.
Resolucién
detM =20a + 24 -18a-10 =20+ 14 =0 & a = -7. Luego, si a # -7 M tiene inversa.

(b) Halla los valores de o para los que las tres filas de M representan vectores linealmente dependientes,
y para dichos valores, determina el rango de M.

Resolucién
Sabemos del (a) que si a = -7 M no tiene inversay, por tanto, las filas de M representan vectores
linealmente dependientes. En este caso, rg M < 3.

Paraa=-7M =506 —2 —7 —13 —24).Como |50 —2 — 7|=— 35#0,rgM =2.
6.- Sean a, b, c y x nimeros reales.
(a) Prueba, sin desarrollar el determinante, que |[aa + xa + 2xbb + xb + 2xcc + xc + 2x|=0
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(b) Enuncia alguna de las propiedades de los determinantes que utilices en el apartado anterior.
Resolucién

laa + xa + 2xbb + xb + 2xcc +xc + 2x| (1) =|lax2xbx2xcx2x| (2) =0

(1) Sustituimos c2 por c2 - cl y c3 por c3 - cl y el determinante no varia.

(2) c3 =2.c2y el determinante vale 0 por ser una columna proporcional a otra.

(c) Halla, sin desarrollarlo, el valor del siguiente determinante: |[1234567 89 |
Resolucién
Observamos que el determinante dado es el del (a) paraa=1,b=4,c=7yx=1:

11 +11+2.144+14+ 2177+ 17+ 2.1|=1123456789].Por tanto, vale 0.

7.- Dado el sistema que depende de un parametro real a,
fx+ay+z=a+2x+y+az=—20@+1Dax+y+z=a
(a) ¢Para qué valores del parametro a tiene el sistema infinitas soluciones?
(b) ;Paralos valores de a hallados en el apartado anterior, determina las correspondientes soluciones?
(c) Interpreta geométricamente lo obtenido en los apartados anteriores.
Resolucién
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA = (1lalllaall)y
A=lala+211la — 2@+ 1alla)
detA=1+4+a’+1-a-a-a=a’-3a+ 2=0.Factoricemos usando la regla de Ruffini:

1 111011 -31-2 2 -20 .Nosqueda(a-1)(a®+a-2)=0,dedondea=1 6 a*>4+a-2=0

qomECT s 1o ; detA=(a-1)*(a+2)

21 2

-Sia#1;a#-2,detA#0 y rg A= 3 =rg A* = n?de incognitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene soluciéon tnica.

Las ecuaciones corresponden a tres planos que se cortan en un solo punto, la solucion del sistema.
Vamos a usar la regla de Cramer para resolverlo:
Ax=(a +2al —2(a+1)1laall) Ay=(1a +211 —2(a+ 1)aaal)

AZ=(1aa+211 —2(a+1)ala)
detA,=a+2+a’-2a-2-a-a*-2a+2a°+2a=a’+a*-2a=a@+a-2)=aa-1)(a+2)
detAy=—2a—2+a3+2a2+a+2a2+2a—a2—a—2=a3+3a2—4
Factoricemos usando lareglade Ruffini: 1 1 1 1 314 044 — 440 .Nosqueda(a-1)(@®+
4a+4)=(a-1)(a+2)%
detA,=a-2a*-2a® +a+2-a*-2a-a*+2a+2=-2a°-4a+2a+4=-2(%+2a°-a-2)

Factoricemos usando lareglade Ruffini: 1 111 213 — 132 — 220 .Queda(a-1)(a*+ 3a+
2)
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—34-/9-41. -3+ ‘)
a=—% 291 rl2 32—1 a=—1a=-2; detAZ=(a—1)2(a+2)(a+ 1). La solucidn del
sistema es
‘= A, a@-D@+2 _ _a A G-D@+2® _ a+t2

- detdet A - (a—l)z(a+2) - a—1 "' y T detdetA (a—l)z(a+2) ~ a—-1"

A 2

_ z _ (a=-1D)(@+2)(a+1) _

z= detdet A - (a—l)z(a+2) =a + 1

-Sia=-2,detA=0y A=(1 —-2111 -2 —211).Como |1 —211|=3#0,rgA=2.

A=(1 —21011 —22 =211 —2) f2—f1f3+2f1 (1 —21003 —320 —33 —2) f3—f2 (1 —21003 — 32).

Como |1 — 203 |= 3#0,rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incognitas. Por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Interpretacidon geométrica: tres planos que se cortan en una recta

La matriz del sistema es equivalentea (1 — 21003 — 3 2) que corresponde al sistema
{x —2y+z=03y —3z=2.

.. 2+ 3z .. 2+ 3z 4 + 3z
De la 22 ecuacion, y = — dela 12 ecuacion, x =2y -z = ZT —z=—
4+ 3k 243k

——— 2z =k ,conk€eR

Llamando z = k, las infinitas soluciones son {x = ——y = —

- Si a = 1 la matriz del sistema es
A=(1113111 —-41111) f3—-f1 (1113111 —4000 — 2)

La 32 fila corresponde a la ecuacién 0 = -2, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible

AlserrgA =rg(111111111)=rg(111)= 1yalserlostérminos independientes distintos
tenemos tres planos paralelos y distintos.

8.- Considera el sistema que depende de un parametro real k:

{3x +5y +kz=25x+3y + kz=2kx + 5y + 3z=2

(a) Estudialo segun los valores del parametro k.

(b) Interpreta geométricamente el sistema en cada uno de los casos obtenidos en el apartado (a).
Resolucién

Las matrices de coeficientes y ampliadason A = (35k53kk53) yA*: (35k253k2k532)
det A = 27 4 5k* 4+ 25k - 3k* - 15k - 75 = 2k* 4+ 10k - 48 = 2(k* + 5k-24) =0

k= —511/252—.14.1,(—24) _ —52111 k=3k=8

-Sik#3yk+#-8,detA#0 y rg A= 3 =rgA* = n?de incdgnitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

Las ecuaciones corresponden a tres planos que se cortan en un solo punto, la solucién del sistema.
-Sik=3,detA=0y A=(353533353).Como |3553|=— 16#0,rgA=2.

A =(353253323532) f1=/3 (35325332) 5f1—3f2 (353201664) f2:2 (35320832).
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Como |3508|= 24+0, rg A* = 2. Luego, rg A* =rg A = 2 < n? de incégnitas.
Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Interpretacidon geométrica: el primer y tercer plano son coincidentes y el otro plano los corta

- Si k = -8, la matriz del sistema es

(35 —8253 — 82 —8532) 5f1 — 3f2 8f1 + 3f3 (35 — 82016 — 164055 — 5522) f2:4 f3:11 (35 — 8204 — 4105 — 52) 4f3 — 5£2
La 32 fila corresponde a la ecuacion 0 = 3, que es incompatible. Luego, el sistema es incompatible
Geométricamente, como los planos son secantes dos a dos se cortarian formando un prisma.

(c) Resuélvelo para k = 1.

Resolucién
Si k=1, sabemos que el sistema tiene solucion unica y la matriz del sistema es

(351253121532) 5f1 — 3f2 3f3 — f1 (35120162401084) 4f2 — f3 (351205401201084) f2:6 f3:2 (351209020542)

que corresponde al sistema {3x + 5y + z = 29y = 25y + 4z =2 ;y = % ;

2
Z_2—5y_2—57_2
- 4 - 4 9
2 2
x = 2=z P T 2 Lasoluciénesx = y = z = —
- 3 - 3 9 =Y=Z=7

9.- Dadas las matrices4A = (1 — 4113 -2 -120),B=(0 -1 -1 -112 —101) e
[=(100010001)
(a) Estudia si existe y, si es asi, calcula la inversa de A.
Resolucién
detA=-8+2+4+3+4=1=+*0.Luego, existe

! ———(adj A) =—(425212537) = (425213527)

A = detdet A

(b) Estudia si existe y, si es asi, calcula la inversa de B.
Resolucién det B =2-1- 1= 0. Luego, NO existe B

(c) Determina una matriz X que verifique (2A + I)B = B + AXA.
Resolucién
Restamos B en ambos miembros:

(2A+1)B-B=AXA= (2A+)B-IB = AXA = AXA = (2A + 1 - I)B = 2AB

Multiplicamos por A™%, por la izquierda y por la derecha, en los dos miembros:
AT'AXAAT = IXI=AT2ABA = 2A'ABA' = 2IBA' =2BA™" = X=2BA™"
X=20-1-1-112 -101)(425213527)=2(—-7 —3 —108312102)=(—14 — 6 —
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