SciencesPo

Mathématiques Appliquées aux Sciences Humaines et Sociales
Séances 11 et 12

FONCTION DE DEUX VARIABLES

Exercice 1
1. Donner les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions suivantes.
3 2 2 3
2
afy) =225 b fGy) =S +Scfoy)=rydfsy)=xy +yx+y+3x— lef(xy)=Kx'y’
2. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes.
2 3
2 2 3
a. f(x;y)=%+%b. fOgy)=Axyc fOsy)=xy+yx+vy+3x—1d. f(x;y)=2x"y°®
Solution
1.a af (x;y) — (3x2y+2xy)(x+y)—(x3y+x2y) — 2xgy+x2y+3x2yz+2xy2 — xy(2x2+x+3xy+2y)
o e+’ )’ @)’
af (x;y) _ (x3+x2)(x+y)—(x3y+x2y) — X’ — x3(x+1)
24 )’ @)’ )’
1 p 2L Ly 9fGey) _ x 1
T ox Ty e dy - yz x
1. c. aﬂx;xz — :/i 6ng;z] — X
ox 2x 0y 2y
f(xy) _ ofsy) _ 2
1.d.%—2xy+y+3%—x +x+ 1
OfGiy) _ 2. "5 5 o) _ 3,5 "%
Iy) 2 S5 Xy 2 5
le—7F~==—Kx "y oy =—-Kx'y
0 q LrGy) _ 2y fGey) _ 2 Gy 1 15 o, Ofey Ay iy ok ey 1
. a. 6x2 x3 6y2 y3 dxdy yz xz . D. 0x2 4x \/; 6y2 4y \/; dxdy 4 \/E
Exercice 2

Soit la fonction f définie sur R’ par
frosy)—fly)= X+ 2x + y2 + 3y

1. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre

2 de cette fonction.

2. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de cette fonction.

3. Ce point critique est-il un extremum local ? Maximum
local ? Minimum local ? z
Solution

1. Je détermine les dérivées partielles d’ordre 1 et
d’ordre 2 de f.

L = x4 2 L2 = 2y + 3

2. Les points critiques (x; y) de cette fonction vérifient
ofCy) _ Ay _
dx dy

3

ce quin'est vérifié que pour x =— letpoury =— -3

2.

C.



z=f(— 1;—%):(— 1D’ + 2x(— 1)+(—%)2+ 3x(——)= 1-2+—2-3x>=-21

Le seul point critique est donc (— 1; - %; - 14—3)

r=fay)=2t=f(xy)=2s=f (6y) =0

3.7t —s =2x2 —-0"=4>0etr >0

f(— 1; - %) est donc un minimum absolu.

Autre méthode

2
f(x;y)=x2+2x+y2+3y=x2+2x+1+y2+3y +%—17‘3’=(x+1)2+(y+%) —%

Donc, pour tout couple (x; y) € RZ,

fooy= - 4=

f(x; y) est donc minimal pour (x;y) = (_ 1;— %)

Exercice 3

Soit la fonction f définie sur R par
f(x;y):4x2— 4xy +y2+ 4x — 2y — 8

1. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de cette fonction.

2. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de cette fonction.

Solution

1. Je détermine les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de cette fonction.

2 2 2
LW = gx —ay + 4 = ax p 2y — 2 =SB0 =g = HIED = g = SO0 = g
X

0x 6}/

2. Les points critiques (x; y) de cette fonction vérifient
OfCay) _ 9ftsy) _

ax dy

Ce qui équivaut au systéme suivant :
S{8x — 4y + 4 = 0L) —4x+2y—-2=0(,)

On remarque que les deux équations sont liées iig
L =— 2L 200
L 2 175
150
Le systéme admet donc une infinité de solutions. z 1(2)3
O)ey=2x+1 75 |
50 |
N

Tous les points de la forme (x; 2x + 1; — 9) ou x est un nombre réel
sont donc des points critiques. En effet,

Foo2x + 1) =4x — 4x2x + )+ @x + 1)° + 4x — 2(2x + 1) — 8
Fo2x + 1) =4x — 8 —4x +4x + 4x + 1 + 4x — 4x — 2 — 8

f(x2x +1)=—9



Remarque
rt—s =8x2—(—4)°=16 - 16 =0

: : . : . 2
On ne peut donc pas conclure directement sur la nature des points critiques. Cela dit, soit (x; y) € R,

f(x;y)=4x2—4xy+y2+4x—2y—8=(2x+1—y)2—9

On remarque ainsi que
f;y)= —9

Et que cette valeur est atteinte pour chaque point critique
fo2x+ D=@x+1—- 2x+ 1) =9 =—09

On en déduit que les points critiques sont des minima absolus.

Exercice 4

On définit la fonction Q de production micro-économique d’une entreprise par
1 2

Q(K;L)=2K°L°

pour laquelle K est le capital et L le travail.

1. Calculer les productivités marginales de travail et de capital.
2. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de cette fonction.
Solution

1. Je calcule les productivités marginales de travail et de

capital
1 4

3
0QUGL) 4 5,75 QUKL 2 4, 5
aL _5KL K _5K L

2
5

2. Les points critiques (K; L) de cette fonction vérifient
20(K:L) _ 00K _

L 0K

2
a

ne convergent pas simultanément en (0; 0). Donc Q n'admet

aucun point critique.

Ceci n'est possible que si K et L tendent vers 0. Or, _% et%%

Exercice 5 (Galop d’essai, Nancy, 2011)
On considere la fonction f définie pour tout x€R et tout yER par f(x; y) = 2" + 3y2 +2x —y+1

1. Calculer les dérivées partielles —ZXL et —35

2. En déduire les coordonnées de l'unique point critique G.

2 2 2
(e s . a i a
3. Calculer les dérivées partielles secondes 7%, FZL et Ea%
X" dy

4. En déduire la nature du point critique G.
Solution

1. Je calcule les dérivées partielles _ng et —gyL
of(xy) _ of(xy) _ _
o = 4x + 2 = 6y — 1

2.]’en déduis les coordonnées de I'unique point critique G de coordonnées (x; y; f (x; y)) vérifiant

of(y) _ 0f(xy) _ 0
ox — ay

Ce qui équivaut au systéme suivant



(){4x +2=0(L)6y —1=0(L)

dont l'unique solution est (— %; %)

f(—i-i)=2(—i)2+ 3(%)2+ 2><(—i)—%+ l=a+t-1-LT+1=222_2

276 2 2 T >
Donc G a pour coordonnées (— —; —; =
P 2767 12
2 2 2
STivé j of Oof af
3. Je calcule les dérivées partielles secondes —, —5 et ———
0x dy xdy

2 2 2
oL - 0 gy gy = 4= TN _ Doy )= 65 = LN _ 26y — 1)= 0

N ax’ yz dxdy

4. J’en déduis la nature du point critique G.

rt—s = 4x6 —0° =24 > 0etr = 4 > 0
Donc G est un minimum.

Exercice 6 (Galop d’essai 2011)
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. On considere la fonction f définie sur R’ par f: (o y)—f(xy) = y2 + xy + 1, alors
Of ) =
%3y (xy)= ..

Al B2 c3 D4

En effet, soit (x; y) € RZ,

@y _ O N
ox _yaxay(x’y)_l

2. La fonction f définie sur R par

f(x;y)=x2+ 2xy +y2+ X

admet...

A aucun point critique.

B un unique point critique.
C deux points critiques.

D plus que 2 points critiques.

En effet, soit (x; y) € RZ,

OfGey) Of(ey) _
o 2xt+2y+1 2 = 2x + 2y

J J ' A
_85 et _6yL ne peuvent donc pass annuler en méme temps.

3. La fonction f définie sur R par

f(x;y)=x2— 6xy+8y2+ 2x — 2y + 2



admet un point critique...
Aen (— 2;5;252) B en (5;— 2;133) C en(5;2;5) D en aucun point.

En effet, soit (x; y) € RZ,

SHE = 2x — 6y + 22 —— 6x + 16y — 2

af (x; of (x;
fg;w = fg;y) = 0=(){2x —6y +2=0(L) — 6x + 16y — 2 = 0(L))

16x — 48y + 16 = 0(8L ) 6x — 18y + 6 = 0(3L ) — 18x + 48y — 6 = 0 (3L,) — 6x + 16y — 2 = 0 (L)) — 2x -

Donc
Se{—2x+10=0 (8L1 + 3L2) —2y+4=0 (3L1 + LZ)

(S)={x =5y =2

Z2=f(52)=5 — 6X5%2 + 8x2° + 2X5 — 2x2 + 2 =25 —-60 + 32 + 10 —4 + 2 =5

Donc (5; 2; 5) est le seul point critique de f.

Exercice 7 (examen 2011)

Soit la fonction f définie sur R par
5 2 2
fry)—=fy)=5x +3xy + x+y
. A Fi Sf (.. — O (. —
alors le couple (xo, yo) vérifiant - (xo, yo) =0et 2 (xo, yo) = Oest

AB;2)B (—2:3) € (0;2) D(1;— 3)

En effet, soit (x; y) € RZ,
f(sy) _ of(sy) _
o =o5x+3y+1 % = 3x + 2y

of(xy) _ Of(sy) _ _ _
e =T = 0e(){5x + 3y + 1= 0(L)3x + 2y = 0(L,)

10x+6y+2=0(2L1) —15x — 9y — 3 =0(— 3L1)—9x—6y=0(— 3L2)15x+10y=0(5L2)x+2=0y

Donc
Oe{x+ 2 = 0(2L1 — 3L2)y - 3=0(- 3L1 + 5L2)

S)eofx=—2y =3



