PAU — MATEMATICAS Il - ALGEBRA — ANDALUCIA — MODELOS DE 2020 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiiez Nogales

1.-Considerad =(1111abcl14),B=(111)y C=(321).
Determina a, b y ¢, sabiendo que AB = C y la matriz A tiene rango 2.
Resolucién
SiAB=C=>
(1111labcl14).(111)=B21)>1+1+11+a+bc+1+4)=CB21)>B1+a+bc+5

Obtenemos{a + b = 1c =— 4.

Como rg A = 2, debe ser det A = 0. Hallamos det A usando la regla de Sarrus:
detA=4a+bc+1-ac-4-b.Alserc=-4,detA=4a-4b+1+4+4a-4-b=8a-5b-3=0

Nos queda el sistema{a + b =1 .5 —-8a — 5b =3{5a + 5b =58a — 5b = 3.

. 8 . .,
Sumando las ecuaciones, 13a=8,a = T Sustituyendo en la 12 ecuacién

1
8 . _ . _ 8 _ 5
F-l'b_l_)b_l 13 13

Por tanto, a = = =0

2.- Siendo A un nimero real, considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas {x + Ay = 22x + 4y = 1Ax + y = 2A. Discutelo seguin los valores de A y resuélvelo
cuando sea posible.

Resolucién

matriz de coeficientes: A = (1124 A 1); matriz ampliada: A = (1A2241A120)
detdet (A)=8A+X +4 -8 -4 - 1=—3"+3=00A=11=—1

Sid#1,A+#-1 =>{rg(A*) = 3, porque det det A %0 rg(A) < 3, porque A tiene sblo 2 columnas
Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A*) # rg(A): Sistema incompatible (no tiene solucién)

SiA=1,A=(112411),rg(A) =2,porqueelmenor|1124|= 2+#0
A=(112241112) F, =

eliminamos F3 y rg(A*) =71rg(112241)= 2,pueselmenor|1124|= 2+#0

Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = rg(A*) = 2 = n2 de incégnitas, SCD (tiene solucién tnica)
Matriz del sistema:(112241112) f3 = f1 (112241) f2 —2f1(11202 — 3)

Nosqueda{x + y = 22y =— 3=y =%,x +%= 2=x = 2 +%,x = %.Lasoluci()nes

X =Y =

Sir=-1,A=(1 —-124 —-11), rg(A)= 2, porqueelmenor |l — 124 |= 6%#0

A=(1 —-12241 —11 - 2);

como F, =— F1, rg(A*): rg(l1 —12241)=2,porque|l — 124]|= 6%0

Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = rg(A* ) = 2 = n? de incognitas, SCD (tiene solucion tnica)

Matriz del sistema:
(1 —12241 —11 —2)f3=—f2(1 —12241) f2—-2f1 (1 —1206 — 3)
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Nosqueda{x — y = 26y =— 3=y =%,x ———=2-x=2 —%,x =%.Lasoluci(')nes

2
-3 , =1
XY= =7

: : . 2
3.- Considera el sistema de ecuaciones{ax + y + z=1x+ay+z=ax +y +az=a
a) Discutelo segun los valores de a.
Resolucién

matriz de coeficientes:A = (alllallla); matrizampliada:A*z(a1111a1a11aa2)
detdet(A)=a3+1+1—a—a—a=a3—3a+2=0: 10 — 321111 -2 11 —20=(a —

a—1=0->a=1 6 a2+a—2=0=>a=1,a=—2

Sia#1la+#-2

= {rg(A) = 3 porque detdet A #0 rg(A*) = 3 porque A contiene a A y no puede ser 4 pues solo tiene 3 filc
Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A*) = rg(A) = n? de incdgnitas, SCD (tiene solucion tnica)

a=1,A=(111111111),rg(4d) =rg(111)=1;

A=(111111111111),rg(4d) =rg(1111)=1
Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = rg(A*) = 1 < n? de incognitas. Es un SCI (tiene infinitas
soluciones)

Sia=-2A=(—-2111 —-2111 - 2),rg(A) = 2,porquedet A =0 y el menor
|[—211 — 2|= 3+#0

A=(—21111 -21 =211 - 24).
Como|111 — 21 —21 —24|=4-24+44-1-4+8=9+#0, rg(4) =3
Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = 2, rg(A*) = 3 = rg(A) # rg(A*). Es un SI(no tiene solucion)
b) Resuelve, si es posible, el sistema paraa=1ya=-2.

Resolucién

- Para a = 1, hemos visto en el a) que el sistema tiene infinitas soluciones. El sistema en este caso queda
reducido a una ecuacién con 3 incégnitas: x + y + z = 1. Tomando,y = A, z=|,setienex=1-A-p

Luego, las infinitas soluciones son{x = 1 — A — py = Az = p, con A, p € R. Las infinitas soluciones se
corresponden con los puntos de un plano en el espacio.

- Para a = -2, hemos visto en el a) que el sistema no tiene solucion.

4.- Considera la matrizA = (— Ao _ BB )

2 2 2 2
a) Calcula A*” y A™.
Resolucién

e e e R R el

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
-2

A3=A2A=(_1 3 —\3 -1 )(—1 —3 3 —21 ):(1001)21
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Como37=312+1, A37=A3'12+1=(A3)12.A1=112.A=I.A=A=(_21 _f \ZE —21)

Como41=3.13+2, AY" =A*P 2= (AHP A =10 A*=1A" =7 &+

b) Halla el determinante de la matriz 3A52(At)4, donde A' es la matriz traspuesta de A.
Resolucién

| =L =3 B -1 |__t , 3 _

[ 2 2 2 2 |T =1

Hallemos primero detdet A =

Usando propiedades de los determinantes y teniendo en cuenta que A es una matriz cuadrada de
orden 2, se tiene: |3A°*(AY?*|= 3%|A|A|* = 9]AP* =9.1°° =9
5.-Considerad =(211101), B=(10 —1m11), X=(xyz) y C=2 —23)
a) Determina los valores de m para los que AB no tiene inversa.
Resoluci6n
AB=(211101)(10 -1m11)=2.1+1.(—-1)+1120+1m+1.11.1+0.(—1)+1.11.0 A
AB no tiene inversa <> det(AB) =0 2.1-2(m+1)=0-2m=0=>m=0
b) Determina los valores de m para los que BA no tiene inversa.
Resolucién

BA=(10 —1m11)(211101)=(1.2+0.11.1 +0.01.1 + 0.1 — 1.2 + m.1 — 1.1 + m.0 — 1.

BA no tiene inversa & det(BA) = 0.

det(BA) = 2.(-1).2 + 3.1.(m - 1) + 1.1.(m - 2) - 1.(-1).3 - 2.1.(m - 2) - 2.1.(m - 1) =

=-44+3m-3+m-2+3-2m+4-2m+2=0

Luego, BA no tiene inversa para ningun valor de m porque su determinante vale 0

c) Param = 0, resuelve, si es posible, el sistema dado por BAX = C y halla una solucién en la
quex+y+z=0.
Resolucién
m=0 BAX=(Co211 -2 -1 —-1312)xyz)=2 —-23)e{2x+y+2z2=2 —2x—y — z =

Sirestamos 22ec. - 12ec.nosqueda{2x + y + z=2x+z=1-x=1 -z

Sustituyendo en la 12 ecuacion, 2(1 — z) + y + z =222 —z + y =22y =z
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Llamando z = A, las infinitas soluciones del sistemason{x = 1 — Ay = Az = A, que se corresponden
con los puntos de una recta.

Siunasolucioncumple x + y + z =021 —-A 4+ A+ A =0=A=-1
Por tanto, la soluciénes{x =1 - (- 1)y=—1z=—1={x=2y=—1z=-1

6.- Considera las matrices A = (1112)y B=(2120)
a) Sabiendo que una matriz X verifica que X>AX = B?, halla los posibles valores de su determinante.
Resolucién

|X®AX| = |B?|. Usando propiedades de los determinantes, |X|3|A||X| = |B|?
Como|A|=12-11=1y [B|=20-21=-2>|X["1= (=2’ =43|X| = + 4= +/2° = +-2

b) Determina, si existe, una matriz Y que verifique A’YBl = A.
Resolucién

Para despejar Y hay que multiplicar los dos miembros de la ecuacion por la izquierda por (AZ)_1 y por la
derecha por B. Para ello, es necesario que exista (A%)™

A=(112)0112)=335).[4]=1 ;)" = Aati2335) =5 -3 - 32 =5 - 3 - 32)

(AH(AYYBHB = (A)'AB=1.Y.1=Y = (A%)'AB
Luego,Y = (5 —3 —32)(1112)(2120)=(2 —1 —11)(2120)=(220 — 1)

7.- (prueba extraordinaria) Considera el sistema de ecuaciones dado por AX = B
conA=(1-21m4 —-20m+2 —3),X=(xyz), B=(22m1)
a) Discute el sistema segtin los valores de m.
Resolucién
matriz de coeficientes:4A = (1 — 21m4 — 20m + 2 — 3); matriz ampliada:

A=(1—-212m4 —22mOm+2 —31)
detdet (A) =— 12 +m2+2m+2m+4—6m=m2—2m—8=0:m=zzi6:m=4m=—2

Sim#4, m#*-2
= {rg(A) = 3 porquedetdet A+#0rg(A) = 3 porque A contiene a A y no puede ser 4 pues sblo tiene 3 filc

Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A*) = rg(A) = n? de incégnitas: SCD (solucién tinica)

Sim =14,

A=(1 —2144 — 206 — 3),rg(A) = 2,porquedetdet A = Oyelmenor|l — 244 |= 12+0
A=(1 —-21244 —2806 —31).Como2ic =— 2.3%,rg(A)=rg(1124 — 280 —31)=3,
pues su determ. es # 0

Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = 2 # rg(A*) = 3 = Es un SI (no tiene solucién)

Sim=-2,
A=1 —-—21 —-24 —200 —3),rg(A)= 2,porquedetdet A = 0yelmenor|4 — 20 — 3|=— 12+#0
A= -212 —24 =2 — 400 —31); 2f =— 2.12f,rg(4) = rg1 - 21200 -31)=2PUES |1 2 —31 | = 7%0

Por el teorema de Rouché-Frobenius, rg(A) = rg(A*) = 2 < n? incégnitas, SCI (tiene infinitas soluciones)
b) Para m = -2, ;existe alguna solucion con z = 0?7 En caso afirmativo, calctlala. En caso negativo,
justifica la respuesta.
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Resolucién

Sim=—2,A*=(1 - 212 —24 -2 —400 —31) f2=—2f1(1 —-21200 —31).El
sistema queda asi

{x—2y+z=2 —3z=1=z = % Luego, todas las infinitas soluciones tienen z = % Imposible

que haya

alguna soluciéon conz =0

8.- (prueba extraordinaria) Considerad = (123002011)y X =(xyz)
a) Halla los valores de A tales que | A - Al | = 0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
Resolucién
detdet (A — Al) = detdet[(123002011)—2A(100010001)] = detdet(1 —A230 —A2011 —

Desarrollando por la 12columna:
(1 —Ndetdet (—A211—2) =1 -NEA+X=-2)=1 -NA -1 -2)

1+£3

Luego, detdet (A — Al) = 01 —A =0 = 11— A — 2 = 0=A = SA=21=—1

b) Para A = 1, resuelve el sistema dado por (A - A)X = 0. ;Existe alguna solucién tal que z = 1?
En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta.
Resolucién
El sistemaseria, (0230 —12010)(xyz)=(000), que esun SCI, porque es homogéneo y el
determinante de la matriz de coeficientes es 0. Lo resolvemos:
{2y +3z2=0 —y+2z=0y=0=x=k,y=0,z=0,conkeR

No existe ninguna solucion tal que z = 1 porque en todas las soluciones z = 0

9.- Considera el sistema de ecuaciones{— my + z = 15x + 2y + mz = 0my + (m — 3)z =— 3
a) Discute el sistema en funcién de m.

Resolucién
Matriz de coeficientes: A = (0 — m152m0mm — 3); Matriz ampliada:

A =0 -m1152m00mm — 3 — 3)
detA=5m+5m(m-3)=5m(l+m-3)=5m(m-2)=0&m=0 6 m=2

-Sim#0,m# 2,det A+ 0,luegorg A =3y rgA* también es 3 porque A* contiene a la matriz A y A* s6lo
tiene 3 filas.

Como rg A = rg A* = n? de incégnitas por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
determinado (tiene solucién Unica).

-Sim=0,A=(00152000 — 3),rgA=2porquedetA=0yelmenor|0120|=— 2#0

A*=(0011520000 — 3 — 3).Como 3°f =-3.1%f rgA*=rg(00115200)=2porque
[0120|=— 2#0

Como rg A =rg A* = 2 < n? de incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado (tiene infinitas soluciones).

-Sim=2,A=(0 —2152202 — 1), rgA=2porquedetA=0y elmenor|5202|= 10+#0
—-5—
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A*=(0 —211522002 —1 — 3),rgA*=3porqueelmenor|0115200 — 1 — 3|= 10«+0

Como rg A = 2 # rg A* = 3, por Rouché-Frobenius el sistema es incompatible (no tiene solucion).

b) Para m = 0, resuelve el sistema. Calcula, si es posible, una solucién en la que y = 5.
Resolucién
La matriz del sistema queda reducida, en este caso alamatriz (00115200).

=2y

Elsistemaes, {z = 15x + 2y = 0.Despejando, x = —

—2)
5

Llamando y = A las infinitas soluciones del sistema son {x = y=Az=1,conA€ER

_i,s y=52=1 =>{x=_2y=52=1,queesla

Siy =5, entonces A = 5. Sustituyendo, {x =

solucion que se pide.

10.- Considerad =(1 —1mm2 —3m—-104),B=(5 —-12)yC=(310)

a) Determina los valores de m para los que la ecuacion AX + B = C tiene solucién unica.
Resolucién

AX + B = C restando B enlos dos miembros —-AX = C — B.

Para que la ecuacién tenga solucién tnica debe existir A™. Porque si existe, multiplicando por A™ por la
izquierda en los dos miembros quedaria despejada X:

AX=C—-B . A 'porlaizda —»A'AX=1X=X=A4 '(C — B)
Para que exista A~ debe ser det A # 0. Pero detA=8+4 3(m-1) - 2m(m - 1) + 4m =

=8+3m—3—2m2+2m+4m=—2m2+9m+5=0<:>m=%i;11:>m=%m= 5.

Luego debe ser mi%, m#5

b) Para m = 0, halla X tal que AX + B = C.
Resolucién
Param=0,A=(1 —1002 —3 —104),detA=8-3=5=0 (existe A™")

AX=C—-B . A 'porlaizda —A'AX =A"(C — B)»IX =A"(C — B)»X =A '(C — B)

m.c(A) =(]2 —304|]0 —3 — 14|02 —10||-1004[]|10 —14||]1 —1 —10|]-102 — 3|

-1 1 . t -1 1
A = —oadj(4) . Luego, A =—(843343212)

X=A"(C-B)=—+(843343212)[(310)— (5 — 12)]=—(843343212)(- 22 — 2)=—(—

_(-14 -4 -6
X_(s 5 5)

11.- (prueba ordinaria) ConsideralamatrizA = (1 —1m + 201m + 1mo05)
a) Estudia el rango de A segun los valores de m.

—-6-—
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Resolucién
detA=5-m(m+1)-mm+2)=5-m’°-m-m? -2m=-2m* -3m+5=0

detdet A = 0&m = 3_i7 >m =

- Si mi_TS, m#1,detA+#0,luegorgA=3

3 -5 -5 -5 -5 —
—Slm=T,A=(1 ~1=>+201=2+ 1705)=(1 —1
2,puesdetA=0y |1 —101|= 120

05); rgA =

—Sim=1A=(1 —13012105)=rgA=2porquedetA=0 y elmenor|l — 101 |= 1+0

b) Para m = 2, calcula la inversa de 2020A.
Resoluciéon

Param = 2,A = (1 — 14013205),detA=5—6—8=—9¢0.Luego,existeA"1.

1 -1 _ 1 1 -1
A” = 2020. A

Como 2020A. 5070 5070

_AA_l = 1.1 = I, resulta que (20201‘1)_1 =

Hallemos A™":
m.c(A) =(|1305||0325]||0120||—1405||1425||1 —120||-1413||1403]||1 —101]|)=

-1 1 . t -1 1 -1
A =mad](A).Luego,A 27(55 —-76 —3 -3 —2 —Zl)ZT(SS —-76 —3 -3 -2 —21)
Por tanto,
(20204) '=—2— A== =155 —76 -3 -3 -2 —21)=———(55 —76 —3 —3 — 2
2020 2020 9 18180
_ —1 —1 7 —1 1 1 1 1 —1
- 3636 3636 18180 3030 6060 6060 9090 9090 18180

12.- (prueba ordinaria) Considerad = (111101414), B=(a2a3a)y X =(xyz)
a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores de a.
Resolucién

Matriz de coeficientes: A = (1111014 14)ylamatrizampliada: A = (111a1012a4143a)

detA=4+1- 4-1=0.Luego, rgA=2porquedetA=0,yelmenor|1110|=— 1+0

ParaA*=(111a1012a4143a),e1menor|11a012a143a|=3a+2a—a—83=—4a.Luego,—4a
=0<a=0.

-Sia # 0, rg A* = 3 porque tiene un menor de orden 3 de determinante no nulo.

Como rg A* = 3 #rg A = 2 por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible (no tiene
solucion).

Sia=0,4 =(111010104140),rgA*=7rg(111101414)=rgA = 2

Como rg A =rg A* = 2 < n? de incégnitas por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado (tiene infinitas soluciones).

b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucion en la

quey +z=4.
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Resoluciéon
Para a = 0, la matriz del sistema es

A*=(111010104140)f2 —f1f3 —-4f1(11100 — 1000 —300) einamos f3 por ser propo
Nos quedaelsistemaf{x + y +z=0 —y =0=y = 0,x =— z

Si llamamos z = A, las infinitas soluciones son: x =-A,y =0,z = A, con A € R.
Para la 22 parte del ejercicio,siy+z=4=>0+A=4=>A=4.

Luego, la soluciéon seriax=-4,y=0,z=4



