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1990
1.- Demostrar que la ecuacién x° — 3x + b = 0 tiene como maximo una raiz en [-1, 1]. ;Para qué valores
de b hay exactamente una raiz de dicha ecuacién en dicho intervalo?
Resolucién
Para la primera parte vamos a usar el teorema de Rolle, que dice si f es continua en [a, b], derivable
en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.

Supongamos que hubiese 2 raices, m y n, entonces f(m ) = f(n) = 0.

Aplicamos el teorema de Rolle a f(x) = x> —3x + b en el intervalo [m, n].

Al ser f una funcién polinémica cumple las hipétesis del teorema y f'(x) = 3x* — 3.

Luego, existirfa un ¢ € (m, n), tal que f'(c) = 0. 0 sea, 3c*—3 = 0y, por tanto,c =1 6 ¢ =—1. Lo cual es
imposible porser-1<m<c<n<1

Como en [-1, 1] resulta que f'(x) = 3x*— 3 < 0, f es decreciente en [-1, 1].

Vamos a usar teorema de Bolzano, que dice: Si f es continua en [a, b], y cambia de signo en los extremos
de dicho intervalo entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f(c) = 0.

En este caso, f(x) = x°—3x—1 y [a, b] =[-1, 1] . Se cumple:
f(-1) = (-1)*-3(-1)+b=b+2 y f(1)=1*-31+b=b-2

Al ser f decreciente en [—1, 1], para que halla exactamente una raizdebeserb+2>0yb—-2<0
O sea,debeser—-2<b <2

2.- Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x° — 3x* 4 2 en su punto de inflexién.
Resoluci6n

Seaf(x) =x>—3x*+2, f(x) =3x°— 6%, f'(x)=6x-6=0=x=1
Six<1,f"(x) <0 (fconcava) ysix > 1, f(x) > 0 (f convexa). Luego, para x = 1 hay un punto de

inflexion.

La ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto A(X,, f(x,))
esrtg:y = f'(x0) (X - Xo) + f(Xo). En este caso, x, =1 ; f’(xo) = f'(1)=3. 1°—6.1=—23

f(x,)= f)=1"-3.1"+2=0.Larectatangenteesrtg:y =— 3(x — 1)+ 0 ; rtg:y = 3 — 3x

3 2
x —2x +x—1
3.- Calcularfz—dx
x —3x+2

Resolucién

3 2
—2x +x—1 . .,
I = f =7 dx . Hallando la forma mixta de la fraccién obtenemos,

2
x —3x+2
X -2 +x—1 2x — 3 2

——————=x+ 1 +———;0bservamosquex — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2)
x —3x+2 x —3x+2
. . . 2x-3 2x—3 A B
Descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples: —; = =
¥ —3x+2 (x—1)(x—-2) x—1 x—2

Multiplicando los dos miembros por (x - 1)(x — 2), tenemos 2x—3 =A(x-2) + B(x—1).
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Para x = 1, sustituyendo, —1 = —A, de donde A = 1; Para x = 2, sustituyendo, 1 =B

2

1=f(x+ 1+——+ xiz)dxz +x+Inlnjx— 1 +Inlnfx - 2| + k

[2
4.- Determinar a para que se verifique lim ( x +ax +1 — x) =2

X — 00
Resolucién
2 (\/x2+ax+1 —x)(\/x2+ax+1 +x) a4l
2 = lim(\/x +ax+1—x)= lim = lim
X X = Vi +ax+1 +x x=>® A bax+1 +x
c s . . a+%* a
Dividimos numerador y denominador entre xy queda 2 = lim 1 = —-.Luego,a=+4
X =00 1+ %2+ +1

5.- Considerar la funcién f(x) = {x3, si0<x<17x — 6, sil < x<2 ;Cumple esta funcidn las hipdtesis

del teorema del valor medio de Lagrange? ;Existe algin punto c del [0, 2] tal que f(2) — f(0) = 2f '(c)?
Resolucién

El teorema del valor medio de Lagrange dice: Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b],

derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces existe al menos un punto r € (a, b) tal que

fb) = fl@=f b - a
Geométricamente significa que hay al menos un c € (a, b) (punto de la grafica P(c, f(c)) tal que la recta
tangente en x = c es paralela a la recta que pasa por Ay B, siendo A(a, f(a)) y B(b, f(b)).

Para x # 1, f es continua y derivable porque las funciones polinémicas son continuas.
; p 2 , .
Ademas, f'(x) = {3x, si0<x <17, sil < x<Z2

lim f(x)= f(1)= ’=1= lim+ f(x)=7.1 — 6 =1 = fescontinuaenx=1

x—=1 x—-1

lim f'(x)=3.1"= 3% lim f(x)=7 = fNOesderivable enx =1

x—1 x—1

Luego, f no cumple las hipotesis del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [0, 2] (no es
derivable en (0, 2), por no ser derivable en x = 1.

Veamos si existe ¢ € [0, 2] tal que f(2) —f(0) = 2f'(c); f(2)=72-6=8; f(0)=0°=0
F(e)= {3¢°, si0<c <17, sil < c<2 .

Sustituyendo, 8—0=2(3c>) > ¢ =~/ 6 8-0=2.7 (imposible)

Conclusion: f NO cumple las hipotesis del teorema del valor medio de Lagrange pero, sin embargo, existe

C =4 /% €[0, 2] que cumple f(2) — f(0) = 2f'(c)

6.- Hallar a y b para que la funcién f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tenga un maximo en x = —1 y un punto de
inflexiéon en x = 0. Una vez determinados a y b, ;para qué valores de c dicha funcién tiene un cero en
el intervalo [0, 1]?
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Resolucién
f(x)=x>+ax*+bx+c f(x)=3x"+2ax+b, f'(x)=6x+2a

Punto de inflexiénenx=0=f"(0)=0=260+2a=0=2a=0=>fx)=x +bx+c, f(x)=3x*+Db
Maximoenx=-1=f(-1)=0=3(-1)*+b=0=b=-3.

Conclusiéon:a=0,b=-3 y f(x) =x—3x+¢
Parala 22 parte, f(x) = X’ —3x +¢, f(x) = 3x*— 3. Observamos que en [0, 1] f'(x) < 0y, por tanto f es
decreciente en [0, 1].

Luego, usando el teorema de Bolzano, para que f tenga un cero en el intervalo [0, 1] debe ser f(0) >0y
f(1)<o0

Sustituyendo, 02-3.0+c>0 y 1-3.14+¢c<0.Es decir0<c<?2

7.- Determinar el volumen engendrado al girar la grafica de la funcion y = xe* alrededor del eje 0X
entrex=0y x=1.
Resolucién
1 2 1
Usando el calculo integral, el volumen seriaV = m [ [xex] dx = | e dx.
0 0

Para hallar una primitiva usamos el método de integracion por partes,

2 2x 1 2x
[u=nx 2x dx dv = e dxv=Te

2 2 2™ 2 2 2
[mx"e dx = —— — [ mxe xdx.Otravezporpartes,[u = mxmdx dv=e" dxv = %e x]
2 2x _ e e’ gl 2x _ e’ (x — 1) e’
[rxe™ dx = s +7fe dx = > +——+ k.
2x 2x 2x 2
i el _ 2mxe (x—1D+me” __ me (Zx —2x+1)
Una primitiva es p(x) = T = 7
2.1 2 2.0 2 2
_ _ _ ome (21°-21+1)  me (20°-20+1) _ mle -1) _ 3
Por la regla de Barrow, V = p(1) — p(0) = 7 7 = 2 =5,02 u.
. 1 senx
8.- Calcular lim (—)
+ X
x—0
Resolucién
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+

. L \Senx L sen 0 0
lim (—) =13 = (+ o) Indeterm.=

lim [—sen xInin x|

—sen x +
) x-0

Inln (x

1 \Senx
lim (T) = lim e =e
x-0" x-0"
. . —Iniln x +o . PLTA
lim [— senxIninx] = lim T = = Indeterm. Aplicamos la regla de L'H6pital:
X = 0+ X = 0+ senx
Inin x|’ N sen’ x 0
- - " 0 .
lim T = lim —— = lim ———— = — Indeterm. Aplicamos de nuevo la regla
+ [ ] + COSCOS X +  XCOSCOS X 0
x—0 senx x—0 sen’ x x—0
de L"Hopital:
24
. sen x _ . 2senxcoscosx  _ _ 2senOcoscosO 0 _ FITA s
lim - = lim = = — = 0. Luego, por L"Hopital
+ [xcoscos x ] + COSCOS X — xsen x coscos 0 — 0sen 0 1
x—0 x—0
) 1 \Senx 0
lim (T) =e =1

+
x—=0

9.- Calcular el 4rea de la region limitada por la curvay = x* — 4x y larectay = 2x — 5.
Resolucién

La parabola y = x* — 4x tiene las ramas hacfa arriba, vértice (2, —4) y corta a los ejes en (0, 0) y (4, 0).

6+ 4

Cortesparébola/recta:{y=x2—4xy=2x—5 ; x2—4x=2x—5;x2—6x+5=0;x= i

x=5x=1

x=5y=25-5=5; punto (5,5) ; x=1,y=2.1-5=-3; punto (1,-3)

Un esbozo de la region serfa:
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El 4rea que se pidees A = }[Zx -5 - (x2 — 4x)] dx = }(— X + 6x — 5) dx.
1

3

— o - 2 Fox -
Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = Tx + 3x" — 5x = XX 1%

3

Por la regla de Barrow,

?_5*_155 91°~1* 151 25 _7

95 —5 —15. 32 2
A=p(B)-pQl)= 2 — - =2 = =22=10,67 u

10.- Demostrar que la ecuacién 2x> — 6x + 1 = 0 tiene una tinica solucién real en el intervalo (0, 1).
Enunciar los teoremas utilizados en el razonamiento.

Resolucién
Vamos a probar que la ecuacion tiene solucién. Para ello vamos a usar teorema de Bolzano, que dice:
si fes continua en [a, b] y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo entonces existe por lo
menos un c € (a, b), tal que f(c) = 0.

Tomamos f(x) = 2x° — 6x + 1, parax € [0, 1], que cumple
f(0)=20°-60+1=1>0 y f(1)=21°-61+1=-3<0
—-5—
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f es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas, en particular lo es en [0, 1].

Por el teorema de Bolzano existe al menos un c € (0, 1) tal que f(c) = 0, es decir, 2c3 —6¢c + 1 = 0.
Luego, c es una solucidn de la ecuacion.

Vamos a probar que la solucion es tinica. Para ello vamos a usar el teorema de Rolle, que dice: si f es
continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un k € (a, b), tal
que f'(k) = 0.

Si hubiese dos raices, ay b, entonces f(a) = f(b) = 0 y, por el teorema de Rolle, existiria un k € (a, b) tal
que f'(k) = 0.

Sin embargo:
f'(x) = 6x*— 6 < 0 en el intervalo (0, 1) pues la parabola y = 6x° — 6 es convexa y corta al eje X en—1y 1.

Conclusion: Hay una tnica solucién real en el intervalo (0, 1).

11.- Seala funcion f(x) = {3 — 2x, si0<x<1 12 , si1 < x<2 .Probar que esta funcidn verifica la

X

hipotesis del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [0, 2]. Determinar el valor medio (o los
valores medios) dados por el teorema.

Resolucién
El teorema del valor medio de Lagrange dice: Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b],
derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces existe al menos un punto r € (a, b) tal que

fB) = f@=fb - a

Para x # 1, f es continua y derivable porque las funciones polindmicas lo son.
Ademss, f'(x) = {— 2, si0<x < 1 — sil < x<2

X

lim fx)=f1)=3-21=1= lim+ f(x)=%= 1 = fescontinuaenx=1

x—=1 x—=1

lim f"(x)=— 2= Ilim f'(x) =_T§ =— 2 = fesderivableenx=1
x—>1 x-1"

Luego, f cumple las hipoétesis del teorema del valor medio de Lagrange en el intervalo [0, 2]

2.

Hallemos c € [0, 2] tal que f(2) —f(0) = (2-0)f'(c) = % -3 - 20)=2f(c)=f(c0)=—5

_ _ 3
Por tanto, debe ser—? = ;1 =>c = %:c =4 % =0, 278€(0, 2)
c

12.- Calcular f(x2 — 2ax) Inln x dx

Resolucién
Usamos el método de integracion por partes,
1 2 3 2 3_ 2
u=Inlnx —dx dv = (x - 2ax)dxv =%— ax’ = X3 33‘”‘ ]

—-6-—
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3 2 3 2 2
1=f(x2— Zax)lnlnxdx =x+axlnlnx —%f(xz — 3ax)dx — X 3% 1 Inx _L(L_ﬁax )+ k

3 2 3 2 2
x —3ax 2x —9ax x [(6x —18a)Inlnx — 2x+ 9a
——Ininx — + k=2 ) ]

3 18 18

[ = + k

13.- Dada la funcién f(x) = x® - 6x* + 11x — 6, razonar si f(x) toma alguna vez el valor 5 cuando x varfa en
el intervalo [3, 4]. Encontrar la pendiente minima que puede tener una tangente a la grafica de f.
Resolucién

Sea la funcién g(x) = f(x) = 5 = x° - 6x* + 11x — 11. Se trata de averiguar si f(x) = 0 siendo x € [3, 4]

Vamos a usar teorema de Bolzano, que dice: Si g es continua en [a, b] y cambia de signo en los extremos
de dicho intervalo entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que g(c) = 0.

En este caso, g(x) = x> - 6x* + 11x— 11 (derivable enR) y [a, b] = [3, 4] . Se cumple:
g3)=3%-6324+113-11=-5<0 y g4)=4-64"4+114-11=1>0

Luego, g cumple las hipoétesis del teorema y, por tanto, f(x) toma el valor 5 en algin punto del
intervalo [3, 4].

La pendiente de una tangente de la grafica de f viene dada por f'(x) = 3x* — 12x + 11
Buscamos el minimo de f’(x). Observamos que la grafica de f'es una parabola convexa.

f"x)=6x-12=0ox=2, f'(2)= 3.22-12.2 + 11 = 1. Es decir, la pendiente minima es —1

14.-

a) Determinar a para que la funcién f(x) = {x2 + ax, six<lxInlnx, six > 1 seacontinua.
b) Para este valor de a, ;es también la funcién derivable?
Resolucién
Six # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables

siendo

ffx)y={2x + a, six<1lllninx +x—, six > 1 ={2x +aq six<11l+ Inilnx, six > 1

X

Como debe ser continuaenx =1, lim f(x)= f(1)= +al= lim+ f(x)=1.Inln1

x—-1 x—-1

Luego,1+a=0,a=-1
Paraa=-1,f'(x)={2x — 1, six <11 + Inlnx, six > 1

im f=21-1=1= Im F@=1+mm1 -1 = f es derivable en x = 1 = f es derivable en R
x—1 x—1

w_n

c¢) Una vez determinado “a” calcular los maximos y minimos relativos de la anterior funcién en el [0, 2].

Resolucién

Sabemos que f es continua y derivable, siendo f(x) = {x2 —x, six<lxIlnlnx, six > 1,
ff(x)={2x — 1, six<11 + Inlnx, six > 1

-7-
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f’(x)=0<:>2x—1=0,xs1,(oseax =%) 01+Inx=0,x>1 (oseax =e_1 =%< 1)imposible

Hagamos una tabla de signos de f'(x) en el intervalo [0, 2]:

1 1 1
(O, T) - (T' 1) 1 (1,2)
f'(x) - 0 + + +
f(x) | decreciente | minimo | creciente | creciente | creciente

Minimo relativo: x = %,y = f(L) = (L)z - %

=1 untOLl
2 2 4-'p 2’ 4 '

No hay maximos relativos

15.- Usando los teoremas de Bolzano y Rolle determinar cuantos ceros tiene la funciébny = x - e en
el intervalo [0, 1].
Resolucién

f(x) = x—e™ es continua en R por ser el resultado de operar con funciones continuas.
En particularloesen [0,1];f(0) =0-e’=-1<0 y f(1)=1-e'=0,632>0.

Por el teorema de Bolzano existe al menos un c € (0, 1) tal que f(c) = 0.

Luego, c—e“ = 0y, por tanto, c es cero de la funcién.

El teorema de Bolzano dice: Si f es continua en [a, b], y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo
entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f(c) = 0.

Tiene s6lo un cero, porque por el teorema de Rolle si existiese mas de uno existiria un punto d del
intervalo (0, 1) donde se anularia f'(x) =1+ e™> 0.

El teorema de Rolle dice: Si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe
por lo menos un d € (a, b), tal que f'(d) = 0.

16.- Determinar a para que se verifique lim Aty _ g

x—0 1—cos(ax)
Resolucién
. In(1+ 0ln(1+0 0 . .y . SITA s
8 = lim f nios(;;) == ngos(ao)) =3 Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:
x—=0 - -
x 0
. [x In(1 + x)]’ Y Inin (1 +x) + 7 _ Inin (14 0) +—75 _ 0 .
;er}) T —coseos @)~ — J}l_r)rh —sonan) = py— = -~ Indeterm. Aplicamos la regla
de L"Hopital:
[lnln(1+x) " x :|, 1 11+x) —x1 2+x 2+0 )
- 14x s L+x (1+0° s a+x’ g+’ 2
)}l_l)l}) [ sen(ax)]’ - ,EI_I}}) a cos(ax) - jl_r)r}) acos(ax) ~  acos(a0) ~ a
Luego, por L'Hépital, 8 = 72 . Despejando, a = TZ = Tl
1989

-8-—
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1.- Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) = {x, six < 0x + 1, si0<x<1 X+ 1, sil<x
Resolucién

Para x # 0, x # 1 f es derivable por ser el resultado de operar con funciones derivables,

siendo f'(x) = {1, six <01, si0 <x<12x, sil<x.

lim f(x)= 0+ lim+ f(x)=f(0)=0+ 1 =—1 = fNOes continua en x = 0 y, por tanto, tampoco

x—0 x—0

derivable.

lim f()=f=1+1=2-= lim+ f(x)= 1+ 1 =2 = fescontinuaenx = 1

x—=1 x—-1

lim ff(x)= 1+ lim+ f'(x)= 2.1 = 2. Luego, NO fes derivableenx =1

x—1 x—-1

Conclusion: f solo es derivable en R—{0; 1}

. x+1 . X —senx
2.- Calcular xh_)nlo x+3 y il_)n}) x[1 — coscos (2x) ]
Resolucién
1
. x+1 . 1+ 1
lim ——— = Ilim —=—=1
x—>o Xt3 x—o 14-- 1
. X —senx 0—sen0 0 . Ny . FITA oz
)}I_I)I’b = coscos 9]~ O —coscos 0] — 0 Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:
. (x —senx)’ T 1 — coscos x _ 1 — coscos 0 _ 0
)161_{% {x[1—coscos (2x) ]} )lcl_l)% 1 —coscos (2x) + 2xsen(2x) ~ 1—coscos (2.0) +2.0sen(2.0) ~ 0 Indeterm. Otra
vez L"Hopital:
li (1 —coscos x )’ - | senx = i sen x _ 0 Ind
xl_l;% [1-coscos (2x) + 2xsen(2x)]” xl_)rré 2sen(2x) + 2sen(2x) + 4xcos(2x) xl_)l’l’(l) 4sen(2x) + 4xcos(2x) 0 nd.
L'Hépital:
lim (senx)’ = lim cos x = lim sen x __0o 0
x—0 [4sen(2x) + 4xcos(2x)] - x—0  8cos(2x) + 4cos(2x)— Bxsen(2x) - x> 0 12cos(2x) — 8xsen(2x) 12

Por la regla de L'Hopital, el limite vale 0.

3.- Dadala funcién f(x) = {2, si — 1<x<1 X - 1, si1l < x<3 , hallar las sumas inferior y superior

de la integral
3

definida, para la particién P = {-1, 0, 1, 2, 3}. Dar una aproximacién por defecto de [ f(x) dx y dar una
-1
cota del error cometido.
Resolucién

Los intervalos de particién, [-1, 0], [0, 1], [1, 2] y [2, 3] tienen amplitud 1 y x* — 1 es creciente en (1, 3).

Suma inferior: s = 1.f(=1) + 1.f(0) + 1. (1* -~ 1) + 1.f(Q) =2+ 2+ 0+2°-1=7

Suma superior: S = 1.f(0) + 1.f(1) + 1.f(2) + 1.f(3) =2+ 2+ 2* -1+ 3*-1=15
-9-—
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3

Como 7< | f(x) dx<15, una aproximacién por defecto de la integral es 7 y una cota del error cometido
-1
es1l5-7=8

4.- Determinar el punto de la curva y* = 4x cuya distancia al punto (2, —1) sea minima.
Resolucién

2
Sea A(2,—-1). El punto que se busca es de la forma P(%, y). Se trata de minimizar la funcién

2 2

f(y) = dist’(4, P) = (—4L - 2)2 +(y+ 1) = (—y;—g)z + @y + 1

, ‘g 2 ’_8y+8y+8 18
fo=2t7F——"F+2y+2=" =t ""=0y=-2

2 2
()= 32’ ; (= 2)= % = 3 > 0. Luego, paray = -2 la distancia es minima.

2

El punto que se busca es P(A_TZL, — 2). O sea, P(1,-2)

1988

5 0
1.- Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) = (%'xl) .Hallar [ f(x) dx.
s

Resolucién
Usando la definicion de valor absoluto,

2 2
f(x)= {( x_x) , Six < O(x—”) , six=>0 = {0, six < Oxz, si x=0

2 2
f es continua en R por ser composicion de funciones continuas (el valor absoluto lo es)

Para x # 0, f es derivable porque las funciones polinémicas lo son. Ademas,
f'(x)=1{0, six <02x, six>0

lim f'(x)=0 = lim+ f'(x)= 2.0 =0 = fesderivableenx =10

x—=0 x—=0

0 0
Luego, f es continua y derivable en R. Ademas, [ f(x)dx = [ 0dx = 0
-5 -5

2.- Dada la funcion f: [3, 6] — R definida por f(x) = x |[x—5|.
a) ¢Es aplicable el teorema de Rolle? Justifica la respuesta.
Resolucién
Teorema de Rolle: Si f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b) y ademas f(a) = f(b) entonces existe por
lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0.
x-520© x2>25; |[x =5 ={-(x—-5)=5—-x,six<5x—5,s1x=5 =
f(x) = {5x — xz, six <5 x — 5x, si x>5
f es continua en R por ser composicion de funciones continuas (el valor absoluto lo es)

Six # 5, f es derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {5 — 2x,six <5 2x — 5,six > 5

-10-
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lim f(x)=55-5=0= lim f(x)=5 — 5.5 = 0= fderivableenx =>5.

x—5 x—5

Como f es continua y derivable en R, en particular es continua en [3, 6] y derivable en (3, 6).
f(3)=3|3-5|=6+#1f(6)=6|6-5|=6.

Luego, f cumple las hipoétesis del teorema de Rolle en [3, 6] y, por tanto, puede aplicarse dicho teorema.

6
b) Determina | f(x) dx
3

Resolucién

Sabemos que f(x) = {5x — xz, six <5 x — 5x, si x=>5 .

Por la propiedad de aditividad de la integral definida respecto al intervalo de integracion,
6 5 , 6 5 , 6 ,

Jf)dx = [(5x —x)dx + [(x" — 5x)dx = [(5x —x)dx — [(5x — x") dx

3 3 5 3 5

S 2 52 3 1522 — 25
Una primitiva de 5x — x es p(x) = Zx — ; = x6 = . Por la regla de Barrow,

6
{f(x) dx = p(5) — p(3) = [p(6) = p(5)] = 2p(5) — p(3) — p(6) =

_ o 155°-25 _ 153"-23 _ 156 -26 _ , 125 _ 81 _ 108 _ 61 4. 17
B 6 6 6 - 6 6 6 6
1987

4
1.- Calcular [ |x2 — 3x + 2| dx
-2
Resolucién

3+1

I+

x2—3x+2=0(:)x= L, x =2, x=1.

N}

Luego, la parabolay = x* = 3x + 2 es convexa ycortaalejeXenly 2

x2—3x+2<0=>1<x<2;
K —3x+2|={-x+3x—2sil<x<2x —3x+2six<l 6 x>2

Por la propiedad de aditividad de la integral definida respecto al intervalo de integracion,

}|x2— 3x + 2|dx = }(xz— 3x + Z)dx +}(—x2+ 3x — Z)dx +}(x2— 3x + 2)dx =
-2 -2 1 2

-1 -
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1 2 4

= f(xz— 3x + Z)dx —f(xz— 3x + Z)dx +f(x2— 3x + 2)dx
-2 1 2
Una primitiva de x° — 3x + 2 es (x)= £ _ B + 2x = 2otz Por la regla de Barrow,
p p T3 2 - 6 . g ’

4
f2|x2 - 3x + 2|dx = p(1) - p(= 2) = [p(2) — p(D] + p(4) — p(2) = 2p(1) — p(= 2) - 2p(2) + p(4) =

21°-91°+ 121 2(=2)°— 9(=2)" + 12(~2) 22°— 92"+ 122 24°—9.4" + 124
=2 - —2 + -
6 6 6 6
5 —76 4 32 110 55 .
= 2?— i ZT+ 3 5 3 =18, 33

2.- Calcular el area encerrada por las curvasy = 4 - x* e y=8— 2x%
Resolucién

La parabola y = 4 — x* tiene las ramas hacia abajo, vértice (0, 4) y corta al eje X en (-2, 0) y (2, 0).
La parabola y = 8 — 2x” tiene las ramas hacia abajo, vértice (0, 8) y corta al eje X en (-2, 0) y (2, 0).
, 2 2 2 2 2
Cortes entre las pardbolas:{y =4 —x y=8 —2x ; 4 —x =8 — 2x ;x =4;x=-2,x=2; (-2,

0)y(2,0).

Un esbozo de la region cuya area se pide seria:

-12 -
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2 2
Por simetria, el area que se pidees A = 2f[8 — 2 — (4 — xz)] dx = f(8 — 2x2) dx.
0 0
Una primitiva de la funcién integrando es p(x) = 8x — ng‘ = 24x§2x :
3 3
— - 2
Por la regla de Barrow, A = p(2) — p(0) = 242 3 2z 20 3 20— 332 =10,67 u

3.- Estudiar el campo de derivabilidad de f(x) = {Jﬁl—, six¥00, six =0
Resolucién

Usando la definicidn de valor absoluto, f(x) = {_Tx, six <00, six=0 %, six >0

Para x # 0, f es continua y derivable porque las funciones polindmicas lo son.

Ademas, f'(x) = {%, six <0 %, six >0

—13 -
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lim f(x)=%=0= lim f(x)=%=0=f(0)=0:>fescontinuaenx=0
x>0 x-0"

lim f'(x)=——# lim f'(x)=—— = fNO es derivable enx =0
x—-0 x—-0

Luego, f s6lo es derivable en R — {0}

4.- Halla el 4rea encerrada por las curvasy =x* —3x + 2 e y =—x" + 2x.

Resolucién
La parabola y = x* — 3x + 2 tiene las ramas hacia arriba, vértice (%, _41 ) y cortaaleje Xen (1,0)y (2,

0).

La parabola y = —x* 4 2x tiene las ramas hacia abajo, vértice (1, 1) y corta a los ejes en (0, 0) y (2, 0).

Cortes entre las parabolas: {y = X’ = 3x + 2y =— X+ 2x ; X —3x+2=—x+ 2x;
2x° = 5x +2 =0

5+3
4 )

1
X = sz,x=2

2
=1 o —__ (L 1 _ 3. 1 3
X=—) = (2) + 2 —4,punto<2, 4)

X = 2,y=—22+2.2 = 0; punto (2, 0)

Un esbozo de la region cuya area se pide seria:

—-14 -
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IIII--I--IIIN-I--II-III-

II-IIIIIII-IIIIN

2 2
. : 2 2 2
El 4rea que se pidees A = f[—x + 2x — (x — 3x + 2)] dx = f(— 2x + 5x — Z)dx.
1/2 1/2
e s s _ —2x° 5x° _ —4x” +15x = 12x
Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = —— + —— — 2x = . . Por Barrow,
1 —4.2° +152°— 122 —4(%)3 + 15(%)2_ 12 4 o 9 |
A=p@)-p(5)= 6 - 5 =% T e T~ T L1du
1986

1.- Hallar
a llm senx — Xx

) x—0 X

Resolucién

. - 0-0 0 . Ny . FITA s

lim —- x3 = === > =3 Indeterminacién. Aplicamos la regla de L"Hopital:

x—0 x 0

lim MJ’CL = ljm —SSesx-ol o _coscosh ol % Indeterm. Otra vez L'Hopital:
x— 0 )’ x— 0 3x 3.0

] (coscosx —1)" —senx __ —sen0 _ 0 SITAL

im —————— = lim = = — Indeterm. Otra vez L"Hopital:
x- 0 (Bx) x>0 6x 6.0 B

— 15—
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. —sen x)’ : - —cos 0 -1 AL i -1
lim -5en lim —% = 25 = . Por la regla de L'Hbpital, el limite vale ——
b) llm eX + senx
x—> 00 2" 4 coscosx
Resolucién
X X
. e +senx . e t+senx T xInin 2
lim - = lim —05 . Dividimos entre e y queda
X — 00 2" + coscos x X — 00 e + coscos x
e" senx x(1—Inln2) senx
. exlnan + exlnan . e + ExlnIuZ [oe) + 0
llm xlnin 2 = llm COScos X = =
x—o oo e x> 14+ 1+0
2,
2.- Calcular la integral [ |x* — 1| dx
-1
Resoluci6n
2 . 2 :
x —1=0&x=—1, x = 1.Luego,lapardbolay = x" — 1 esconvexay cortaal ejeXen—-1y 1

X¥-1<0e-1<x<1; X -1 ={1-xsi —1<x<1x —1six<—1 6 x>1

Por la propiedad de aditividad de la integral definida respecto al intervalo de integracion,

2 1 2 2 1
fxz—ldxzf 1—x2dx+fx2—1dx=fx2—1dx—fxz—ldx
T = 1 = [ (1= )tx + 16 - 1)ax = (" = 1)ax - ("= 1)

3 3
Una primitiva de x—1es p(x) = % - x = x_33x . Por la regla de Barrow,

2
_f1|x2 — 1]dx = p(2) = p(1) = [P(D) = p(—= D] = p2) - 2p(D) + p(— 1) =

3 3 3
_ 2_33,2 _ 9 1—33.1 n (—1);3(—1) :%_ 2%4_%:8?52,67

1985
1.- Representar graficamente y estudiar los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = x — E(x)
para todo x € R, siendo E(x) la parte entera de x.
Resolucién
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%

19

y =x— E(x)

-6 -5 4 -3 -2 10 1

F tiene discontinuidad de salto finito igual a 1 en todos los valores x € Z (nimeros enteros)
1984

2
1.- Hallar un valor positivo de k para que el area comprendida entre la curvay = R SR

la parte
x2+4x+4 ’ p

positiva del eje de ordenadas, el eje X y la recta x =k, sea %.
Resolucién

2
X +4x+3 . .
Sea f(x) = ——— . Un esbozo del recinto seria:
x +4x+4

-17 -
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Y

X
[
ol

1
y = f(x)

N\ >

RS \
5

L & B B = & N B = B N B = B &N _E_ B B N B = & N B I B N _§E_ B N N &E]

k ko,
’ . 7 x +4x+3
Segun el enunciado,— = x)dx = | ——— dx.
g 4 'gf( ) { Xt dx+ 4
2
La forma mixta de la fraccidén es w =1+ 2; =14+ — 5
X +4x+4 x +4x+4 (x+2)

Luego una primitiva de fes F(x) = x + CE " 2 M 231 Por la regla de Barrow,
8 p - x+2 x+2 T ox+2 & !
7 _ k+ 1)’ O+1* _  k+D* 1 9 _  (k+D) 2 _
= Fl) - FO) ===~ — 72> 7 =~ =4k + 2k + 1) = 9%k + 18

2 1415 .
Queda4k — k — 14 = 0,k = —= y como k es positivo entonces k = 2
2.- Hallar
x>0 Senx —x

—18 -
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Resolucién
. x — tgx 0—-1tg0 0 . ., . ST A
lim = = — Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:
x>0 senx — x sen0 — 0 0
2 2 2
. X —tgx) 4. 1-(A+tgx) . —tg x _ —tg 0 __0
JICI_I;% (senx — x)" chl_,né coscosx — 1 - )1{1_) o coscosx —1 ~ coscos0 —1 0 Indeterm. Otra vez
L'Hopital:
2 2
- - ’ — - - — = —_ —_ 4 A 3 ’z 3
lim ——9X)_ _ ), (20090 _ oy 2 -2 _ ) porla regla de L'Hopital, el limite
x— 0 (coscosx —1) x—= 0 —senx x—=0 X 0
vale 2
. X — senx
b) lim ——,
Resolucién
. X — senx 1
xll_)ngo 3, = xll_)rr!o T[l — (sen x)—] = —(1 - 0)= =

Se ha usado que lim (sen x%) = 0 porque sen es una funcién acotada y% tiende a 0 en el infinito

X — O

1982
1.- Calcular el polinomio de Taylor de la funcién f: R = R con f(x) = e en un entorno del punto x = 1,
hasta el término de quinto orden e indicar la expresion del resto de Lagrange correspondiente al dltimo
término.
Resolucién
El polinomio de Taylor de orden n de una funcién fen un entorno de un punto a donde es n veces

derivable es p () = f(a) + f'(@)(x — @) + L (x - O+ L - ) + o+ %(x —a)"

(n+1)

y el resto de Lagrange es Rn(x) = ﬁ(x — a)n+1 siendo c un valor comprendido entre a y x

Se sabe también que f(x) = pn(x) + Rn(x)
En nuestro caso, f(x) = ezx, a =1, n = 5. Sustituyendo,

P00 =)+ f (D& - D+ L5(x ~ D+ L0 -0y’ + f LD -ty f(l) LA o 1)
R =L~ 1

Observa que f'(x) = 2e® ; f’(x) =2%e* ; " (x) =2%e™ ... fV(x) =2"e*,luego

2 4

ps(x)=32+ Zez(x— 1)+ 2e

36 %8 25,10
5

— -+ 2@ -1+ Z—(x - 1)

x - D+

4-10 5
fS (x — 1)

-19-—
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26625 6
El resto es Rs(x) ==K (-1

5
2.- Calcular [ |x — 2| dx
-3
Resolucién
|x — 2| = {2 — x,six < 2 x — 2,six=>2 .Porlapropiedad de aditividad de la integral definida
respecto al intervalo de

5 2 5 5 2
integracién, [ |x — 2|dx = [(2 — x)dx + [(x — 2)dx = [(x — 2)dx — [ (x — 2)dx
-3 -3 2 2 -3

2

2
Una primitivade x — 2 es p(x) = % — 2x = x_2—4x. Por la regla de Barrow,

5

_f3 |x = 2| dx = p(5) = p(2) = [P(2) — p(= 3)] = p(5) = 2p(2) + p(= 3) =

2 2 2
=22 2ot OIS o0 (- 2) + 2= 17

3.- Dada la parabola de ecuacién y = x* halla las coordenadas de un punto de la curva cuya tangente en él
sea paralela a la cuerda de extremos (1, 1) y (2, 4). Representar la figura. ; Tiene esto algo que ver con
algiin teorema conocido? En caso afirmativo endnciese.

Resolucién

El punto que se busca es de la forma P(x, x*). La pendiente de la curva en P es 2x y la pendiente de la

2-1

cuerda es = 3.Luego,2x=3=>x = % El punto de la curva es P(%, L)

4

—-20-
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%

o3

0 1 2

Esto es consecuencia del teorema del valor medio de Lagrange, que dice: Si f es una funcién continua en
un intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) entonces existe al menos un

puntor € (a,b) talque f(b) — f(a)= f'(r)(b — a)

Geométricamente significa que hay al menos un c € (a, b) (punto de la grafica P(c, f(c)) tal que la recta
tangente en x = c es paralela a la recta que pasa por Ay B, siendo A(a, f(a)) y B(b, f(b)).

4.- Estudiar la continuidad y derivabilidad de las funciones f(x) = {xz, six=>1 1+x, six <1l y

g(x) = [x|

Resolucién
Para x # 1 fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables,
siendo f'(x) = {2x, six >1—-3=0-xD 1 gy <q

(1-x»° (1-x

lim f(x)=1—i1 = % =+ oo# lim+ f)=f(1)= 1> = 1 = fNO es continua en x = 1y, por

x—1 x—1

tanto, tampoco derivable. Conclusion: f sélo es continua y derivable en R — {1}

g es continua en R por serlo la funcion valor absoluto. Usando la definicion de valor absoluto
gx)={—x, six < 0x, six=0

Para x # 0, g es derivable porque las funciones polinémicas lo son, siendo

gX)={-1, six<01, six >0

lim g'(x)=— 1+ lim+ g (x)=1 = gNOesderivableenx =0

x—0 x—0
Conclusidn: g continua en R y so6lo es derivable en R — {0}

-21 -
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1981
1 s s
1.- Calcula [ |x|dx , [ coscosxdx y [ |coscosx|dx
-1 -7 -7
Resolucién
1 1 1
lx| = {— x,six < 0 x,5i x>0 .Porsimetria [ |x|dx = 2[ xdx = [ 2x dx
-1 0 0

1
Una primitiva de 2x es p(x) = x*.Porla regla de Barrow, [ |x|dx = p(1) — p(0) = 1°—-0'=1
-1

y = cOS(X)

L
2
-360° -270° -180° -90° 90° 180 270° 360
T
Una primitiva de cos x es sen x. Por Barrow, | coscosxdx = senm — sen(— m)=— 1 —(— 1)= 0
—T
En el intervalo [—m, ],
| coscos x| = {— coscosx, si — m<x <% ) %< xX<T COScOoSsx, si%SxS%
T —m/2 /2 T
[|coscosx|dx = [ (= coscosx)dx + [ coscosx dx + [ (— coscosx) dx.Por Barrow, la
-7 -7 —T/2 /2

integral vale

— sen(_Tﬂ) — sen(— m) + sen(T“) - sen(_Tﬂ) — senTm + sen(%)= 1-0+1+1-0+1=4

’ xo0 x—x x o0 X tcoscosx
Resoluci6n
. x — tgx 0—tg0 0 . ., . TAL
lim 3 g4 =— g4 = —,~ Indeterminacion. Aplicamos la regla de L"Hopital:
x—0 X —x 0 -0
2 2 2
. — tgx) . 1—-(1+t . —t —tg 0 0
lim % = lim (z—gf) = lim = _ = = —~ [ndeterm. Otra vez
x—0 x=x) x-0 3x" —4x x—>0 3x —4x 3.0"—-4.0
L'Hépital:
(=t 2x)' —2tgx(1+¢ 2x) —2tgx—2tg’x 0
lim —Z2=— = lim - 92 = |im —L—=9= = —~ Indeterm. Otra vez L"Hopital:
x—>0 (Bx —4x)’ x—0 6x — 12x x-0 6x — 12x
li (—Ztg X — 2tg3x)' = i —2(1 + tgzx) — 6tg2x(1 + tgzx) =2 -1
m 2, - 6 — 24x -6
x—0 (6x—12x") x—=0

- 22 —
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Por la regla de L"Hopital, el limite vale %

- 1+
. X+ senx . x x _ . x 1+0
lim X +coscosx lim xogx T lim x T 140 1
X — 0 X — 0 T x>0 1+ "

3.- Se considera la curva de ecuaciony = |x + 312x + 3x1x + 32 x|, hallar:
a) Interseccion de la curva con el eje OX.
Resolucién

y=|lx+312x+3x1x+32x|=((x+3)[1121x112x]| f2—f1f3 —f1 (x +:

Operando, la ecuacién de la curva es y = (x + 3)(x* — 3x + 3)

3++-3
2

y=0©x=-3 0 x2 —3x+3=0 x= , imposible . La curva solo corta a OX en (-3, 0)

b) Ecuacion de la recta tangente en el punto de interseccion del apartado anterior.
Resolucién

Seaf(x) = (x+3)(x*—3x+3)=x>-3x*+3x +3x* - 9x +9=x-6x+9 ; f(x)=3x*-6
La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f en un punto A(xy, f(xg))
esrtg:y = f'(x0) (x - Xo) + f(X,). En este caso, x, = — 3; f'(xo) = f'(-3)=3.(— 3)2 -6 =21

f(x,)= f(- 3)=0.Larectatangenteesrtg:y = 21(x + 3)+ 0 ; rtg:y = 21x + 63

c) Interseccidn de la recta tangente y la curva.
Resolucién

Cortes entrelatgylacurva: {y = (x + 3)(x2 —3x+3)y=21(x+ 3) ;
(x + 3)(x" = 3x + 3) = 21(x + 3)

(x+3)(x = 3x +3) - 21(x + 3) = 0=(x + 3)(x’ — 3x — 18)= 0= x=-3,x =22 x =— 3,
X=6

x=-3, y=0 punto(-3,0) ; x=6, y=21(6+3)=189 punto (6,189)
4.- Hallar el area del recinto comprendido entre las curvas {y = X - x y = X -1
Resolucién
3 2 3 2 3 2
Cortesentrelascurvas:{y =x —xy=x —1; x —x=x —1 ; x —x —x+1=0

Usamos lareglade Ruffini: 1 —1 — 111110 —1 10 — 10 Nosqueda (x-1)(x*—1) = (x-
1)*(x+1)=0

X = 1,y=12— 1=0;punto(1,0) ; x=—1,y =(— 1)2— 1 = 0;punto (— 1, 0)

—-23-—
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Un esbozo de la region cuya area se pide seria:

y = X — X
: B 2 5
: y=x"—1 :
L3 2 13 2
El area que se pidees A = f[x - x - (x — 1)] dx = f(x -x —x+ 1)dx.
-1 -1
e s S _ X X X _ 3x" — 4x’ — 6x’+ 12x
Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = —— ——— - ——+ x = 5 . Por Barrow,
31" —41° —61°+ 12.1 3(-1)" —4(=1)° = 6(=1)’+ 12(~1) 5 -11 16
A=p)-p= D= 12 - 12 127 12 T2

5.- Dada la familia de parabolas y = (m + 3)x* - (2m — 1)x + (m — 1), donde m es un parametro variable.

Demostrar que todas las parabolas de la familia pasan por un punto fijo, y tienen en él la misma

recta tangente. Encontrar las coordenadas de este punto y la ecuacién de dicha recta tangente.
Resolucién

Comopara(m+3)-(2m—-1) 4+ (m—1) = 3, resulta que parax = 1,

y=(m+3)1*- (2m—-1)1 4+ (m — 1) = 3. Luego, todas las parabolas de la familia pasan por P(1, 3)

Veamos cual es la recta tangente en el punto P(1, 3):

Sea f(x) = (m+ 3)x* - 2m-Dx+ (m-1), f(x)=Cm+6)x-2m+1
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La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion f en un punto A(xy, f(xg))
esrtg:y = f'(x0)(x - Xo) + f(X). En este caso, x,=1; f( ) = f(1)=3

f’(xo) = f'(1)=(2Zm + 6)1 — 2m + 1 = 7. Luego, la recta tangente de cualquier parabola de la
familia

enelpuntoP(1,3)esrtg:y =7(x — 1)+ 3 ; rtg:y = 7x — 4

X
. e + senx
6.- Calcular lim ———
X —> 0 e + cosx

. . 4 :
Resolucién lim ———"— = lim

xX—o0 e + cosx X —

e —
i cos x 1 +LX - 1+0
o

1980
1.- Hallar €' empleando los tres primeros sumandos del desarrollo de Taylor-McLaurin de f(x) = e*.
Calcular cuantas cifras exactas tiene la respuesta.
Resolucién
El polinomio de Taylor de orden n de una funcion f en un entorno de un punto a donde es n veces
@)
derivable es pn(x) = f(a)+ f(a)(x — a)+ L@ (a) “—(x — a) + L@ (a) —(x = a) + ..+ %(x - a)

n

(n+1)

y el resto de Lagrange es Rn(x) = ﬁ(x — a)n+1 siendo c un valor comprendido entre a y x
Se sabe también que f(x) = pn(x) + Rn(x)

Tomemos, f(x) = €*,a =0, n = 2. Observa que f'(x) = f"(x) = f"(x) = f”’(x) = e*. Sustituyendo,

() = p, () + R, = £(0) + F(O)x + L0 4 L0 o’

Parax—Ole =1,105+ ,con0<c<0,1

Tiene 4 cifras exactas

2.- La funcioén f(x) = 1 + |x| es continua en [-2, 2] y ademas f(—2) = f(2) = 3, ;puede concluirse que
existe un punto c € [-2, 2] tal que f'(c) = 0?7 ;Esta de acuerdo la respuesta con el Teorema de Rolle?
2

Hallar [ f(x) dx
-2

Resolucién
Para la primera parte usando el teorema de Rolle, que dice si f es continua en [a, b], derivable
en (a, b) yademas f(a) = f(b) entonces existe por lo menos un c € (a, b), tal que f'(c) = 0, no puede
concluirse que exista un punto c € [-2, 2] tal que f'(c) = 0 porque f no es derivable en x = 0
Parala22parte, f(x)=1 + |x] = {1 — x,six < 0 1 + x,si x>0 .Porlapropiedad de aditividad de
la integral definida

2 0 2
respecto al intervalo de integracién, | f(x)dx = [ (1 — x)dx + [(1 + x)dx
-2 -2 0
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2 2 2 2
Una primitivade 1 — x es p(x)=x—%= Zx;x ydel + x es g(x) = x + ’2( =2x%.Por
Barrow,
f 2.0-0 2(=2) — (=2)° 22+2° 2.0+0° 16
_fzf(x)dx=P(0)—P(—2)+Q(2)—Q(0)= — = 2 t— ——7 = =28

3.- Halla los maximos y minimos locales de la funcion f(x) = Jﬁi—

Resolucién
f es continua en R por ser cociente de funciones continuas (el valor absoluto lo es) y no anularse el
denominador.
Vamos a expresar f como funcion definida a trozos. Observaquex—3 =0 x=3

_ 3— . 3— . -3 .
( 33,0) [(3),_3) [3;-1':0) f) = {— six < 0 si0<x < 3, six>3
OO | 0 [T | s
Six#0,x+# 3,
f,(x): { —1(1—x)—(32—x)(—1) six <0 —1(1+x)—(3—x)1 si0<x<3 1(1+x)—(3;—3)1 Csix >3 = 2
1-x) 1+x) (1+x) (1—x
; vemos que f'(x) #0
Hagamos una tabla de signos de {'(x):
(— ©,0) 0 (0, 3) 3 (3, +x)
f'x) + A - A +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente
‘o 0-3
Maximo local: x = 0, y = f(0) = |1+—|0: = 3, punto (0, 3).

Minimo local: x = 3, y = f(3) = J13+;|§i_ = 0, punto (3, 0).

4.- ;Tienen primitiva todas las funciones continuas? Obtener, si existe, una primitiva para cada una de las
2
. . . — —X
funciones siguientes: f;(x) = e™; fz(x) =e vy f3(x) =|x|

Resolucién

Segun el teorema fundamental del calculo integral toda funcion, f, continua en un intervalo tiene
X

primitiva dada por F(x) = [ f(t) dt siendo a un punto del intervalo. Aunque no siempre la primitiva se
a
pueda expresar en términos de funciones elementales. Ademas cada funcion continua tiene infinitas
primitivas que se diferencia en una constante.
X 2

R . - : —t
Una primitiva de f1 es, por ejemplo, Fl(x) =—e ; de f2 es, por ejemplo, Fz(x) =[e dt
0

Como f3(x) = |x| = {— x,six < 0 x,si x>0, una primitiva es, por ejemplo,
2 2
F,(x) = { —— s5ix <0 %,sixZO

2 )
5.- Calcular [ arctg xdx

Resolucién
Usamos la integracidn por partes:

- 26—



SELECTIVIDAD — MATEMATICAS CIENCIAS — ANALISIS — ANDALUCIA — ANTERIORES AL
1991

Profesor: Rafael Nuinez Nogales

[u = arctg x ! —dx dv =dxv = x];
1+x

[arctgxdx = xx — [ 1;(2 dx = xx —%lnln(l +x2) + k.
X

1979

2x

1.- Hallar una primitiva de f(x) =

X

1+e
Resolucién
2x

X
e e X . ‘s . .
f —dx = f — e dx.Usamos la integracion por cambio de variable: t = ¢* , dt = e* dx
1+e 1+e

Queda

1+t 1+t 1+t

1] - dt:fﬁdtzf(l— : )dt=t—lnln(1+t)+k=ex—lnln(1+ex)+k

Por tanto, una primitiva de fes F(x) = e —Inln (1 + ex)

2, . .

2.-Sea f(x) = {x, six=2cx + 3, six < 2 .Hallar c para que f(x) sea continua en x = 2.
Resolucién

Six # 2, f es continua por ser el resultado de operar con funciones continuas

Como debe ser continuaenx =2, lim f(x)=c2 + 3 = lim+ f)=f(2)= 2" =c = %

x—2 x—2
1—x
3.- Calcular [ /=== dx
Resolucién
: . _ _ _ ) ) ) , )
Usamos la integracion por cambio de variable: 11+;C =ti1—x=t4+xt ;1 -t =x(1+¢t)
2 2 2
Luego, x = 1=t . dx = —2t(1+0) - (1-t)2r dt = —2t—12 dt

1+t ] (1+6) (1+¢)

2
Quedaf\/tfzﬁdt = [t ==L gt = =2 —Lqgt

1+t (1+t2) (t2+1)

Como el denominador tiene raiz compleja de multiplicidad 2, descomponemos la fraccién por el método
28—t _ d [ at+b ) 4ometn at’ +1) — (at + b)2t goometn a—2bt —at’ mt +n

de Hermite: = -
e rermite (1+t2)2 dt \ i1 21 (t2+1)2 1 (t2+1)2 41

Multiplicando los dos miembros por (t* + 1) se obtiene: —2t* —t = a — 2bt — at* + (mt 4+ n)(t* + 1)

2t —t=a-2bt—at’ + mtP + nt? + mt+n=>mt> + (n—a)t* + (m-2b)t+ (@a+n-2)=0
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Por tanto,
{m=0n—a=—2m—2b=—1a+n—2=0:{n=a—20—2b=—1:b=%a+n—2=0
inm=1-2=-1

1 —2t" —¢ t+1/2
Resumen:a =1, b = - m= 0, n =— 1.Queda > ( ) .
(1+t2) 41 41
o t 4+ 1ox
Luego, | ——t-dt = —— — arctgt + k = llt’; — arctg
2 +1 1+x

( t + 1) t 1+x
4.- Hallar las asintotas de la curvay = x e™.
Resolucién
Como f es continua (y derivable) en R, no hay asintotas verticales.

fOo == ==

aplicando la regla de L'Hépital, podemos deducir que el limite es 0 porque cuando x tiende a +, e* es
un infinito de orden superior al de x.

_ == _0=
yasintota e &

Luego,laAH.en +ooes AH.:y=0 (ejeX);y

grafica

sixo + oy, > 0 - LUEEO, 12 grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

f(x) =— w.e' " =— . (+ ) =— . No hay AH en -oo.

Veamos si tiene asintota oblicua en —co, AO:y =mx + n

f(x) _ X e

X —X

=¢ =+ o .No hay asintota oblicua en -oo.
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