PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC SS Il y COU Il- ANALISIS — ANDALUCIA
MODELOS DE 2000 RESUELTOS Profesor: Rafael Niiez Nogales

1.- (prueba extraordinaria) El beneficio de una empresa viene dado por la funcion

F) = 225

a) Calcule el gasto x a partir del cual la empresa no obtiene beneficios.

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de esa funcion.

c) Represente graficamente la funcion f.

d) Calcule el valor de x que produce maximo beneficio. ;Cuanto es ese beneficio maximo?
Resolucién

+ 20x — %xz, donde x representa el gasto en publicidad.

225 40 + 50

——x —O@x —40x — 225 =0 x = > ., x = 45, x =— 5

fo) =
Como el gasto x > 0, f esta definida en [0, +o0) y el beneficio es nulo para x = 45.

Como la grafica de f es una parabola concava resulta que la empresa no obtiene beneficios a partir de un
gasto en publicidad de x > 45

f(X)=20 — x = 0&x = 20, y = f(20) = 22> + 20.20 — 520" = 312,5

Como la grafica de f es una parabola concava resulta que f es creciente en el intervalo (0, 20) y
decreciente en el intervalo (20, +) siendo el punto V(20 ; 312,5) el maximo de la funcién.

O sea, el beneficio maximo es 312,5 y se obtiene para un gasto en publicidad de 20

Un esbozo de la grafica de f seria:
LY (beneficio)

325
300
275
250
225
200
175
150
125
100
75
50
25

X (gastg)
0 5 10 15 20 25 30 35 40 4\ 50 55

2.- (prueba extraordinaria) Sea la funcion f(x) = {2x + 1, six < 2 X' = 8x + 17, six>2
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a) Represéntela graficamente y estudie su continuidad y derivabilidad.
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
c) Los extremos hallados anteriormente, ;son puntos donde f'(x) = 0?7 Razone la respuesta.
Resolucién
Para x # 2, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {2, six <22x — 8, six > 2
FO) =22+1=5=f(x) =f@Q)=2"-82+17=5 = fes continuaenx =2
F@ =2 # f(x) = 2.2 — 8 =— 4 = fNOesderivable enx = 2.

Hagamos una tabla de signos de {'(x)

(= o0, 2) 2 (2, 4) 4 (4, + o
f'(x) + — 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes creciente en (— o, 2) U (4, + o) y decreciente en (2, 4)

Maximo relativo: x = 2,y = f(2) = 5, punto (2, 5).

Minimo relativo: x =4,y = f(4) = 44 -84+17=1 , punto (4,1)

Como vemos, sélo se cumple que f'(x) = 0 en el minimo, x = 4. En el maximo no, porque 4 {f'(2).

Para la grafica usamos también que f(0) = 2.0 + 1 = 1, la semirrecta corta al eje Y en (0, 1).

Hagamos un esbozo de la grafica de f:

I\%

-1/0 1 2 3 4 5 6

3.- La derivada de una funcién f definida de R en R es: f'(x) = x* + x - 6.
a) Determine, si es posible, para qué valores de x alcanza f su maximo y su minimo relativos.
Resolucién
145

) =x'+x-6=00x=—— x=—3, x=2; {"(x)=2x+1
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f7(-3) =2(-3) + 1 = -5 < 0, maximo relativo parax = -3

f°(2) =2.2+1=15> 0, minimo relativo para x = 2

b) Calcule un punto de inflexién de esta funcién y determine si es inico o pueden existir otros.
Resolucién

Si en x se alcanza un punto de inflexién, entonces f’(x) = 2x + 1 = 0. Luego, x = % (sdlo existe este)

c) Sabiendo que f(0) = 3, deduzca razonadamente sies f(1) <3 o esf(1) > 3.
Resolucién

Como el minimo de f se alcanza en x = 2 y el maximo en x = -3, entonces f es decreciente en el
intervalo (-3, 2). Luego, f(1) < f(0). O sea, f(1) <3

=1
x

4.- Dada la funcién f(x) = { _4x , Si0<x<2

a) Dibuje la grafica de esta funcion.
b) Estudie su continuidad, asintotas, monotonia y extremos.
Resolucién

Para x # 2, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = { _41 , si0<x < 2—, si2<x

X

, Si2 < x

f(x) = f(2)=_TZ=_—1= f(x) =_le>fescontinuaenx=2

f'(x) =_Tl * f'(x) = % = % = fNO es derivable en x = 2.

Vemos que f'(x) < 0 en el intervalo (0, 2) y que f'(x) > 0 en el intervalo (2, +o0)

Luego, f es decreciente en (0, 2) y creciente en (2, +)

Minimo relativo: x =2,y = f(2) = —71 , punto (2, >

mE ) No hay méximo.

Como f es continua en su dominio, no hay asintotas verticales.

-1

Por otra parte, f(x) = = 0. Luego, la asintota horizontal en +oo es el eje X.

Un esbozo de la grafica de f seria:
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I\¢

112

=172

5.- El precio en Bolsa de las acciones de una empresa durante las cinco horas que dura una jornada
bursatil, medido en pesetas, viene dado por la funcién C: [0, 5] - R definida asi: C(t) = 100(t* - 6t + 25),
donde t representa el tiempo medido en horas.
a) Dibuje la grafica de C, indicando las subidas y bajadas en el precio de cada accién durante la
sesion, asf como su precio en el instante inicial.
b) ;Cual es el valor maximo y minimo que alcanzan las acciones a lo largo de la jornada?
c) Sila sesion bursatil durara tres horas mas y se rigiera por la misma funcidn, ;cual seria la tendencia en
el precio de las acciones? ;Cual seria la cotizacion al cabo de las ocho horas?

Resolucién

C(t) = 100(£? - 6t +25) = 0 & £ = 2EL8 imposible

Ademis, C(0) = 100(0% - 6.0 + 25) = 2500 y C(5) = 100(5%- 6.5 + 25) = 2000
C’(t) =100(2t-6) =0 & t = 3,C(3) = 100(3% - 6.3 + 25) = 1600.

Luego, la grafica de C(t) es un trozo de parabola convexa de convexa, que no corta al eje de abscisas y
cuyo vértice, minimo absoluto es V(3, 1600).

Un esbozo de su grafica seria:
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kC(t) (ptas)

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

t (hor
8 saaﬁ'1

b) ;Cual es el valor maximo y minimo que alcanzan las acciones a lo largo de la jornada?

Resolucién
El valor maximo de las acciones es 2500 ptas (al principio de la jornada) y el valor minimo 1600 ptas a
las 3 h del comienzo de la jornada.

c) Sila sesion bursatil durara tres horas mas y se rigiera por la misma funcidn, ;cudl seria la tendencia en
el precio de las acciones? ;Cual seria la cotizacién al cabo de las ocho horas?

Resolucién
Ya que C(t) va creciendo a partir de las 3 h, el precio de las acciones tenderia a subir.

La cotizacién al cabo de las ocho horas serfa C(8) = 100(8” - 6.8 + 25) = 4100 ptas

2
X

6.-Sealafuncion f(x) = {=5- six <2 —x+ 4, si2<x <4(x - 4)2, st x=>4
a) Estudie su continuidad y derivabilidad.

b) Represéntela graficamente.
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c) Halle sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Resolucién
Parax # 2, x # 4, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo f'(x) = {x, six <2 — 1, si2<x<42x —8, six>4

fo) =L =2=fw =r@=—2+4=2= f es continua en x = 2

f@ =2 %#* f(x) =— 1 = fNO esderivable enx = 2.

fx) =—4+4=0=f(x) =fA) =4 -4"=0=fescontinuaenx =4
fx) =—1# f(x) =2.4—-8=0 = fNOesderivable enx = 4.

Conclusiodn: f es continua en R y derivable en R - {2 ; 4}

Como para x > 4, 2x - 4 > 0, entonces f'(x) = 0 © x = 0. Hagamos una tabla de signos de f'(x)
(= o0, 0) 0 (0, 2) 2 (2,4 4 (4, + oo

f'(x) - 0 + 2 - 2 +
f(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes decreciente en (— oo, 0) U (2, 4) ycrecienteen (0, 2) U (4, + o0)
2
Minimos relativos: x =0,y = f(0) = % = 0,punto (0, 0);x=4,y = f(4) = 0, punto (4, 0)

Maximo relativo: x =2,y = f(2) = 2, punto (2, 2)

Un esbozo de la grafica de f seria:

A

—2 —1 0

7.- (prueba ordinaria)

a) Calcule la derivada de cada una de las siguientes funciones: g(x) = y h(x) =xsenx

X

Resolucién g'(x) =———=—- ; h’(x) =1senx+ X cosx =senx + X cos X
X X

b) Estudie el crecimiento y decrecimiento de una funcién cuya funcién derivada viene dada graficamente
por la recta que pasa por los puntos (-1, 0) y (0, 1).

Resolucién
Hallemos la ecuacién de la recta mencionada: i’;g = 3;2 = 1=y = x + 1.Luego, f(x) =x+1

—-6-—
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(=00, —1] =1 [(=1, +
f'(x) = 0 & x = -1. Hagamos una tabla de signos de {'(x) f'(x) _ 0 +
f(x) | decreciente | minimo | creciente

fes decreciente en (— o0, — 1) ycrecienteen (— 1, + )

8.- (prueba ordinaria) Dada la funcion
f)={2x +a, six< -1 —x2+ 2, si —1<x<1lnlnx, six>1

w_»n

a) Calcule el valor de “a” para que f sea continua en x = -1.

Resolucién
Para x # -1, x # 1, f es continua y derivable independientemente del valor de a por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables siendo

ff)=1{2, six<—1 — 2x, si —1<x<1%, six > 1
Como debe ser continuaen -1, f(x) = f(x) = f(— 1)=22(—- 1)+ a =— (— 1)2 + 2=a = 3.

b) Represente graficamente la funcidn anterior sia = 3.
c) Justifique la existencia o no de derivada en los puntos x =-1 y x =1 para la funcién obtenida en
el apartado anterior.

Resolucién

Sia=3,f(x)={2x + 3, six< -1 —x2 + 2, si —1<x<1Inlnx, si x> 1 ysabemosdel
apartado anterior que f es continua en x = -1.

fo) = fy=—1"+2 = 12fe =1 =0 = f NO es continua en x = 1y, por tanto, tampoco es derivable

fo =2 = f'(x) =— 2(— 1)= 2 = fesderivableenx =-1.

f'(x) =0 & -2x =0 © x = 0. Hagamos una tabla de signos de f'(x)

(=, = -1 (—1,0) 0 (0,1) 1 (1, + )
f'(x) + 0 + 0 - A +
f(x) | creciente | creciente | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes crecienteen (— o, 0)U (1, + o) y decreciente en (0, 1)

Maximo relativo: x =0,y = f(0)= 2.0 + 3 = 3, punto (0, 3)

Minimo relativo: x=1,y = f(1) =— 1°+2 = 1, punto (1, 1)

Teniendo en cuenta ademas que la grafica de f esta formada por una semirrecta, un trozo de parabola y
un trozo de la curva y = In x, un esbozo de su grafica es:
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y=2x+3
-3 -2 -1
9.-
a) Dada la funcién f(x) = x> + ax* + b, calcule a y b para que f(x) tenga un punto de inflexién en (-1, 2).

Resolucién
fx)=x>+ax’*+b  f(x) =3x* + 2ax f(x) = 6x + 2a.

Como un punto de inflexiénes (-1,2) =2 f"(-1) =0=6(-1)+2a=0 = a=3
Y queda f(x) = x> 4+ 3x* + b
Como la grafica pasa por (-1,2) =2f(-1)=2= (-1)° +3(-1)*+b=2=2b=0

Conclusién: debe sera = 3,b =0 y entonces f(x) = x> + 3x°

b) Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = x° - 1 en cada uno de los puntos en
los que su pendiente sea igual a 3.
Resolucién

fx)=x*-1 fx=3x*=3eox=1 6 x=-1

La ecuacion de la recta tangente en un punto A(xo, f(xg)) esrtg:y = f'(Xo) (x - Xg) + f(Xo).
Xo=1 ; fx)=f)=3 ; f(xo)=f1)=1>-1=0
rtigey=3(x-1)+0=>rtg:y=3x-3

Xo=-1 ; f&)=f(1)=3 ; f(xo)=Ff-1)=(-1)>°-1=-2
rtgey=3(x+1)-2 = rtgcy=3x+1
10-Seaf(x)={2", six< -1 —x +3, si —1<x<2x—3, six>2
a) Represente graficamente la funcién y, a la vista de su grafica, determine sus maximos y minimos
relativos, asi como su crecimiento y decrecimiento.

b) Estudie su continuidad y derivabilidad.
Resolucién

-8-—
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Para x # -1, x # 2, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo f'(x) = {len n2, six<—1—-2x, si —1<x<21, six>2

fx) =f(-1D=2"=1=#fx) =— (- D’ +3=2=fNO es continua en x = -1y, por tanto, tampoco es derivable.
fo) =—2°+3=—1=f(x) = f(2)=2 — 3 =— 1= fes continuaen x = 2

f) =—22=-4%# f'(x) =1 = fNO esderivable en x = 2.

Conclusiodn: f es continua en R - {-1} y derivableenR - {-1; 2}

Parax<-1,f'(x) =2In2>0 y parax>2,f(x) =1>0.Luego, f(x) =0 -2x=0<x=0.

Hagamos una tabla de signos de {'(x)

(—o, —[—-1(=1,0) 0 (0,2) 2 (2, +
f'(x) + A - 0 - A +

f(x) | creciente | = | creciente [ maximo | decreciente | minimo | creciente

fes crecienteen (— o, 0) U (2, + o) ydecreciente en (0, 2)

Maximo relativo: x =0,y = f(0) =— 0°+3=3 , punto (0, 3)

Minimo relativo: x=2,y = f(2) =— 1, punto (2, — 1)

Teniendo en cuenta ademas que la grafica de f esta formada por un trozo de la curva y = 2x, un trozo de
parabola y una semirrecta, un esbozo de su grafica es:

A

-1

11.- Se considera la siguiente funcién

f(x)= x_+21, si x<—2 —x" — 2x + a si —25x< Oﬁ, si 0<x
a) Halle el valor de a para que f sea continua. Para dicho valor de a, ;es f derivable?
Resolucién

Parax # -2, x # 0, f es continua y derivable independientemente del valor de a por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables siendo

f)={(— =

—, Sl x<—2 —2x—2, si —2<x<0 —, si0<x
(x+1) (x+1)

-2
-2+1

Por ser continuaenx=-2,f(x) = f(x) = f(— 2)> =— (— 2)2 — 2(— 2) + a»a = 2.

—9-—
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Por ser continuaenx =0, f(x) = f(x) = f(0)=> — 0°—2.0+a-= Oil =a = 2
Veamos si es derivable:
Enx=-2, f'(x) =ﬁ =2=f(x) =—2(—2)— 2 =2 = fesderivableenx =-2.
Enx=0,f(x) =—20-2=—2=% f'(x) = (0121)2 =— 2 = fesderivable en x = 0.
Luego, f es derivable en R.
b) Para el caso de a = 2, dibuje la grafica de f.
Resolucién

Paraa=2, f(x) = {x_+21' Si x <— 2 —xz— 2x + 2, si —2=5x<0 xil, si 0<x ,
f’(x)={(xi1)2, Si x<—2 —2x—2, si —2<x<0 (xfl)z, si0<x
Parax < -2, f'(x) = (xi1)2 > 0y parax>0, f'(x) = (x:-21)2 < 0.
Luego, f(x) =0 -2x-2=0x=-1.
Hagamos una tabla de signos de f'(x)

(= 00, — — 2 (=2, - -1 (-1,0) 0 (0, + )

f'(x) + + + 0 - - -
f(x) | creciente | creciente | creciente | maximo | decreciente | decreciente | decreciente

fescrecienteen (— ©, — 1)U (2, + o) ydecrecienteen(— 1, + )

Maximo relativo: x=-1,y = f(— 1) =— (- 1)2 — 2(—= 1) + 2 = 3, punto (— 1, 3).No hay minimo

Teniendo en cuenta ademas que la grafica de f esta formada por un trozo de la curvay = x_+ "

de parabola y otro trozo de la curvay = y que f(x) = 0,un esbozo de su grafica es:

2
x+1

-10-
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Y

y:—X2—2X+2

12.- La altura, en metros, que alcanza una pelota lanzada hacia arriba en funcién del tiempo
2
5t t

(en segundos) transcurrido desde su lanzamiento, viene dada por la expresion f(t) = —; >
a) Represente graficamente f.

b) ;Qué altura habra alcanzado la pelota a los 4 segundos? ;Al cabo de cuanto tiempo llegara al
suelo?

c) En qué instante alcanzara la pelota su altura maxima? ;Cual es dicha altura?

Resolucién

5 5
. 5—2t 5 5 2
fo==3%=0ot==5=25, f(5])= =25 =3,125.

Luego, la grafica de f es una pardbola cdncava que corta a los ejes en (0, 0) y (5, 0) y tiene por vértice
(maximo absoluto) V(2,5; 3,125)

4(5-4)

5 = 2 metros

Al cabo de 4 segundos la altura de la pelota es f(4) =

Como f(t)= 0t = 0, t = 5,lapelotallegaal suelo alos 5 segundos

Al ser el maximo absoluto V(2,5 ; 3,125), la pelota alcanza su altura maxima a los 2,5 segundos y esta
altura es 3,125 metros.
Un esbozo de su grafica es

-1 -



PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC SS Il y COU II- ANALISIS — ANDALUCIA
MODELOS DE 2000 RESUELTOS Profesor: Rafael Nuiez Nogales

3.75kf(t) altura (metros)

3.5
3.95 V(2.5, 3.125)
3
2.75
2.5
2.25
2
1.75
1.5
1.25
1
0.75
0.5
0.25

t (seqund
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65

OTROS DEL 2000 (COU II

1.- Sea la funcién f: R = R definida por f(x) = x> + bx* + cx + d.
a) Calcule los valores de los coeficientes b, c y d para que f tenga un extremo relativo en el punto (0, 4) y
su grafica pase por el punto (2, 0).
Resolucién
f(x) =x>+bx* + cx+d f'(x) = 3x* 4+ 2bx + ¢

Como un extremo relativo es (0, 4) = f(0) = 0= 3.0+ 2b.0 + c=0 = c=0. Luego, f(x) =x° + bx* + d

Como la grafica pasa por (0, 4) = f(0) = 4 = 0> + b.0* + d = 4 = d = 4. Luego, f(x) = x> + bx* + 4

Como la grafica pasa por (2,0) = f(2)=0=2>+b.2°+4=0=b=-3.

Conclusion: debeserb=-3,c=0,d=4 y entonces f(x) = x>-3xt+4

b) Determine los valores de la variable x en los que la funcién g(x) = x° - 3x + 2 tiene sus extremos
relativos y su punto de inflexién y calcule las imagenes de g para esos valores.
Resolucién

-12 -
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g(x)=3x*-3=0ox=1 6x=-1; g'(x)=6x=0=x=0
g”’(1) = 6.1 = 6 >0 = minimo relativo: x=1,y = g(1) = 1° - 3.1 4+ 2 = 0, punto M(1, 0)
g”’(-1) = 6.(-1) = -6 < 0 = maximo relativo: x = -1,y = g(-1) = (-1)* - 3(-1) + 2 = 4, punto N(-1, 4)

Parax <0, g"”(x) <0 (gcdncava) y parax > 0, g"”’(x) > 0 (g convexa) = punto de inflexién: 1(0, 2)

2.- Los beneficios en miles de euros de una empresa, en funcién del tiempo, estan dados por la funcién

b(t) = {10 — t,5i0<t < 6t — 16t + 48, sit>6
a) Estudie la continuidad de b(t).
Resolucién
Para t # 6, b(t) es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo b’(t) = {— 1,si 0<t < 6 2t — 16,sit > 6

b(t) =10 — 6 = 4#b(t) = 6" — 16.6 + 48 =— 12> b(t) NO es continua en t = 6 y, por tanto,
tampoco es derivable.

Conclusién: b(t) es continua y derivable en [0, +o0) - {6}

b) Describa razonadamente los intervalos de crecimiento y decrecimiento del beneficio.

Resolucién
b’(t) =0 & 2t- 16 = 0 © t = 8. Hagamos una tabla de signos de b’(t)
(0, 6) 6 (6, 8) 8 (8, +
b;(t - A - 0 +
b(t) | decreciente | decreciente | decreciente | minimo | creciente

b(t) es decreciente en (0, 8) y creciente en (8, + o) ; minimo: t =8, g(8) = 8%*-16.8 + 48 = -16.

c) Halle el intervalo de tiempo en el que se producen las pérdidas. ;En qué momento estas pérdidas son
maximas?

Resolucién
Como para0 <t<6,b(t) =10-t> 0nelintervalo (0, 6) hay beneficios.

Parat>6, b(t) = £ — 16t +48 =0t = 162i8, t = 12, t = 4 (novalido puest > 6) = la grafica

deg

Parat > 6 es un trozo de parabola de vértice V(8, -16) que corta al eje de abscisas en (12, 0).

Por tanto, se producen pérdidas en el intervalo de tiempo (6, 12) y las pérdidas son maximas parat =8
siendo estas de 16000 €

3.- Dada la funcién f: R = R definida por f(x) = {x2 - 1,six<1 X - ax + b,six > 1
a) Determine a y b sabiendo que f es continua en Ry que la recta tangente en x = 2 es paralela al eje OX.
Resolucién

-13-
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Para x # 1, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables siendo f'(x) = {2x,six < 12x — a,six > 1
Por ser continuaenx=1,f(x) = f(x) = f(1) = 1’—1=1"-al+bsa—-b=1

Como la recta tangente en x = 2 es paralela al eje OX, entonces en x = 2 hay un extremo relativo y, por
tanto, f'(2) = 0. Luego, 2.2 - a = 0, a = 4. Sustituyendo, 4 -b=1,b = 3.

Conclusiéon: debe sera=4,b = 3.

b) Representa la grafica de la funcién f para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior.
Resolucién

Comoa=4,b=3, f(x)= {x2 — l,sixslx2 —4x + 3,six>1 ;
ff(x)={2x,six < 12x — 4,six > 1 ;six#=1,,{"x)=2>0

x*-1=0 &x=16x=-1; ¥-4x+3=0ox=—"2" x=1 x=3

Los trozos de parabola cortan al eje X en (-1, 0), (1,0) y (3, 0)

fx)=0 x=06 x=2

x=0,y=f(0) =0%-1=-1,punto (0,-1) ;x=2,y =f(2) = 2°- 4.2 + 3 = -1, punto (2, -1)

Los vértices (minimos) de los dos trozos de parabola son (0, -1) y (2, -1), respectivamente

I\4

Un esbozo de la grafica seria:

y=x"—1 y =x>—4x+3

3
c) Halle f(x2 — 4x + 3)dx
1

Resolucién

— , 2 °_6x’
Una primitiva del integrando es p(x) = Tx —2x + 3x = %
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Por la regla de Barrow,

3 3 2 3 2
f(x2—4x+3)dx=p(3)—p(1)= 3-63+93 1 -61+91 _ -4 _ _ 1,33
1

3 3 3

4.-

2
a) Sea la funcién f: R - R definida por f(x) = axs—H’ Calcule a y b sabiendo que f(0) = 1
5
y que [ f(x)dx = 30.
0

Resolucién
a 02 +b ax2 +5
Comof(0)=1,———=1b=5yquedaf(x)=——

3
X

S a—, +5x 2 ax’ + 15x
Por otra parte, una primitiva de fes F(x) = ——=—— — 2x + 3x =——;——.Usando laregla de
5 3 3
5° +15.5 0" +15.0 125a + 75 25a + 15
Barrow, 30 = [ £(x) dx = F(5) = F(0) = =855 — —E5n0 = =80 = -2
2
Luego, 25a+ 15=90 = 25a=75 =a=3y f(x)=%

b) Sea la funcién g(x) = -2x* 4 3x - 5. Determine el intervalo o intervalos de crecimiento y sus extremos,
en caso de existir.
Resolucién

gx)=0e-4x+3=0x = %. Hagamos una tabla de signos de g’(x)

3 3 3
(o + |+
g(x) + + -
g(x) | creciente | maximo | decreciente

. 3 . 3
g es creclente en (— o, T) y decreciente en (T, + 00)

Maximo relativo: x = i,y = g(—) =— 2(—)2 + 3% — 5=

—31
4 8

1 3
5 bunto (T' —) . No hay
minimo

5.- Sea la funcién f(x) = x* + ax + 3 conx € R.
a) Determine el valor de a para que la grafica de f tenga una tangente en el punto de abscisa x = 1 que sea
paralelaalarecta2x +y=0.

Resoluci6n

f(x) =x*+ax + 3 f'(x)=2x+a

Larecta es y = -2x, que tiene pendiente -2. Al ser la recta tangente en x = 1 paralela a la rectay = -2x,
f(H)=-2=221+a=0=>a=-2 y.Luego,f(X):X2—2x+3
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b) Para a = 0 calcule el area comprendida entre las graficas de las funciones f(x) y g(x) = x* + 2x + 7.

Resolucién
Paraa =0, f(x) = x* + 3, g(x) = —x* 4+ 2x + 7. Hallamos los puntos de corte entre las pardbolas:
{y=x2+3y=—x2+2x+7 =>x2+3=—x2+2x+7:>2x2—2x—4=2(x2—x—2)=0.

2

+-2 .1 .-2. El 4rea comprendida entre las graficases A = | [ [f(x) — g(x)] dx
-1

2 2

JIf(x) — g(x)] dx = f(Zx2 — 2x — 4) dx.Una primitiva es p(x) = 2 X' — 4x = 22 =3¢ 12
) g - ) . p p - 3 - 3
Por Barrow,
2 3 2 3 2

22°-32"—122 2(-1)° = 3(=1)* - 12(~1 —27
JIFe) - 9@l dx = p@) = p(- D= : - = = =9
Luego, el area que se pidees A = |— 9| =9 W

6.- Dada la funcién f(x) = {senx,six < 0 x2 + a,si 0<x<2 %, six>2 abeR

a) Halle los valores de a y b para que la funcidn f sea continua en todo R.

Resolucién
Parax # 0, x # 2, f es continua y derivable independientemente de los valores de a y b por ser el
resultado de operar con funciones continuas y derivables siendo

‘()= {cosx,six < 02x,si0 < x< ZL,six > 2
f)={ b

Por ser continuaenx =0, f(x) = f(x) = f(0)=> sen0 = 0> + a=a = 0.

Porser continuaenx=2, f(x) = f(x) = f(2)= 240 = %:)b = %

1

Conclusién: debesera = 0, b = -

b) Represente la funcion f correspondiente a los valoresa=1yb = 2.
Resolucién

Paraa=1,b=2, f(x) = {senx,six < Ox2 + 1,51 0<x<2 %,six > 2

A

5

a4

-1

7.- Sea la funcién f: R —» R definida por f(x) = {— 1,six< — 2 %, si — 2 < x<1 axz, six > 1
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a) Estudie la continuidad de f segtn los valores de a.
b) Determine la funcioén derivada de f paraa = 1.
Resolucién
Para x # -2, x # 1, f es continua y derivable independientemente del valor de a por ser el resultado de

operar con funciones continuas y derivables siendo
f(x)={0,six <— Z—Sl —2<x<12ax,5six>1

f@ =f® =f(- = -1=-- = fescontinuaenx=-2
— — 1 2 . . IR
fx) =f(x) =f(1)= B a.1 = fsoloescontinuaenx=1sia = >

. : . . . 1
Conclusion: f es continua en R - {1} y s6lo es continuaenx=1sia = —

Paraa=1,six#-2,x#1, f'(x) = {0,six <— 2—51 —2<x<12xsix>1.

f'(x) =0# f(x) =— = fNOes derivable enx = -2.

Sabemos que paraa =1 fNO es continuaen x =1 = fNO es derivable en x = 1.

Conclusiodn: f sélo es derivable en R - {-2; 1} con
f(x)={0,six <— Z—Sl —2<x<12x5six>1

1/2
c) Calcule [ f(x)dx
-3
Resolucién
Por la propiedad de aditividad de la integral definida respecto al intervalo de integracién nos queda:
1/2 1/2 L1 L

I = ff(x)dx—ff(x)dx+ ff(x)dx— f(— Ddx™ + f%dx'*‘
-2

Para I;, una primitiva de la funcién a integrar es p(x) =— x.

Por la regla de Barrow, I1 =p(—2)—-p(—=3)==(—2)-[-(— 3] =—

Para I,, una primitiva de la funcién a integrar es q(x) = % —=—
G) ;
Por la regla de Barrow, I, = q(%) —q(=2)=——~ (_42) = _1165
— 115 _ 3t
Luego,1—11+12— 1 o = Tic

8.- Sea la funcion f: R — R definida por f(x) = {%, six <— 1x° + 7x,s1 — 1<x<1 %, six > 1
a) Represente graficamente la funcién f.
b) Calcule las asintotas de la funcién f.
Resolucién
Parax#-1,x# 1,fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y

derivables siendo f'(x) = {—— 7 ,Six < 2
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f(x) =_L1=— 6=fFfx) =f(—1=( 1)2 + 7(—= 1)=— 6 = fescontinuaenx=-1

ffx) = (_f)z =— 6 # f(x) =2(—1)+7 =5 = fNOesderivableenx=-1.

f(x) =f(1)=12+ 7.1 =8 = f(x) =%= 8 = fes continuaenx = 1

ff(x) =214+7=9 =% f(x) =_1—§=— 8 = fNO es derivable en x = 2.

Conclusion: f es continua en R y derivableen R - {-1; 1}

fx)=0ex*+7x=x(x+7)=0x=0, x=-7.Pero como -1 < x < 1, resulta que la grafica de f s6lo
corta al eje X en (0, 0)

Parax < -1,f(x) =——< 0 (fdecreciente) y parax > 1, (x) = % < 0 (f decreciente).
X X

Para-1<x<1,{f(x) =2x+ 7> 0 (f creciente)

Hagamos una tabla de signos de {'(x)
(= o, —1 -1 (-1, 1D 1 (1, + o)
f'(x) - A + A -

f(x) | decreciente | minimo | creciente | maximo | decreciente

fes decrecienteen (— o0, — 1)U (1, + o0) ycrecienteen(— 1, 1)
Minimo relativo: x=-1,y = f(— 1) =— 6,punto(— 1, — 6)
Maximo relativo: x=1,y = f(1) = 8, punto (1, 8)

Como f es continua en su dominio, no hay asintotas verticales.

Por otra parte, f(x) = 0. Luego, la asintota horizontal en +oo es el eje X.

Teniendo en cuenta ademas que la grafica de f esta formada por un trozo de la hipérbola y = %, un
trozo
de parabola y otro trozo de la hipérbola y = %, un esbozo de su gréfica es:
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>
=<

= N WO b~ 1 O N ®

c) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
Resolucién

fx) = {%,Six <—1x+ 7x,si — 1<x<1 %,six >1,

, -6 . ) -8 .
f(x)={7,51x <-12x+7,si —1<x<1——six>1

X

La ecuacion de la recta tangente en un punto A(xo, f(xg)) esrtg: y = f'(xo) (x - Xo) + f(Xo)-

=2 ; fl(x)=r@=—F=-2; flx)=r@="=4;

rtg:y=-2(x-2)+4=>rtgy=-2x+8

9.- Dada la funcién f(x) = {2x2 —12,six <— 3 —x + 3,si — 3<x<2x — 1,six > 2
a) Determine los valores de x donde f es derivable.
Resolucién
Para x # -3, x # 2, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y
derivables siendo f'(x) = {4x,six <— 3 — 1,si —3<x<21,six > 2
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f(x) = 2(— 3)2 —12=6=f(x) = f(—3)=—(—3)+ 3 = 6 >fescontinuaenx=-3

f'(x) =4(—3) =12 # f'(x) =— 1 = fNO esderivable enx =-3.

fx) =f2)=—2+3=1=f(x) =2 —-1=1=>fescontinuaenx=2

f'(x) =—1+# f'(x) =1 = fNOesderivable enx = 2.

Conclusioén: f es continua en R y derivable en R - {-3; 2}

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
c) Calcule los valores de x donde f alcanza los extremos locales.

Resolucién
f'(x) # 0 porque, para x < -3, f'(x) = 4x > 0. Hagamos una tabla de signos de {'(x)
(=, =] -3 (=3, 2) 2 (2, + =
f'(x) + A - A +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes crecienteen (— o, — 3)U (2, + oo0) ydecrecienteen (— 3, 2)

Maximo relativo: x = -3,y = f(-3) = 6, punto (-3, 6).

Minimo relativo: x =2,y = f(2) = 1, punto (2,1)

d) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y las rectasx=-6 y x=0.
Resolucién
Usando los apartados anteriores, que x = -6 es la vertical que pasa por (-6, 0),

que f(-6) = 2(-6)*-12 =60y que x = 0 es el eje Y, un esbozo del recinto serfa
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Y \4
60
55
50
45
40
35
30
25

y = 2x2i— 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
El drea que se pidees A = A1 + A2
A =[x - 12)dx
-6
3 3
Una primitiva de la funcion del integrando es p(x) = sz — 12x = ngi. Por la regla de Barrow,
3 3
AN ol ey _2(=3)—36(=3)  _2(=6)"—36(=6) _ 54  —216 _ 270 _
A1_p( 3)—p(=06)= 3 3 R 5 =3 =9
‘ —x 6x — x°
A2 = [ (= x + 3) dx.Una primitiva de la funcién integrando es q(x) = >+ 3x = >
-3
6.0 — 0 6(=3) — (=3)° 27
Por la regla de Barrow, A2 =q(0)—q(— 3)= > — > ==

207

7 = 103,54’

Luego, el area que se pidees A = A1 + A2 =90 + % =
10.-

a) Represente graficamente las funciones f(x) = 6x - x* y g(x) = 2x sombreando el recinto limitado por
sus graficas.
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b) Calcule el drea de dicho recinto.
Resolucién

Comof(x) =6x-x*=x(6-x)=02x=006x=6 yf(x)=6-2x=0x=3,y=3)=63-3°=9,
la grafica de f es una parabola cdncava de vértice (maximo) V(3, 9) que corta al eje X en (0, 0) y (6, 0).

La grafica de g es la recta y = 2x, funcioén lineal creciente que pasa por (0, 0)

Los cortes de las graficas de f se obtienen resolviendo el sistema {y = 6x — X y =2x =6x — X = 2x

4x—x2=x(4 —x)=0,x=0;y=0,x =4,y =2.4=8.Lospuntos de corte son (0,0) y (4, 8)

Un esbozo del recinto mencionado es

10kY

({=]

= N W A~ OO O N

-4 -3 -2 7 8
P 2 . 2
El area que se pidees A = [(6x — x~ — 2x) dx = [(4x — x") dx.
0 0
C . S 2 X 6x —x°
Una primitiva de la funcion integrando es p(x) = 2x — —— = 3
2 3 2 3
— - 2
Por la regla de Barrow, A = p(4) — p(0) = e . i _ 80 . = 332 =10,67 u

11.- Siendo f: R — R la funcién definida por la expresién f(x) = {3 — xz, six<1 %, six > 1

a) Determine si f es continua en x = 1.
b) Estudie la derivabilidad de f en x = 1 y calcule la funcién derivada de f.
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Resolucién
Para x # 1, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables

. , . -2 .
siendo f'(x) = {— 2x,six < 1 ——six > 1
X
f@ = fW=3-1"=2=f@x =2=2= fescontinuaenx=1

f(x) =—2.1=—2=f(x) = _1—3 =— 2 = fesderivableenx = 1.

Luego, f es continua y derivable en R siendo f"(x) = {— 2x, si x<1 %, six > 1
X

c) Halle el 4rea comprendida entre la grafica de f, el eje de abscisas y lasrectasx =0 y x = e°.
Resolucién

f(x) =0 -2x=0 x=0porque, parax> 1, f'(x) = % < 0.
X

Hagamos una tabla de signos de {'(x)

(= o0, 0) 0 (0, 1) 1 (1, + o0)
f'(x) + 0 - -2 -
f(x) | creciente | maximo | decreciente | decreciente | decreciente

Maximo relativo: x = 0, y = f(0) = 3 - 0° = 3, punto (0, 3).

Ademas, la grafica de f estd formada por un trozo de parabola y por un trozo de la hipérbola y = %

Usando los apartados anteriores, que x = e = 20 es la vertical que pasa por (>, 0),

que f(eg) = %EO, 1, que el eje de abscisas es el eje Xy que x = 0 es el eje Y, un esbozo del recinto cuya
e

area se pide seria

—-23-—



PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC SS Il y COU Il- ANALISIS — ANDALUCIA

MODELOS DE 2000 RESUELTOS Profesor: Rafael Niiez Nogales

AN

-3 -3 1 I 1 2 3 45 6 7 8 91011 1213 14 1516 17 18 19 2

El 4rea que se pidees A = A1 + A2

3

1
A1 =[3 - xz) dx. Una primitiva de la funcién del integrando es p(x) = 3x — —— =
0

91-1° 9.0 -0’

Porlaregla de Barrow, A, = p(1) — p(0) = 3 - 2 = %

3
e

A2 = f% dx . Una primitiva de la funcién integrando es q(x) = 2 In|x|.
1

Por la regla de Barrow, AZ = q(e3) —q(1)=2Inln e —2Inlnl =6

Luego, el area que se pidees A = A1 +A2 =%+ 6 = 23—658, 67 u2

—24 -
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12.- Sea la funcién f(x) = x* + |x|, X € R.
a) Halla la representacion grafica de la funcién f.
b) Calcule el area de la regién del plano delimitada por el eje de abscisas, la funcidn f, y las rectas de
ecuacionesx=-3 y x=0.

Resolucién
Usando la definicidn del valor absoluto, f(x) = {xz —x six<O0 X+ x, si x=0
Six # 0, f es continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas y derivables
siendo f'(x) = {2x — 1, si x < 02x + 1, si x=0
f es continua en x = 0 por ser suma de funciones continuas en x = 0 (la funcién x* y la funcién valor
absoluto)

im re=20-1=—12 im reo=20+1-1 LUego, f NO es derivable enx =0

f'(x) # 0 porque, parax <0, f(x)=2x — 1 <0y parax>0,f (x)=2x+1>0

(= %, 0) 0 (0, + )
Hagamos una tabla de signos de f'(x) f'(x) - 0 +
f(x) | decreciente | minimo | creciente

Minimo relativo: x = 0,y = f(0) = 0* + |0] = 0, punto (0, 0).
Ademas, la grafica de f esta formada por dos trozos de parabola

Usando también que x = -3 es la vertical que pasa por (-3, 0), que f(— 3) = (— 3)2 + |— 3|=12,queel
eje de abscisas es el eje Xy que x = 0 es el eje Y, un esbozo del recinto cuya area se pide seria

13 AY
12
11
10
y = x% — X :
7
6
5
4
3
2
1
- -2 -1 0 1 2 l
0
El 4rea que se pidees 4 = [ (x2 — Xx) dx.
23 3 2 -
Una primitiva de la funcion del integrando es p(x) = ;C - ’ZC = ;BX
Por la regla de Barrow, A = p(0) — p(— 3) = 2'03;3'02 - 2(_3)3;3(_3)2 = 861 = 227 = 13,5 u’
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