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Partie 1

Question 1.

oo,
. Jon . Z J o . A LY
a) Soit la série enticre }, ——. Pourz = 1, la série est divergente sans €tre grossierement
n=1
divergente. 1 appartient donc au cercle de convergence. Donc R = 1.
On aurait pu dire également qu'en z =— 1, la série était convergente sans étre absolument

convergente et conclure de la méme fagon.
Bien siir on pouvait aussi utiliser la régle de d'Alembert!

b) Déja évoqué a la question précédente:
: » : 1
Divergence en z = 1 (série harmonique —-).

="

Convergence en z =— 1 (série harmonique alternée -—

vérifiant le critére des séries alternées)

Question 2.
oo,

a) Soit x réel, tel que |x| < 1. Onnote S(x) = Y, XT
n=1

400 40

n—1 n 1 L, . , L. .

S'(x) = ¥ x = ¥ x = somme de la série geométrique de raison x. Rayon de
n=1 n=0

convergence R = 1.

b) Comme S(0) = 0, S(x) = [S'(H)dt = [ =— In(1 — x).

Question 3.

. . L 11 11 1
Soit la série de terme général U, =T 2 31z + i3
u = —Bp+2)Bp+3)—CBp+DBp+H+2@Bp+DHBp+2) _ 9p+5
' 2(3p+1)(3p+2)(3p+3) ~ 23p+1)(3p+2)(3p+3)

u, est de signe constant négatif, u~ 7 quand p = + oo, le théoréme sur les séries de signe
6p

constant équivalentes s'applique, upest équivalente a une série de type Riemann convergente, elle

est elle méme convergente.

LS—— v —;estdesi ne
3+l 3ptz” Up . GprL(Gp+2) g

Soit la série de terme général v, =

constant positif, VST On conclut comme précédemment a la convergence de cette série.
p

. 2in3
Soitz =e =j
= .3p+3

3p+l . 22 .
Ona:j =j, J =j =j, j = 1 soit encore
3p+1 1 .3 .3p+2 1 . /3 .3p+3

2 2 7 o

3p+

1.



+00 n
Considérons alors la série ) # Comme le terme général tend vers 0 quand n — + oo, il est
n=1
légitime de faire une sommation par paquets de trois termes consécutifs. On ne modifie pas la
nature de la série, ni sa somme en cas de convergence.

j3p+1 j3p+2 j3p+3
. _ >
Soit donc W= + e + i3 0 P2 0.
_ 11 11 B 1 _ \3
w,= (T3 ~ 2T 52 3p+3) + i (o 3p+2) u, + i3 v avec les

notations précédentes.
La série de terme général w, est donc convergente comme somme de deux séries convergentes.
+o0

conclusion: la série };
n=1

Zn _ 2im3
——convergepourz =e .

Question 4.
a) Soit6 € R ; e # 1 clestadire 8 # 0 (2m).

q . . . . . i(q-p+1)6
ik6 ip6 i0 i(q—p)8 ipd 1—e .
Ye =e (l+e +.+e ) =e ~—,_ _ cXpression que l'on transforme en
—e
., 1 lpe ei . —2isin(7q7§+1)6
passant aux arcs moitié : Y, e = — —
k= e? —2isin--
P
ke i3m0 sin("Te
conclusion: ) e =e —_—
k=p

S m7

. a .
0 _ ) k0
b) Pour® € R ; e # 1, 0fixé, alors sm—g # 0et  conclusion: | ) el —

k=p

.0 "
|sm7|
' i0
¢) Soit zun complexe tel que |z| = 1etz # 1. AlorsdIO € R, 6 # 0 2n) ; z = e .
Posons u = % , u est le terme général d'une suite qui tend vers zéro telle que la série de

1 1 -
| = oD est une série convergente.
. q
Posons v =z ,ona bien que | ) v,|< M = | |
k:p sin—-

n

\ r \ . r . R ror 4
Les hypotheses du théoréme admis sont réunies, la serie de terme général <— est convergente.

+QO n .
conclusion: la série ), ZTconverge pour z = e , 0% 0 (2m.
n=1
Partie 2
P={z€C; Re(z) >0} F(z) = In(|z]) + iArg(2).

Question 1.

Pour z € P, F(2) _ eln(|z|)+iArg(Z) _ |Z|eiArg(Z) _

Question 2.
Pourz =x 4+ iy {x >0y € R onnote P(x,y) = Re(F(2)) , Q(x,y) = Im(F(2)).



a) Q(x,y) = Arg(z) = Arctan(%) car par définition Arg(z) €] — %,%[et
% = tan(Arg(z)). conclusion: Q(x,y) = Arctan(%).
b) P(x y) = ln(\/x +y ) = —ln(x + y )d’ou
X
- = - =0.
( Y) ( y) 2+y2 X l1+(x)2J
9P 99 S A x| __
dy (x' y) + dx (x' y) - x2+y2 + ( e ) [1+(L)2] 0.
conclusion: g—i(x, y) — g—g (xy) = (x y) + == (x y) = 0.
c) AP _ _ X2+y2—2X2 xZ_yZ _
@D @Y
_ — 2xy _ 2xy —
AQ - (X2+y2)2 (x2+y2)2

d) Le théoréme de Green-Riemann dit, pour (y) bord orienté d'un compact D,(compact a gauche)

que [ P(x, y)dx + Q(x,y)dy = Jf (% - g—i)dxdy dlou ici:
[ PGey)dx = Qx)dy = [ (= 5% — 5-)dxdy = [[ 0dxdy = o.

fQ(x y)dx + P(x,y)dy = ff (— — —)dxdy ff O0dxdy = 0.

Rq: On constate que I'orientation de (y) n'a plus d'importance, puisque le résultat est nul.

Question 3.

a) So1tz-pe avecp < letsip=1, 6 # 0 (2m).
Alors,1 — z = (1 — pcosB) — ipsin®.

Re(1 — 2z) = {1 — pcos® sip <1 1 — cos® sip =1 maisalorsavec cosd < 1
de sorte que Re(1 — z) > 0 dans
tous les cas et par suite :

conclusion: 1 — z € P dés que z est différent de 1 et de module 1.

+oo
b) On admet,pourz ; [z]< 1 etz # 1que ) ZTz— F(1 — 2).

n=1

On a donc, en particulier pour z = e’ o €]0, 2| :
+00 , ,
y, LBt —_ (|1 — €| + i4rg(1 — €")] diou

n

+o0 .0
. —
y —S”;‘l"e —_ Arg(e ‘(- 2isin%)) : Or% €lo,n[ = sin—g > 0 et par suite
n=1

0

i .. 8
e " (— 2isin)



TC

a pour module ZSin% et pour argument possible % - % qui appartient biena | — %, <> L

0
On a donc Arg(el2 (— 2isin%)) = % -=.

sinn® 0 s m—0
T

conclusion: >

pour 6 €]0, 2[.

Partie 3

Soit 0 €]0, m[ fixé.
a) Soit f de période 2, paire, définie sur [0, 7] par
f(x) ={1sixe€ [0,6[% six=06 0 six€]o,m

e

b) Coefficients de Fourier de f:
Les bn sont nuls puisque f est paire.

2 2 2 sinn® 2
a = ?f f(x)cosnxdx = ?f cosnxdx = {——— pour n # 0 —8 pour n = 0
+o0
. o] . 0 2 sinn®
conclusion:  La série de Fourier de f est: — + — ), ——cosnx.
n=1

. 1 o \ S
¢) La fonction f est de classe €~ par morceaux sur R, donc vérifie les hypotheses du théoréme de
Dirichlet - Jordan. La série de Fourier de f converge en tout point et a pour somme

%(f (x+) + f (x_)). Or on a en tout point de R, f(x) = %(f (x+) +f (x_)) de sorte que

+o0
conclusion: Vx € R, f(x) = % + % > &nnecosnx.

n=1



+o0
d) Pour x = 0 on obtient : 1 =%+%2an soit :

n=1
+o00
conclusion: Pour 6 €]0, [ “;e =y S";ne .
n=1

Maitenant, soit 0 €]m, 2mt[. Alors — 8 €] — 2m, — m[et 2m — B8 €]0, t[. On peut donc appliquer
la

formule précédente en remplagant 6 par 2w — 0, d'ou :

40 +oo
pour 8 €]m, 2m[ , izn—eL = X Smn(in_e) soit 9;1‘[ == ¥ Lnneet finalement :
n=1 n=1
oo
conclusion: pour 0 €]m, 2n[ , “;e =y %.
n=1
+o0
et puisque la formule est aussi vraie pour & = 1, on a pour 6 €]0, 2n[ , 1'[;6 =Yy Sl:llne
n=1
Partie 4

Soit g de période 2, telle que g(0) = O et g(x) = % pour x €]0, 2m].
Question 1.

a)

[ }.’
O X

b) Coefficients de Fourier de g:
Les a_sont nuls puisque la fonction est impaire.

b = % f %sinnxdx que l'on intégre par parties :

—_ T T __ L) — 1 [ Y
fu=nm-x u=-1 v' = sinnx v =— —-cosnx d'ou



1 T—X T 1 1
b =-——-"—cosnx], ——[ cosnxdx|= —.
T n n n

n 0
+o0

conclusion: La série de Fourier de g est .
n=1

sinnx

Question 2.

. 1 Lo \ Lo
a) La fonction g est de classe C* par morceaux sur R, donc vérifie les hypothéses du théoréme de
Dirichlet - Jordan. La série de Fourier de g converge en tout point et a pour somme

%(g(x+) + g(x_)). Or on a en tout point de R, g(x) = %(g(x+) + g(x_)) de sorte que

“+ oo
conclusion: Vx € R, g(x) = ¥ SL?:lnx
n=1
+0o0
Retenons en particulier que Vx €10, 2l HT_X =) — S ot on retrouve le résultat de la
n=1
partie3.
o +0o0 S nn% . _Zﬂ ] 29+ 1 )T )
b) Pourx_T,ona g(—) - = gl . Or sin=— = Oetsmi-LL2 =(-1)

[PRAY 3 . l —
d'ou conclusion: - Z Zp +1

400

La formule de Parseval - Bessel donne : 2 [ ( ) dx = m )Y —. Dou:
n=1 n’
i 1 -0’ [ :
conclusion: Y — = —[— i] =
oo 2n 3], °
Question 3.
n n+1e lﬂ
a) Y cosk® = Re(e — )d’aprés 1.4.a. d'ou
k=1 Sl?’l?
n .. nb
. sin—- n+1 . ,
conclusion: 2 cosk® = {—=—cos——0 si 6 # 0 (2Zmnsi 6 =0 (2m)
k=1 sin—
n k n
b) Pour x réel on pose S() =% M .Onas _(x) = X coskx de sorte qu' on a pour
k=1 k=1
sin" sin(n+*)x—smi sin(n+i)x
x €l0,n], S () = ——cosTHx = g —t = o
Sln7 SI.TLT SlTl?

Comme Sn(O) = 0, on peut écrire que pour x €]0, [ , Sn(x) = fS'n(t)dt ,d'ou:

. x sin(n+%)t
conclusion:  Vx €]0,n[ , § (x) =— 5+ [——
SlTlT

Rq: La formule reste en fait valable pour x €]0, 2m][.

¢) Prolongement par continuité en Ode la fonction t— S;l - %




3
t
1 1 t—sint 6 t .. . .,
Ona—— — — = ———~— = — au voisinage de 0. On peut donc prologer par continuité
t

par la valeur 0.
1 1, . .
— - ¢étant continue par exemple sur [0, 1], est bornée sur ce segment. Notons M un

sint
. 1 1 1 1
majorant de —— — —sur [0, 1],onaalors: 0 < —— — — < M sur [0, 1].
sint t sint t

sint

f( 1 %)dt < Mh_desque h € [0, 1] et par suite :

1
sint

conclusion: f( = %)dt - 0qdn— + oo,

— - > — — —1ldt et par suite :
nl

2 2

(sin(n%)t sin(n+%)t )dt _ f sin(n%)tl 1
si

.t
251717

(<l - Hie = S - Daw =

sin(n+%)t sin(n+%)t

.t .
2sin—- sin- 5
. 1 . 1
. sin(n+-)t sin(n+-)t
conclusion: [ i — ‘—|dt > 0qdn - + .
2sin— t
' St~ n+1 , . .
d) Pour x €]0,m[ , Sn(x) = ———cos—,—x et s'annule donc pour la premiere fois en
sink

changeant de signe ourn—+1x = — soitenx = —
g gnep 2 2 n_ n+l-°

X est 0 et = 0qgdn — + 0. On peut donc écrire:

x, sin(n+i)t sin(n+i)t sin(n+i)t
S(x)=—7+f — — i—|dt + [————dtetonadonc:
n-n 2sin- t
. 1
. . sin(n+--)t
lim S (x)= lim [————dt Posonsalorsu = (n + %)t dt = 2%
no4 T no e nty
sin(n-fﬁl)t ; .
[——2—dt = [Soe_d _ [ gy et enfin
t e n_;,_7 u
conclusion: lim S(x)=/ S gy = L.
n n u
n— 4o
+
e) S ot développable en série entiére sous la forme “2% = 5(— 1)nu_2n R = o0
u PP u 0 (2n+1)! '
n=
On peut donc intégrer terme a terme entre 0 et T, et on obtient :
+oo 2n+1
_ o\ T A oy - .
L= ZO( 1) I DIt Cette série vérifie le critére des séries alternées et la
n=
décroissance du module a bien lieu a partirde n = 1.
Yo (2n+1)1‘r2 < i >
(|— - < — < 1pour n = 1).
n (2n+2)(2n+3) (2n+1)

2n+3
TU

Dé¢s lors, on sait que |Rn| < EETOR

4 2k+1
T

On propose pour valeur approchée de L la valeur U = kgom' Cette valeur sera a

. , -3 . .
coup sir une valeur approchée de L avec une erreur 10 ~ , si on peut garantir que
11

m < 10_3. Or en effet, en utilisant th < 10ona:



'l m 10° m 10° 7 10 32 1

an!(in < anin < Tor < 326780 < (48)3679 _ 1134
1

1
. . i -3
conclusion: on a bien DD <10 .

FIN




