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Préliminaires

1°) Soit E un espace vectoriel sur K et X X, T éléments de E. Ils forment une famille libre de

E si 1'équation dans K": Alxl + }‘zxz +..+ ?\nxn = 0 n'admet que la solution (0, 0,..., 0),
autrementdit: A x. + A x_ +.+Ax =0 =2A =A =.=A =0.
11 22 nn 1 2 n

2°) Dans F (R) soit la famille {Fxml flixox f xox fy xox , cette famille est libre.
. 4 .
En effet, soit (7\0, )\1, ?\2, 7\3) € R tel que 7\0f0 + Alfl + Azfz + 7\3f3 = 0 fonction nulle sur R.

Alors,Vx € R, A +Ax +2x" +Ax = Octlepolynome P =X +AX +AX +AX

aurait donc une infinité de racines. C'est le polynome nul et donc AO =2 .= Az = AS = 0 cqfd.

Dans F ( R) soit la famille {fO: x—1 fl: X—C0SX fz: X—C0S2x f3: x>c05 X , cette famille

est liée.
Eneffetonaf2 - 2f3 + fo = 0.

Dans F ( R) soit la famille {fo: x-1 f1: xox + 1 fZ: xl—>|x3| , cette famille est libre.
En effet, soit (7\0, 7\1, 7\2) € Rtel que Aofo + Alfl + 7\2f2 = 0 fonction nulle sur R.
Alors, Vx € R, ?\O + )Ll(x3 +1) + 7\2|x3| = 0 et donc on en déduit que:
{7\0+7\1=0 (x=0) )\0+2)\1+)\2=0 (x=1)l0+lz=0 (x=—1) d'ou
7\1 = 0 puis 7\0 = 0 et enfin )\2 = 0. cqfd.

3°) Les dimensions des sous espaces engendrés par ces familles sont:

cas 1 :dim = 4; cas2:dim = 3; cas3:dim = 3
Partie 1

1°) Pour montrer que G est un espace vectoriel sur R, on prouve que c'est un sous espace vectoriel
de F([— 1, 1]). Or en effet, soient f Lot f 5 deux éléments de G et A Lot A ) deux réels, alors
2 . .y
Af,+Af, estdeclasse C sur [— 1, 1] comme somme de deux fonctions ayant cette propriéte,
et si on note P,4,¢etp,q, les fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a trois,
restrictions de f » (resp fz) a[— 1,0[, (resp ]0, 1]), alors les restrictions de ?\1 f .t 7\2 f ) a

[— 1,01,
(resp 10, 1]), sont A Pt ?\zp » (resp A 4, t Azq 2) qui sont des fonctions polynomes de degré

inférieur ou égal a trois et par suite A L f .t A . f , est ¢lément de G. cqfd.



2°) Soit f définie sur [— 1, 1] par
3 2 . 3 2 ) 1z
f(x) = {alx + le tyx+ 81 si x < Oazx + Bzx tyx + 82 si x = 0 f estélément de
Ga condition que f soit continue en 0, dérivable en 0 et admette une dérivée seconde en 0.
D'ou : 61 = 82 (continuité), Y, =Y, (dérivabilité), B1 = BZ (dérivée seconde). Une fonction f

de G dépend donc de 5 paramétres, G est donc de dimension 5. On le verra plus précisément a
la question suivante.

3°) Les fonctions f o f " f - f , sont celles définies dans le cas 1 des préliminaires (en restreingnant
leur domaine de définition a [— 1, 1]).
La fonction f4 est définie par f4(x) ={0 six< 0x° six>0.
Il est clair que f . f v f - f - f . appartiennent a G.
Montrons que cette famille est libre.
Soit (7\0, 7\1, 7\2, 7\3, 7&4) € Rtel que }\ofo + ?xlfl + Azfz + )\3f3 + 7\4f4 = 0 fonction nulle
sur [— 1,1], alors :
vx € [ 1,0[, A +Ax +2Ax +2x = Oetlepolynome P =2 +A X +AX +AX
aurait donc une infinité de racines. C'est le polynome nul et donc 7\0 = 7\1 = 7\2 = 7\3 = 0.
Par suite pour x = 1 il reste 7\4 = 0 etdonc 7\0 = 7\1 = 7\2 = 7\3 = 7\4 = 0, cqfd.

Montrons que cette famille est génératrice.
Soit f un élément de G, alors

f(x) = {a1x3 + sz +yx+ 6 six< 00(2x3 + sz + yx + 6 si x = 0 eton peut écrire :

f= 8f0 + yf1 + sz + a1f3 + (0(2 — ozl)f4 ce qui exprime que f s'exprime comme
combinaison linéaire des f » cqfd.

La dimension de G est donc bien égale a 5.

Partie 11

1°) Par un raisonnement analogue a celui de 11, S_ estun espace vectoriel sur R car c'est un sous
n

espace de F([xo, xn]).

2°) La dimension de S(I est 4 car .S'(7 est en fait I'ensemble des fonctions polynomes définies sur
1 1

[xo, xl] de degré 3.

3°) a) On suppose que S_ estde dimension d et que (f .., f ) en constitue une base.

n

Soit f € S(j . La restriction de f a [x o xn] est un élément de S , et donc il existe un

n+1l n

unique d-uplet de réels (al,... ad) tel que f[x ‘] = alf1 +... adfd, c'est a dire tel que
0""n.

d
vx € x,x ], fox) = _;1 af (x).




b) Soit P, la fonction polynome (définie sur R a priori) de degré inférieur ou égal a 3 telle que
Vx E]xn_ v xn[ , f i(x) = pi(x) (ceci pour éviter les confusions entre polynome, fonction

polynome associée et restriction d'une telle fonction a divers intervalles).
1l est dommage que le texte parle de fix = p, ce qui définit P, comme fonction polynome

1" n-1"n

avec pour domaine de définition ]xn_ v xn[ et qu' ensuite on parle de pi(x) pour
X € [xn, an]. Bon ceci n'est pas dramatique!

Soit enfin les fonctions f ~ définies par :

vi<d, {f~l_(x) = {fi(x) si x € [xo, xn] pi(x) si x € [xn, xn+1]

f~d+1(x) = {0 si x € [xo, xn] (x — xn)3 si x € [xn, xn+1]

d

etF=f—-% alf~i.

i=1
3 2 ¢
Mais alors Vx € [xn, xn+1] , F(x) = ax + an +yx+ Sn - 121 aipi(x)et la restriction de
i=

Fa [xn, xn+1] est donc bien une fonction polynome de degré 3. De plus:

La continuité de f en x_se traduit par f(x) . +=f(x) _soit :

n llmx—>xn llmx—>xn
5 , d d
ax + ann tyx + Sn =y aif l,(xn) = El aipi(xn) et donc F (xn) = 0.

i=1
La dérivabilité de f en X se traduit par f (x)limx_)x: =f (x)liquxr_l soit :

d
El aipl,(xn) et donc F (xn) = 0.
L'existence de la dérivée seconde de f en X se traduit par

d
) .
Banxn + Zann + Y, = El alfl,(xn) =

F\(x\)} cSub {size 8{x rightarrow x rSub { size 6{n} } rSup {size6{+ {}}}}} = {f (x)”mx_)x_
soit : '

60(an + 2 Bn _ ;: alf} } \(xrSub { size 8{n}} \) ={3}} Sum cSub { size 8{i=1}} cSup { size 8{d}} {arSub { size 8{i} } p rSub { size 8{i} } rSup { si
i=1

i

et donc F \(xrSub {size 8{n}} \) = 0} {.

¢) Montrons que (f~1,..., f~d+1)est une base de So

n+1

Montrons que cette famille est libre.

. d+1
Soit 0‘1""' Ad+1) €R telque A1f~1 +..+ A

~ = 0 fonction null r[xx ]
d+1f d+1 onction nulie su 0’ “n+1l’

alors
c'est en particulier la fonction nulle sur [x o xn] et donc 7\1 f Tt A df 0= 0 sur [x . xn] ce
qui implique que 7\1 =.= Ad = 0 et par suite }‘d+1 = 0. cqfd.

Montrons que cette famille est génératrice.



d
Soit f € S(T , notons f e ] =Y alfi, on peut alors écrire :
0""n =1

n+1
d d d

f= (f -y alf~i) + ) alf~i etona (f - aif~l,) est la fonction nulle sur [xo, xn].
i=1 i=1 i=1

C'est une fonction polynome de degré 3 sur [xn, an] qui s'annule, ainsi que ses deux

premicres dérivées au point X, elle vaut donc sur ce dernier intervalle a d(x - xn) et
d+1

finalement on peut écrire f = ) alf~i cqfd.
i=1

d) On a donc la relation dim(S0 ) = dim(Scy ) + 1, et comme dim(Sc ) =4ona:
n+1 n 1

dim(SG) =n+3

4°) a) Un polynome p s'écrit de maniére unique, au moyen de la formule de Taylor sous la forme :

p(X) = p(a) + p'(@(X — a) + p\(a\)} over {2}} \(X — a\) rSup{size8{2}} + { {p""'\(a\)} over
et par conséquent le

polynome cherché s'écrit p(X) = a + B(X — a) + %(X - a)2 + K(X — a)3 et la relation
s—a—B(b-a)—-(b-a)’

p(b) = & fournit K = ce qui assure 1'existence et 'unicité du

-0’
polynome cherché.

b) Soit (yo,..., Yoo B) un n + 3-uplet de réels fixé.
Casn=1.8§ , est constitu¢ de fonctions polynomes de degré 3 et le probléme consiste
1
donc a trouver p tel que
p(xo) =Y, p'(xo) = a; p\(xrSub{size8{0}} \) = B;p\(xrSub{size8{1}} \) = yrSub {size 8{1}

C'est exactement le probléme résolu au a) précédent.

Hypothése de récurrence: On suppose qu'étant donné (yO,..., Yo ) unn + 3-uplet de réels

fixé, il existe une unique fonction f € S0 telle que :

Vi € {0} f(x) =y ; f(x)= o«; f\(xrSub{size8{0}} \) = B}{.

Soit alors (yO,..., Yoo B) unn + 4-uplet de réels fixé.
d

Soit alors f € S(j associ¢ de maniére unique a (y o Yy B), alors f = ) a, fl,.
n i=1
d+1

Cherchons a Gt tel que f~ = Y, a f ~, réponde a la question.
i=1

Vi €{0,..,n}, {f~(x) =y U~'(x)=a; {f~\(xrSub{size8d{0}}\) = p}{

sont vérifiées, caron a :

f~() = fG) =y, 5 U~(x) = () = a; {f~\(xrSub{size80}} \) = f(x)) = B



Il reste a utiliser la relation f~(x ) = Yoi1 qui se traduit par

n+1

d
Yo~ zapx )
i=1

it n+l

d
3 : . .
Yoir = 2:1 aipi(xnﬂ) + ad+1(xn+1 xn) et qui fournit a, .= — . D'ou

l'existence de f~ répondant a la question.
Prouvons maintenant l'unicité de cette solution. Soit f une solution, alors sa restriction a [x . xn]
d

» a, f  est donc unique, et le calcul

répond au probléme associ¢ a (yO,..., Yo B).f [
0 =1

n i

précédent donnant I'unicité de a 14 ASSUTE l'unicité de f.

0 . S . L o
c) S , cstun sous espace vectoriel de S . de maniére évidente. Dés lors l'application ®”définie

n n

par : ©: R® - Sg (o, B) +=f ou f est I'unique solution du probléme précédent pour

0,..,0,a,B)
est un isomorphisme d'espaces vectoriels, ce qui fait que dim(S 2 ) = 2.

n

n

En effet: " est linéaire:
Soit (0(1, Bl) et (0(2, [32) deux éléments de R d'image par ©, f1 et fz‘

f = & (a,B) +2,(x,B,)) est Lunique élément de sz vérifiant :
f'(xo) =?\1a1 +?\20(2 et '
f\(xrSub {size 8{0}} \) = ArSub {size 8{1}} BrSub {size8{1}} + ArSub {size 8{2}} BrSub { size 8{2}

Or Alfl + )‘zfz est élément de Sg et vérifie :
A S A (x) =Aa + A et
(?xlf1 + 7\2]‘2) \(xrSub {size 8{0}} \) = ArSub {size 8{1}} P rSub {size8{1}} + ArSub {size 8{2}} B rSul

ce qui assure que
CDA(}‘l(al’ 81) + Az(az’ Bz)) - AldD"(((xl, B1)) + }‘zqy\((az’ Bz)) cqfd.

" est bijective:
Elle est surjective. Soit f € Sg ,alors f = ®*,

Elle est injective. Soit ((xl, Bl) * ((xz, BZ) , par exemple o Fa alors f1 = dD"((al, Bl))

est différent de f , = dD"((az, Bz)) car f ) (xo) *f ) (xo). Méme raisonnement si c'est
31} \(xrSub { size 8{0}} \) <> f rSub { size 8{2} } rSup { size 8{

Bl * BZ alors c'est f1

(xo) qui permet de

conclure.

Conclusion : dim(Sz ) =2

5°) a) Soit f € Sz f (4)(x) = 0 pour x E]xi, xi+1[ car sur un tel intervalle, f coincide avec une

fonction polynome de degré 3.




b) Calculons la dérivée de f'f} { sur ]xi, xi+1[.

(f'f\) rSup {size8{}} = f2 + f'f"" et on peut donc écrire que :

f(f \(x\) right) rSup { size 8{2} } italdx = SumcSub{i = 0} cSup{n — 1} {IntrSub {size 8{xrSub { size 6{i}}}

soit :

7

[ (F\(x\) right) rSup { size 8{2}} italdx = SumcSub{i = 0} cSup{n — 1} {left[f'\(x\) f(x)]i’:“ —

i
. Or on a, en intégrant par

parties 1'une des intégrales de la derniére somme :

fu=f" u=0v=f wv=fdou

Jfeof"()dx = [f(@f"'(@]i‘:“ —0=0-0-0=0dou

/.

¢) Soit @ définie par 52 N R b s ('0x) $'(x )

® est injective:

En effet, supposons {d)'(xo) =0 q)'(xn) = 0, alors [ et comme ¢} { est continue sur
[xo, xn], on en déduit que ¢} { est identiquement nulle sur [xo, xn].

On aurait donc Vx € [xo, xn] , ¢(x) = ax + betalors cl)'(xo) = a = 0 puis

d(x) =b =0
et finalement ¢ est la fonction nulle sur [xo, xn].

® _est bijective:

;- C . 0 2 . ~
En effet, @ est évidemment linéaire entre S , R", deux espaces vectoriels de méme

n

dimension 2, et donc injective&bijective.

d) Montrons qu' il existe une unique fonction f € § . telle que :

Vi €{0,..n} f(x) =y, ; fix)=0a; fi(x)=8B.
On pourrait faire un raisonnement voisin de celui de la question 5c) en envisageant 'application
W allant de S_ dans R™ quia f associe (FGr ) FGe ) F () F1 (), f1 (%)),

n

Montrer que cette application est lin€aire, injective, donc bijective vu les dimensions ce qui
fournit le résultat cherché.

Je propose une solution plus rudimentaire.

On montre ['unicité.

Supposons que 1'on ait deux solutions f Lot fz. Alors f LT f , € Sg et vérifie
c1>(f1 —f,)= (0,0) donc f, — f, = 0,clestadire f = f,
On montre I'existence d'une solution.

n



Soit f I'unique fonction de SG vérifiant :

n

vi € {0,..,n}, f(xi) =Y, f'(xo) =0; f\(xrSub{size8{0}} \) = 0}{. (Cf4b)).
Soit ¢ l'unique fonction de Sz vérifiant : q>'(x0) =« ; q)'(xn) =B - f'(xn), alors
g=f+ ¢ €S_ectvérifie ?Vi €{0,.,n} gix) =y, ; gx)=0a; gx)=8

cqfd.
Partie 11T

1°) a) Soit f de classe ¢ sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) = 0.

La fonction g, 2-périodique, impaire telle que Vx € [0,1] , g(x) = f(x) estde classe C ! sur
R. Elle vérifie donc les hypothéses du théoréme de Dirichlet-Jordan. Sa série de Fourier
converge en tout pointx de R et a pour somme g(x), vu la continuité.
+00
AinsiVx € R, g(x) = Y. cnsin(nnx) (w ==—= m) avec c = 2 [ f(x)sin(nmx)dx.
n=1
Deux intégrations par parties pour calculer c fournissent :

¢ =———[ f\(x\) sin\(nmx\) italdx}}{.

n

b) Tout ce que I'on peut dire, c'est g} { est continue par morceaux, impaire comme g, sur R. Il se
pose d'ailleurs la question de la définition de g} { en les points de Z.
On peut cependant envisager la série de Fourier de g} {, mais on ne peut pas garantir que g} {

est
¢gale a la somme de sa série de Fourier.
Les coefficients de Fourier de g} { sont :
a = 0 ; bn =2 f\(x\) sin\(nnx\) italdx} = — nrSup{size8{2}}mrSup { size 8{2}} crSub { siz
277
La série de Fourier de g} {est donc —m Y n cnsin(nnx).
n=1

¢) Nous admettrons que la formule de Parseval-Bessel reste valable pour une fonction continue par
morceaux (donnée pour une fonction continue dans le programme).

Onaalors 2 [ soit: J.

+00 +00
. ey 2 2 . .
d) Dire que les séries Y a_ et » bn sont convergentes, c'est dire que les sommes partielles
n=1 n=1
o T2
An =Yy a, et Bn =Yb , sont majorées par A et B. (Cf théorémes sur les séries a termes
k=1 k=1

positifs)



Mais alors I'inégalité de Schwartz donne

" n 12, , 1/2
2 2 . .
k§1|akbk| < ( ) ak) (El bk) =, /An4 /Bn < +/AB ce qui assure la convergence de la série

k=1

+00 +o0 too 12/ 40 5 1/2
a termes positifs Y, |anbn| etona : Y |anbn| < (Z an) ( > bn) .
=1 n=1 n=1 n=1

+o0
. 2 , 2 2 2
d) Soita =nc ,lasérie ), a converge et a pour somme —||f]| .
n n n -
n=1
1 [ !
. R T
Soit bn = —-, la série ) bn converge et a pour somme —--.
n
n=1

+o0 +o0
On en déduit que la série )] |anbn| =) |Cn| converge et que sa somme est inférieure ou égale
n=1 n=1

a
V2 _m _
1_[2 \/%”f” - 3\/5'
+o00
Mais alors comme Vx € [0,1] , f(x) = X cnsin(ﬂnx),
n=1

+o0
A
vx €[0,1], |f(0)|< n§1|cn| <&

2°) a) Soit gi(t) =(f — ¢) (xl, + thi). g, est de classe C° sur [0,1].
llg,I

Eh

33 \(t\) =hrSub { size 8{i} } rSup { size 8{2} } left (f — ¢ right ) rSup { size 8{ "N
g (x, + th) d'ou [|g | =\ﬂ .

On peut appliquer le résultat précédent et on a donc : Vt € [0, 1] , | gi(t)| <

i

On pose alors

3
u=x+th , du=hdtet |gll = hiz\/}puisque l'on
intégre sur [xl,, xi+1] c [0, 1].

Conclusion : Sup, o, If(x) — dx)| = Supte[0_1]|(f - P)(x, + thi)H%Lh?.

X
i’ i+1]

b) Soit a calculer I = [(F\(t\) — &®)d\(t\) italdt}}{. Une premiére intégration par
parties fournit :
doul =.
Une deuxiéme intégration par parties fournit :

d'ou

JF@® = '™ (®dt = [(f(1) - <1>(t))<l>"'(f)]3+1 — 0 =0 etparsuite:

JUNCE) = )P \(t\) italdt} size 12{{} = left[left (f' — ¢'right)d(x,, ) —



Mais alors

JUENCEN) = d@))P\(t\) italdt} = SumcSub {size8{i = 0}} cSup {size8{n — 1}} {left (left[lef
soit

JANCEN) = d@)S\(t\) italdt} = left[left (f — ¢'right)d(1) —

On peut alors écrire:
J(F\(t\) right) rSup { size 8{2} } ital dt = Int rSub { size 8{0} } rSup { size 8{1}} {left (f(t) — d\(t\)

Do [If — oI = 717 = llbll”.

O Sup, If0) = ¢00I = W“hwmw etllf — &Il < lIfll daprésb) diou
||f|| 2
Sup, o) — 4@ =Lh

FIN




