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Probléme d'analyse

10) Soit f: R - R telle que f(o) =1letVt =0 ) f(t) — Arctan(t) .

t
1-1) Continuité et parité de f.
La fonction Arctanest continue sur R.

La fonction t = % est définie et continue sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et |0, + oo[.

Donc f est continue sur | — oo, 0[ et ]0, + oo[ comme produit de fonctions continues.

Arctan(t) _ 1 _ £(0), ce qui traduit que f

Au voisinage de 0, Arctan(t)~t et donc lim -

t—0
est continue en 0.
Conclusion : f est continue sur R.

La fonction Arctanest impaire, donc Vt # 0, f(—t) = %r;_tl = f(t) et f est paire.

1-2) Développement limité a l'ordre 1 en O
Arctanest dérivable sur R et Vt € R, Arctan'(t) =

=~
Donc, Arctan' a un développement limité a I'ordre 2 en1 Stqui est:

Arctan'(t) = 1 — t* + ' (£) avec tlzno e (t) = 0.

Alors Arctan a un développement limité a 1'ordre 3 en 0 qui est :

Arctan(t) =t — %3 + tssz(t) avec tlino sz(t) = 0. (sachant que Arctan(0) = 0)

Par suite, f a un développement limité a 'ordre 2 en 0 qui est :
2

fo) =1 - tT + tzsz(t) et par troncature, a un développement limité a 1'ordre 1 en 0 qui est :
f(®) =1 + te(t) avec lim €(t) = 0.
t—=0
Conclusion £ est donc dérivableenOetona: f'(0) = 0.

1-3) Dérivabilité de f.
Arctanett — % sont dérivables sur | — oo, 0[ et |0, + oo[. Donc sur chacun de ces
intervalles,

f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
Comme elle est dérivable en 0 elle est dérivable sur R.

. ' 1 Arctan(t) '
Concl Vt €ER , t) = - , 0) =0.
onclusion ') oo 2 f'(0)

1-4) Signe de f".

2
Soitt €ER etI(t) = [ #dw. Effectuons une intégration par parties :
+w



On pose
1

= ! =1 ! = L =—
(uw) = w ww) YW =—te ww) =
wu, v sont des fonctions rationnelles de classe C sur R, on a donc :
t
I(t) = |——= o ==t 4 L Arctan(t) soit :
© [2(1+w2) ]0 2 / 14w’ 2(1+tH) 2 (€) soi

t(1+t9) t
Vu la parité de f, il suffit de I'étudier sur |0, + oo[. Onaalors Vt > 0, I(t) > 0 car intégrale
sur [0, t]d'une fonction continue, strictement positive sur |0, t].
Conclusion : YVt €]0,+ oo, f'(t) < 0etdonc f est décroissante sur |0, + oof.

0 Z—th( 1 Arctan(t))z—thf,(t).

1-5) Courbe représentative de f.

lim Arctan(t) = % ,donc lim f(t) = 0, d'ou le tableau de variations.
t— +oo t— +oo

_‘_‘_‘_‘_‘__‘_'__'_‘—‘—-—--

f(1) = Arctan(1) = %. Pour le graphe, voir graphe commun avec celui de .

2°) Soit @: R > Rtelle que @(0) = LetVx # 0, @(x) =~/ f(t)dt.

2-1) Continuité de ¢
f est continue sur R. Donc elle admet des primitives sur R, soit F celle qui s'annule en 0.
AlorsVx = 0, o(x) = %F(x).

F est dérivable donc continue sur R. ¢ est donc continue sur | — o0, 0[ et ]0, + oo[ comme
produit de fonctions continues.

F(0) = 0donc lim @ = F'(0) = f(0) = 1 = ¢(0) donc ¢ est continue en 0.
x—0
Conclusion : ¢ est continue sur R.

Vx =0, @(—x)= _fo f(t)dt. On fait le changement de variable t =— u.

[ f®dt = [ f(— w)(— du) =— [ f(u)du car f est paire. On a donc :

Conclusion : Vx + 0, @(— x) = @(x). Donc @ est paire.

2-2) Encadrement de¢.
Soit x > 0. Sur [0, x] , f est décroissante, d'ou Vt € [0,x], f(x) < f(t) < f(0) = 1.

Par positivité de l'intégrale on a : [ f(x)dt < [ f(t)dt < [ dt soit :

xf(x) < xp(x) < xetenfinpuisquex > 0, f(x) < p(x) < 1.
Soit x < 0, alors — x > O etdonc f(— x) < @(— x) < 1. Or f et ¢ sont paires, donc on



encore : f(x) < @(x) < 1.
Onadonc:Vx # 0, f(x) < ¢@(x) < 1,etcomme f(0) = @(0) = 1,ona:
Conclusion : Vx € R, f(x) < o(x) < 1.

2-3) Dérivée deo.
OnavuqueVx # 0, o) = %F(x) avec F dérivable et F' = f.

Deés lors, @ est dérivable sur | — oo, 0[ et |0, + oo[ comme produit de deux fonctions
dérivables.

Onaalors : @'(x) = 2 — L& it '(x) = —[f(x) — @)].

Dérivabilité deo en 0.

On connait le développement limité de f a l'ordre en 0.
On en déduit celui de F, puis celui de .

f(x) =1+ xe(x) lim g(x) = 0.

x—0
F(x) = x + xe,(x) lim () =0 F(0) = 0.
3 too 3
px) =1+ xs3(x) lim e(x) = 0.
x—0

@ admet un développement limité a l'ordre 1 en 0, donc ¢ est dérivable en 0 et ¢@'(0) = 0.
D'apres la question 2-2, ¢'(x) < O sur |0, + oo[ et @'(x) > Osur] — oo, 0.
@ est donc croissante sur | — oo, 0[ et décroissante sur |0, + oo[.

2-4) Etude de au voisinage de+ oo.
Vt € R, Arctan(t) <. Soitalorsx > 1.Vt € [L,x], 0 < f(t) <~ dou:

0 <[ f(tdt < lf% soit 0 < [ f(t)dt S%lnx. On en déduit :

pourx > 1, 0 < —f f()dt < -=Inxetcomme lim =0, lim —f f()dt = 0.
X —> 400 x> 4+

Org(x) = [ f(®Odt + [ f(®)d.

Sur[0,1], 0 < f(t) < letdonc0 < —f f(O)dt <—et lim —f f()dt = 0.

x —> 400

Conclusion : lim ¢(x) = 0.

x—> 4+

2-5) Courbe représentative dee.
Le tableau de variation de ¢ est le méme que celui de f.



a0 s

o o . e _
3°) Soit la suite (un)neN définie par u €R, VneN, u . = cp(un)

t
1+t
1—t°

u'(t) = —- d'ou le tableau de variation :
1+t)

3-1) Soit u: t=>——7. Etudions cette fonction sur l'intervalle [0, + oo.

,/"/) T

Conclusion : OnadoncbienVi = 0, 0 < 7 si.
1+t 2

2
3-2) Montrons que Vx > 0, [@'(x)| < %(1 - f(x)= sz#dt.
P

Pourx > 0, @'(x) < Oetonale'(x)|= %((p(x) — f(x)) d'apres 2-3.
Orvx € R, 0< () < 1,doule'®)|<(1— f(x)= %(1 - Ml) que l'on

L. 1 . 1 1 <y
peut écrire : —(x — Arctan(x)) soit encore : =/ (1 - T)dt, c'est a dire :
X X +t

1 ¢
—zf — dt.
x 1+t



Conclusion : Vx > 0, |@'(x)] < %(1 - f(x) = %f 1;2 dt.

¢
1+t

Ona, pourtoutx > Oettoutt € [0,x],0 < ¢t < % d'aprés 3-1.

2
_dt < szLdt = < et finalement pourx > 0, |o'(x)| <=
1+t X2 4 4

D'ou, LZ f
X

On a par ailleurs que ¢@'(0) = 0 et que @ est paire donc @' impaire. Par suite :
Conclusion : Vx € R, |@'(x)| < %.

3-3) Equation @(x) = x.
Soit Y(x) = o(x) — x, Y'(x) = @'(x) — 1 < 0 d'apres ce qui précede.
P est donc décroissante sur R.
lim Y(x) =+ ococar lim @(x) =0, lim Y(x) =— cocar lim @(x) = 0.

x—> —o X —> — X —> +o0 x —> +o0
U étant continue, elle réalise une bijection de R sur R et ceci assure l'existence d'un unique
réel a tel que Y(a) = 0, c'est a dire @(a) = a.
Conclusion : L'équation @(x) = x admet une unique solution notée .
Encadrement de a.
P0) =0 —0=1, Y1) = (1) —1<0carvVx # 0, @(x) < 1letdonc
a €]0,1][.

3-4) @ est dérivable sur R et |@'(x)| < %. L'inégalité des accroissements finis appliquée sur

l'intervalle d'extrémités o et u s'écrit : |(p(un) - q)(a)| < %|un — 0(| soit :

1 .
|u - cx| < —|u - (x| et par suite on a :
n+1 4"n
1\" . .
vn € N, u - a| < (T) |u0 - a| (récurrence immédiate!). Dés lors, comme
. 1
lim —=
n—+oo 4
lim u = a. Conclusion : lim u = a.
n n
n— +oo n— 4oo

4°) Résolution de 1'équation différentielle xzy' + xy = Arctan(x).

4-1) Sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et ]0, + oo, I'équation différentielle s'écrit :
xy' +y = f(0).

Or xy' + y est la dérivée de x—xy(x), dou xy(x) = [ f(t)dt + A.

Conclusion : Sur chacun des deux intervalles les solutions sont de la forme : y(x) = @(x) + %

4-2) Solution de I'équation différentielle sur R.
Une telle solution doit s'écrire :

A A
y(x) = {@x) +— pour x <0@(x) +—— pour x> 0 etil faut trouver
7\1 et )\2 pour que l'on puisse prolonger cette fonction en 0 en une fonction dérivable en 0.

La possibilité de prolonger par continuité en 0 nécessite A .= )\2 = Qetalors y(x) = @(x),



dont on a vu qu'elle était bien une fonction dérivable sur R.
Conclusion : @ est la seule solution de I'équation différentielle sur R.

Probléme d'algébre

1°) Soit Y I'endomorphisme de E de matrice A = L(— 1222 — 1222 — 1) relativement a la

4
base B.
LI i ] M : LI i — _ — ]
1-1) §' = - est I'endomorphisme de matrice A" = —(— 1222 — 1222 1). ' est une
isométrie:
En effet, B = (el, e, eg) étant une base orthonormée, on a :

W'l = W' (el = lI'(e)ll = 531 + 4 + 4=Tet
(W'(e ) W'(e)) = (W'e ), W'(e)) = (W'(e,) W'(e,) =5 (= 2 — 2 + 4) = 0 ce qui fait

9

que
' transforme une base orthonormée en une base orthonormée. cqfd.
Ensemble des vecteurs invariants.
Soitu = x.e +xe +Xxe, unvecteur invariant par ', on doit avoir :
1 _ . .
-(=1222 -1222 — 1)(x1x2x3)— (x1x2x3) soit le systéme :
{- 4x]L + 2x2 + 2x3 =0 le - 4x2 + 2x3 =0 2x1 + 2x2 - 4x3 = 0. Celui-ci est
équivalent a : {— 2x1 tx, tx, = 0 - 3x2 + 3x3 =0 3x2 - 3x3 = 0 soit
finalement X, =X, =X,

L'ensemble des vecteurs invariants est la droite vectorielle D engendrée par

u =e e e..
0 1+ 2+3

Cette isométrie vectorielle est donc une rotation vectorielle d'axe D eton a :

u
vveD , Y'(v) = cosbv + sinGHTO” A v, 0 étant une mesure de I'angle de la rotation.
0
e, —e € D etlj}'(el - ez) =—e te, donc cos® =— letsin® = Oetdonc O = T

Conclusion : %1]1 est le demi tour d'axe dirigé par u ,=¢e te, te.

1-2)y = %1]1' = %I de ' =y’ e %I d et donc P est le produit de 'homothétie vectorielle de

rapport % et du demi tour précédent..

2°) Soit S = {¢ € L(E); 3k € [0,1[; Vx € E, |Gl < kllxIl}
2-1) Montrons que € S N GL(E).

On a que Y € GL(E) comme produit de deux automorphismes de E. (a savoir %I det

l'isométrie P').

Par ailleurs, Vx € E, [[U(x)| = %||x|| etdoncyg € S. (k= % convient)
Conclusion : y € S N GL(E).




2-2)1d_ & ScarVx € E, [|Id (x)]| = ||x|| etdonc Vk € [0,1[, [lId ()]l > kl|x|| .

2-3) Soit ¢, et ¢, deux ¢léments de S. Alors, 3k et k, € [0, 1] tel que:
vi e B, [0, Sklixl et vx € E, g, < kil
Onaalors:Vx € E, ||c|)1 ° ¢2(x)|| < k1||c])2(x)|| < k1k2||x|| avec k1k2 € [0, 1] et donc
¢, o, €S Conclusion : S est stable pour °.

S N GL(E) n'est pas un sous groupe de GL(E)car tout sous groupe de GL(E) contient
IdE. Or si IdE & S N GL(E). Conclusion : S N GL(E) n'est pas un sous groupe de GL(E)

2-4) Soitp € Setx € Ker(d — Id - Alors, d(x) = x donc [|dp(x)|| = ||| , or par ailleurs

|d(x)|| < kl|x|| avec k € [0, 1[. On devrait donc avoir ||x|| < k]||x|| ce qui n'est possible que
si

[lx]] = 0soitx = OE.

On en déduit que ¢ — I dE est un endomorphisme injectif, et comme E est de dimension finie,

b — IdE est en fait bijectif, autrement dit ¢ — IdE € GL(E).

2-5) Soit d € S, donc Ik € [0,1], [|[d(x)| < kl|x||. Mais alors,
Vi€ E, |lxl =1 = I6G] < k.
Réciproquement, soit ¢ € L(E), tel que Ik € [0,1[; |Ix]l =1 = ||dp(x)]| <
On a évidemment d)(OE) =0, et donc 0 = ||c|)(0E)|| < k||0E|| = 0.

“—|| = 1 donc:

Soit maintenant x € E; x # OE. d(x) = |lxl|d( = 1]

[Bd]
PG = IIxlllld(ZoIl < kllx]| et done ¢ € .
Conclusion : ¢ € Ssietseulementsi Ik € [0,1[; Vx €E, ||| =1 = |[dM)| < k

) avec ||

2-6) Soit ¢ € L(E)et (e'l, elz, e;) une base orthonormée dans laquelle la matrice de ¢ est :
D =(2000200021 )avecvi e{l 2,3}, [Al<1

On a alors pour x = x_e

x. e xe
11+ +3

» d(x) = Alxle1 + }\szez + }L x e3.

D'ou ||q>(x)|| = 1x1 + Azxz + A3x3 < [max(ll, 7\2, Ag)](x1 + x2 + x3) soit, en posant

k=Afmax( 0,00 <1, (6@ < Kllxll.  Ra:k = max(A |, [o | [r,).

Conclusion : ¢ € S.

3°) Soit p 'endomorphisme de E dont la matrice relativement a B est
1
M=+(31-1131 —111).
r . ! ' 1 1 1
3-1) On définit e, \f ( ,= T(el te), e = %(

11 est clair que ces trois vecteurs sont normes

e —e, e),e 6’1—62+2€3).

On a aussi, de maniére évidente, que e Le,et l'on constate que e = e A e

(el, e o€ 3) est donc bien une base B' orthonormée de E.

3-2) Matrice de 1 dans B'.



Si on note P la matrice de passage de B a B', on pourrait utiliser la formule M' = P 'M P,

soitici M' = PMP puisque p = P. On peut procéder directement en calculant :

u(e;)— [(36 +e—e)—(e +36 +e)—(—e +e +e)] e, —e, 6’3).

( (
D'ou : u(e ) =€,
u(e2 __[(36 te —e ) + (e +3e,te )] % (461 + 46’2) 2%@1 + ez).
D'ou u(ez) =Te2.

”(e;) =6—%[(3e1 +e,—e)—(e,+3e,+e) +2—e +e, +e)|=0.

La matrice de p dans B' est donc M' = (% 000 % 0000 ) D'aprés 2-6 , 4 € S.

4°) Soit cl)al'endomorphisme de E dont la matrice relativement a B est
M =a(l -1001110 —1).

2 2 2
4-1) Soitx = xe +xe +xe., x1+x2+x3—1.

b (%) = [(x1 - xz)e1 +(x, +x)e, + (x, — x)e,].

2 2 2 2 2] .
o Ol =« [(xl —x) +(x,+x) + (x, —x) ]smt.

2 2. 2 2 2 2 2
||q)a(x)|| =« [le + Zx2 + 2x3 — 2x1x2 + 2x2x3 — 2x1x3] =q [1 + (x1 - X, = x3) ]

4-2) Soitx=xlle'1+x'2e'2+x'3e'3 ona:
(xlxzxg):%(ﬁ\ﬁl —\E\E -1 —\ﬁOZ)(x;x;x;)desoﬂeque
X, =X, =X, = [(\fx+\fx+x)—(\fx+\fx—x)—(\fx+2x)]

soit :

X, =X, =X, [3\fx] \fx Par suite : ||c|) (x)|| —a(1+3x)

2
Comme on a toujours x + x + x =1, X, < 1etdonc ||¢ (x)|| < 40 soit :

Conclusmn .||¢a(x)|| < 2]al.

L'inégalité précédente devient une égalité si le vecteur unitaire x a sa composante x L qui
2 :
vérifie x L= 1. On obtient donc deux vecteurs réalisant I'égalité : x =+ e g

4-3) D'aprés 2-5, ¢_€ Ssietseulementsi 3k € [0,1[; Vx € E, [Ix]l =1 = |¢ (0| <k
Donc  si |a|<i onaVx €E, |lx =1 = ||q> @Il < 2laj=k < letdp €S
si |a| = 2 , alors il existe x unitaire (x = e )tel que ||q> | = 2|al=1 etcl) ES.

Conclusion : q)a € S si et seulement si || < 7.

5°) Application affine f associée & un endomorphisme ¢ élément de S.



VM € E, f(0).f(M)= $(0M)
5-1) Points invariants par f

f(M) =M & f(O) M d)(OM) s01t f(O) 0+ OM d)(OM) c'est a dire :
f(O) 0= (I)(OM) - OM et enﬁnf(O) 0= (p—1d )(OM)

5-2) On avuen 2-4 que pour tout p € S, o — I d est bijective. Donc il existe un seul vecteur u

tel que (¢ — IdE) (w) = f(0). 0 et un seul point Q tel que 0Q = u.
Conclusion : f a un seul point invariant.

5-3) V(4,B) €E ? , f (A)?f (B) = q)(AB) donc en partlcuher comme f() = Qona:
VM EE, Q.f(M)= dQM).

5-4) Soit la suite de points définie par M eE, vneN, M = f(M).

5-4-1) On a QMn L= (QM ) Donc ||QM | < k||QMn|| et par une récurrence immédiate :

n+1
||QI_\)/1n|| <k" ||QMO||. Comme k € [0,1[, lim k" = 0, et donc

n— +o
lim (oM || = 0.

n— 4o

5-4-2) Soient les suites réelles définies par x oYy Z, € Ret

=1, _L — L L 1 1, _ 1
Vn € N, {x+1 X Ty, T 1yn+1—4yn+4zn+zzn+1—4xn 4Zn+1
Soit Mn € E de coordonnées (xn, Yo Zn). On a que Mn+1 =f (Mn) ou f est
l'application affine, d'endomorphisme associé ¢ et telle que f(0O) a pour coordonnées

1
(1,5, 1).

La matrice de ¢ dans B est %(1 — 1001110 — 1).0nadonc ¢ = ¢, quiestbien
4

un élément
de S.

Onadonc lim ||QMn|| = 0, Q étant I'unique point invariant de f. Les coordonnées de
n— +o

1 vérifient donc :
{x:%x—%y+1y=%y+%z+%z=%x—%z+1 S{3x+y=43y —z=2 —x + 5z =4
qui admet pour solution :
x=1,y=1, z=1).
L2
On a que ||QMn|| = (x - 1)2 + (yn — 1)2 + (Zn - 1)2 — 0 quand n —» + oo donc les

trois suites (xn)nE N )

(z ) sont convergentes vers la méme limite 1.
n’nenN’ neN

FIN




