POSICIONES RELATIVAS PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Posiciones relativas de dos rectas

JAVAVL\}

Sean dos rectas r(A4; (Ujjm) y s(B;d; )

PARALELAS COINCIDENTES
r

Esmcasom da cmdo (wjurm : (wjusmu : ,UA\WILBW
d 0 d, 1& AB Este caso se da cuando
SECANTES SE CRUZAN

-~ B
i /S

Este caso se da cuando q 3mm cwjmzm '%‘wgm 0
AN A DA AN AN et , , +
d. X d; y det(dr ,d, ,AB ):0 Este caso se da cuando ( o )

SE CRUZAN PERPENDICULARMENTE
SECANTES PERPENDICULARES

dy

Este caso se da cuando

Este caso se da cuando N A AN DA A
o det(d, ,d, ,AB)#0 y d, .d; =0
det(d, ,d, ,AB)=0
d. . s =0

En el caso que las rectas sean secantes, el punto de corte se obtiene resolviendo el sistema formado por
las ecuaciones de las rectas

'{Ax+By +Cz+D =0 _{A"X+B"y+C"z+D“=O
Siry s vienen dadas por ecuaciones implicitas, (A X+By+Cz+D'=0 A"x+B"y+C"z+D"=0

Sea el sistema formado por las cuatro ecuaciones, A la matriz de coeficientes y A* la ampliada
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También podemos usar el siguiente criterio:

POSICIONES RELATIVAS

PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Sirango(A)=2 y rango(A*):3:>r y s son paralelas
Sirango(A)=2 y rango(A*):2:>r y s son coincidentes
Sirango(A)=3 vy rango(A*):3:>r y S son secantes
Sirango(A)=3 vy rango(A*): 4=r y s secruzan

Dadas dos rectas ry s, de las que conocemos el vector director y un punto de cada una:

Vectores: (v, V,,V3), (Wy, Wy, W)

Puntos (Xo » Yo, Zo); (Xl » Y1, Zl)

v [Vl v, VSJ Rangode M | Rango de M* Posicion relativa
W W, Wi caso 1 2 3 rectas que se cruzan
v, v, v, | caso 2 2 2 rectas secantes
M =|w, W, Wi caso 3 1 2 rectas paralelas
X=X V-4 2-2.)1 cq50 4 1 1 rectas coincidentes
{P(a,b,c) {P'(a',b’,c’)
ridl, 5195
d(d.d,.d;) |d'(d].d}.d})
d, d| d, d a-a
M=\d, d M'=\d, d, b'-b
Consideremos las matrices: d d; y dy dy c'=c

Vamos a analizar ahora en funcién del rango de las matrices M , M 1a posicién relativa de las rectas
{P(a,b,c) {P'(a',b',c')
r: :

- s -
dldydyd) ' dd)

A) Sirango (M)= 1= rango (M’) las rectas son coincidentes: Tienen un punto en comun y la misma
direccion.

B) Sirango (M)= 1y rango (M")= 2 las rectas son paralelas: Ningin punto en comtn y la misma
direccion

C) Sirango (M)= 2=rango (M’) las rectas son secantes: Un punto en comun y distinta direccion.

D) Sirango (M)= 2 y rango (M’)= 3 las rectas se cruzan: Ningin punto en comun y distinta direccién

Dadas dos rectas r y s por sus ecuaciones generales:
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A B C A B C D
_|a B C A B C D
r_{Ax +By +Cz+D =0 .{A"x+B"y+C"z+D":O A" B C° A" B" C" D"
|A'x+B'y+C'z+D'=0 |A"x+B"y+C"z+D'"=0 A" B C" A" B C'" D'
Entonces se estudian los rangos de My M":
Rango de M Rango de M* | Posicion de DOS RECTAS
Caso 1 3 4 rectas cruzadas
Caso 2 3 3 rectas secantes
Caso 3 2 3 rectas paralelas
Caso 4 2 2 rectas coincidentes

Actividades
¢;Cual de las siguientes afirmaciones no es correcta?
a) Si dos rectas son coincidentes o paralelas, forman un angulo de 02.
b) Si dos rectas son secantes, determinan cuatro angulos iguales dos a dos. El menor de ellos se define
como el angulo entre las rectas.
c) Si dos rectas se cruzan, el angulo entre ellas es el mayor de los dngulos que forma la paralela a una de
ellas que corta la otra.
Sk sk ke ok sk >k ok sk ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk k
¢;Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?
a) Si los vectores directores de dos rectas son linealmente independientes, diremos que éstas son
coincidentes o paralelas.
b) Si los vectores directores de dos rectas son linealmente dependientes, diremos que éstas son
coincidentes o paralelas.
c) Silos vectores directores de dos rectas son linealmente dependientes, diremos que éstas se cortan o se

cruzan.
sokokokokskokkoskoskokokok sk sk sk ko skokok ok ok ok ko sk skok ok ok ok ok

Las rectas secantes y las rectas paralelas en el espacio tienen una propiedad en comun, ;cual es?
Skskskokesk sk ko sk sk skosksk sk sk sksksk sk skosk sk sk skosk sk sk sk kok sk

Las rectas que se cruzan y las rectas paralelas en el espacio tienen una propiedad en comun, ;cual es?
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok ke ok ok Sk ke sk Sk ke Sk sk sk sk sk sk Sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok

Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. En el caso de que sean secantes, calcula el punto de corte.

X—y+z=2
N S
a) r=x 1_2_2 2 3x—y—-z=-4 Sol.: paralelas
]'{.I—er:: = 6 q::l'—l_y+1_i
b) |l r+= = 3 | 6 2 Sol.: son secantes en el punto (=1, 11, 4)
x=1-54 x=1
r:qy=2+31 s:qy=1
z=-5+1 z=1
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x=1-t X =
r:qy=1l-t s:qy=1+t¢t
z=2 z=2-t
x—2y=-1 x—2z=5
r: S:
y—z= x-y-z=1
L X-2_y-2 7+ .{x+y+4=0
C2 -1 1 " ly-3z+3=0
X =t x =2+u
r=yy=2-t s=<y=-2u
z =1+ 3t z=7+6u
x+2 +1_z_—1 {x_y_:;:()
2 -7 3 . (By—z+6=0  Sol: Las rectas se cruzan
r_x—l_y—2_z—1 s=)(—3:y—3_z+1
1 1 2 -2 -1 2

Solucion. Las rectas se cortan en el punto P(1,2,1).

3k 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok Sk Sk Sk ok ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk sk ok sk ok ok Sk ok ok R ok ok
xX+y=2

Sealarectar: V7%= 0} y larecta s que pasa por los puntos A(2,1,0) y B(1,0,-1)

a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas.

b) Determina un punto C de la recta r tal que los segmentos AC y CB sean perpendiculares.
Sk 3k sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ke ke sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok

z X-2 -2 -z
Xf 1 g )] = - = éi___ =
Demuestra que las rectas r= 3 , S= 3 4 3 , Se cruzan.
Sk sk sk sk ok ok sk ok Sk ke ke sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok
Xx=2+A
x-1 y-1 z+2 S% y=1-4
r= - - z=2A
Dadas las rectas: 1 -1 -2, . Estudia su posicion y, si fuese posible,

la ecuacion del plano que las contiene. Solucion. Las rectas se cruzan.
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk sk sk sk sk ok sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk k ok

r=

{ 4x+5y+7z=7 { x-3y-2z+3=0
s=
Dadas las rectas: 3x+2y+4z=3 3x-4y-z+4=0

en un mismo plano 1y en caso afirmativo halla la ecuacion de este plano. Solucidn. Se cruzan.
Sk sk sk sk ok sk sk ok ke sk ok ke sk sk ke ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok

Averigua si estan contenidas

Estudia analiticamente e interpreta geométricamente, segun los valores del parametro q, la posicion
relativa de las siguientesrectas: r={x-2z=1, y-z=2} s={x+y+z=1, x-2y+2z=a}.
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Skokskook sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk skokeskk sk ok sk

Dadaslasrectasr ={3x-2z=-3, 3x-kz=3-4k}, s={3y-2z=-2, kx-2y =k-4} determina los

valores de k para los cuales las rectas r y s estan en un mismo plano y busca la ecuacion de este plano.
Sk ok sk sk ok ok Sk ok ke ke ke Sk ke ok Sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok kK ok ok

Estudiar segun los valores del pardmetro a, la posicién relativa de las rectas r y s de ecuaciones:
x=(a+2)-A

= )7::1
z=da
-2 z-—a
Ea—Xzy =
S 33 a—1

Sk ok 3k 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ksk ok

X = _4,_'2
I3x+ay—602+l=0 {

r=- ys=4y=3+41
| —x+y+32-3=0 1 e
z =
Halla los valores de a para que sean ortogonales las rectas =ltas
Sol.: a=43
Skoskskskesk sk sk ok sk sk ko sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ks sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk >k
Determinar los valores de los parametros a y b para las rectas se corten ortogonalmente:
2x—-y=0 x+y=3
—z= +z=
e lax 0 g L 3
Sk sk sk ok ok sk ok sk ke sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk >k
xX=t
x—1 z
p=t o Y 2 ;5= y=1+2t
m 3m-1 1
z=mt
Sean las rectas a) Calcula m para que sean paralelas b) Halla
m para que sean perpendiculares c) Averigua si para m = 2 las rectas se cortan o se cruzan
Sk 3k Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ke Sk ke Sk ke ke Sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk sk Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok sk K ok K ok ok
x+z=1 2ax+y+z—-1=0
r= S = 1 1
: ax+y+z=10 x+y+z+2=0 : Sol: a=2, a=
Determina a para que y sean perpendiculares.

3k >k ok ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok 5k ok ok ok sk ok ok ok k >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok

x—2z=0 X+y=5
r= ;S
y—z=2 X+2z=a

Dadaslasrectasry s:
a) Hallar el valor de a para que ambas rectas estén en el mismo plano
b) Hallar la ecuacion de dicho plano

Sk sk sk ok sk >k ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

[2x=y=m [x+y=2

r=- , S=
Seanry s las rectas dadas por: lz +2y =3 lx +2z=3

a) Halla el valor de m para que ambas rectas se corten. Sol.: m=1

b) Para m = 1, calcula la ecuacién del plano que contienearys. Sok: 10x+7y+6z-23=0
Skskskokesk sk ks sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skske sk sk skosk ke sk sk sksk sk sk sksksk sk sksksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk
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Estudia analiticamente e interpreta geométricamente, segtin los valores del parametro q, la posiciéon
relativa de las siguientes rectas: r={x-2z=1, y-z=2} s={x+y+z=1, x-2y+2z=a}. Solucidn. Si a=-4 se
cortan. Si a#-4 se cruzan.

Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

Dadas las rectas r={3x-2z=-3, 3x-kz=3-4k}, s={3y-2z=-2, kx-2y=Kk-4} determina los valores de k para los
cuales las rectas r y s estdn en un mismo plano y busca la ecuacién de este plano. Solucién. k=-2.
3x+2z-11=0.

Sk sk ok 3k ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk k

Discutir, segtin la posicion relativa de las rectas ry s de R*y el punto P € R?, la existencia de una recta que

pase por Py cortearys.
Skskoskskesk sk skoke sk sk skok sk sk sksk sk sk skoskske sk sk skok sk sk skskske sk sksk sk sk sk

+z-3=0
r= ::2['— _-2 S= * -
2 -1 mx—-2y-2=0

Determinar la posicion relativa de las rectas 1
segun los valores del parametro m

SOLUCION

o
r

(1,2,-1); A(1,0,2) Er

0 1 1 1 1 O
= (17091) A (m,—Z,O) = s = (23 m, — 2)

g

-2 0 m 0 m -2 . B(0,-1,3) € s

BA=(1,1,-1)
Estudiemos el rango( T, S, BA) yrango(T,8):

1 2 1 1 2 1

2 m 1|=/2 m 1|=2
rango(r,s,a)= -1 -2 -1 0 0 0 V¥V m, rango( T, S )=

1 2

2 st m#4
rango| 2 m |=

I si m=4

-1 -2

¥V m rango(TI,S, BA )=2 = se cortan o son paralelas estrictas
Sim=4, r y s son paralelas estrictas
Sim#4, r y s son incidentes (un punto comun)
Skskoskokesk sk skoke sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skoske sk sk koo sk sk skoskok sk skoskskesk sk ks sk sk skosk sk sk sk sksk sk skosksksk sk skosk sk sk sk

; xX=t

p=i o Y 2 ;5= y=1+2¢
m 3m-1 1 .

Sean las rectas Zmm a) Calcula m para que sean paralelas b) Halla
m para que sean perpendiculares c) Averigua si para m = 2 las rectas se cortan o se cruzan

Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Sk sk ok sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok skok sk sk sk sk sk sk sk sk k
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{x—y+3=0 {y+1=0
r: :
Seanlasrectas (YTYTZT1=0 x-2z+3=0
a) Comprueba que las rectas se cruzan.
a f(m woow iu?
m | a |1
Solucién: A(0,3, 2yer; d, =|1 -1 0|=(1L2) B(-3,-1,0)es:d,=|0 1 0 |=(-2,0,-DE (2,0.1)
11 -1 1 0 -2
R
Como d, ¥ d,, r y s no son paralelas ni coincidentes (seran secantes o se cruzarén) ; AB =(-3,-4,-2)l (3,4,2)

o wEn. || 2
det(d“ds,AB):Z 0 1 :3+16—4—4:11¢0;P0rtantoj
3 4 2

b) Calcula la ecuacién de la recta t que las corta perpendicularmente.

r

S

. WO W
O O % El plano oo contiene a lasrectas s y t = o B(=3,-1,0); n, =d, x d, =(-3,5,6) J

Solucién: d, = d. x d, =(L3,-2) ; t=o [ B; O O
El plano B contiene a las rectas r y t = B[A(0,3,2); ng=d, x d, =(-84.2) 0(42) ]

o =3(x+3)+ 5+ D) +6(z—0)=0>p: -3x+5y +6z-4=0 . -3x+5y+6z-4=0
- |t
B:-4x-0)+2F3-3)+1(z-2)=0—> o :-4x+2y +z-8=0

—4x+2y+z-8=0

. . . .. P.(h, 344, 2420
Solucion (por ¢l métedo del punto genérico): Tomamos puntos genéricos der v s:

‘, Q(3+2u. -1 W
A o

o
b

PQ, =(3+2u—h, —4 -0, u-2-20) Bd, xd, =(1.3,-2)

3 2 14 7 14 7147 14

_3+2H_x:—4—k:u—2—27\._)k:—23 2—>P —23719’—18 0 -17 2
14 14 14

(X, v.,2) =[# -1, %J+(1, 3. -2)A

3K sk ok sk ok sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk Sk sk ok sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk sk sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk sk sk ok sk sk sk sk ke sk ke sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk
Xx—-2y=-1 x—2z=5
r: S:
— Z frd
Se dan las rectas y

a) Investiga si son paralelas.

b) En caso afirmativo, halla la ecuacién del plano que las contiene
Solucioén:

x—y—z=1
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Hacemos Z=%* y las expresamos en paramétricas.

a) Las rectas son paralelas porque los vectores directores son proporcionales.

b) Escogemos un punto de cada recta y formamos el vector que une ambos puntos.

Con dicho vector, un vector director de una de ellas y uno de los dos puntos que conocemos, escribimos la

ecuacién del plano: X ~4y—22+1=0
Sk sk skeok sk sk ok ok >k sk ke sk sk skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk ok sk sk ke sk sk skeske sk sk skesk sk sk sk sk sk skeske sk sk skesk sk sk skesk sk sksk sk sk sk

x=1 y+1 z-k . X—y+z=3
= = = , =
Dadas las rectas -1 I 1 3x+z=1
a) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.
b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacion general del

plano que las contiene.
Skskskokesk sk skokesk sk koo ok sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksk sk sk sk skske sk sk ko sk sk skosksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk

x-1_y_z-a x+1_y-2_

VA
Dadaslasrectas 2 1 -1 y 3 I I | calcula el valor de a para que las rectas se corten y,

para dicho valor, calcula el plano que las contiene
3ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

x—y+z=1 3x—ay+3z=4

~
1]
)
1]

Estudia en funcion de a la posicion relativa de las rectas —xtdytaz=>5 y —xtytaz=2 Halla

la interseccion de las rectas anteriores para a = 2.
Skskoskokesk sk skoke sk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksksk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk

x=2z=0 {x+y:5

frE
Dadas las rectas y-z=2

Hallar el valor de a para que estén en el mismo plano.

Hallar la ecuacion de dicho plano.
Sk sk sk sk ok sk ok Sk ke ok Sk ke sk Sk sk ok sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk R ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

x+2z=a

Xx+y—-z=4 x=2

Lasrectas (X T2Y=7 Yy==% secruzanen el espacio.

Escribe las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.
Halla un punto de r y otro punto de s tales que el vector con origen en uno y extremo en el otro, sea
perpendicular a ambas rectas.

Solucion:
x=7-2\ x=2
r:qy=»A wy=-5
z=3-1 Z=U

Tomamos un punto genérico de r y un punto genérico de s:
P(7-21,A3-2);  Q(2,-5,1)

El vector PQ ha de ser perpendicular a cada uno de los vectores directores de las rectas dadas.
(Producto escalar nulo)

Resolviendo el sistema se obtiene »=1 *=2 valores que llevados a P y Q nos dan los puntos
P(Ssl’z) y Q(za_5>2)

3k sk 3k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok Sk ok ok 3k 3k ok ok 3k ok Sk >k ok ok Sk sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk k sk sk sk >k
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21 {x—y—3:0

+1=—r- B
2014-8 Searlarectadadapor 2 -3 yseaslarecta dada por 3y-z+6=0

Estudia la posicion relativa dery s.
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk k

X+2

2013-5 Sear larecta que pasa por el punto (1, 0, 0) y tiene como vector direccion (a, 2a, 1) y seas la
-2X+y=-2

recta dada por {—ax +2=0 . Calcula los valores de a para los que r y s son paralelas.

3ok sk sk ok ke sk Sk ke ok Sk sk sk sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
X+y=2

“o_n

2009-6 Considera larecta “r” definida por {

B(1,0,-1).

(a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas.

(b) Determina un punto C de la recta “r” tal que los segmentos CA y CB sean perpendiculares.

Sk ok sk sk ok ok Sk ok ok ke ke Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2009-11 Sealarectar definida porx -y =-2x-z=-3 ylarectasdefinidaporx=12y-z=-2

Estudia la posicion relativadery s

3k ok sk sk ok ok Sk ok ok ke ok Sk ke Sk Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk ok >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

2008-11 Se considera la recta r definida por mx =y =z + 2, (m # 0), y la recta s definida por
X—-4 z

4 2

(a) Halla el valor de m para el que r y s son perpendiculares.

(b) Deduce razonadamente si existe algiin valor de m para el que r y s son paralelas.
3ok sk sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke Sk Sk Sk ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok >k sk ok >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

.{X+Y—Z—3=0 .{ax+6y+6:0
2005-5 Se sabe que las rectas x+2y-2=0 X-2z+2=0

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ks sk sk ok

son paralelas. Calcula a.

X+y—-z=1 {X—Zy—z=a

r: {
2002-10 Sabiendo que las rectas X-y=2 2x+z=a
punto de corte.

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sksk sk sk sk sk sk ks

se cortan, determina a y el

2001-4 Considera los puntos A(1, 0, 3), B(3,-1,0), C(0,-1,2) y D(a, b, -1). Halla ay b sabiendo que la

recta que pasa por Ay B corta perpendicularmente a la recta que pasa por Cy D
Sksksk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k-

Determinar el valor de a para que las rectas r y r’ sean paralelas en sentido estricto (es decir, no
coincidentes):

. Xx-a_y+2 z-3 r,_x—1_y+2_z—3

4 2 2 4 2 2

Sk >k ok ok ok >k >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk sk sk ok ok sk ks sk sk ok

Demostrar que las rectas r y r’ son paralelas en sentido estricto:

r_{y=—2x+1 ,_{y=—2x—2

z=-3x+6 "lz=-3x-8

Tomando X =2 las ecuaciones paramétricas de ambas serian:

= X =:A
r:iy=1-2A r:y=-2-2A\
z=6-3\ z=-8-3A
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w
Viéndose que los vectores directores de ambas son iguales a V(1’_2’_3)
Sksksk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk ks sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

y por tanto son paralelas.

Determinar el valor de a para que las rectas r y r’ sean secantes:
x-2 y z+1 r,_x—a_y+1_z—2

5 6 2 2 3 3

Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk skk sksk sk sk sk sk sk sk k

Dada la recta r, determinar una recta r’, paralela a r, que contenga al punto P(-1, 2, -6)
kesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Demostrar que las rectas r y r’ son paralelas en sentido estricto:

{y=—2x+1 ._{y=—2x—2

z=-3x+6 z=-3x-8
3K sk ok sk sk sk sk ke sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk ok sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk ke sk ke sk sk sk ok skesk sk sk sk sk sk

Determinar el valor de a para que las rectas r y r’ sean paralelas en sentido estricto (es decir, no
coincidentes):

.Xx-a_y+2 z-3 r,_x—1_y+2_z—3
4 2 2 4 2 2
Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok ke sk sk sk ok sk ok skok skok sksk sk sk sk sk ok ks ok

v(4,2,2)

Dado que ambas tienen el mismo vector de direccion

independientemente del valor de “a”.
Sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

, seran siempre paralelas

Determinar el valor de a para que las rectas r y r’ sean secantes:
X=-2 'y z+1 r,_x—a_y+1_z—2

5 6 2 2 3 3

Pasemos a implicitas ambas rectas y estudiemos el sistema de 4 ecuaciones con tres incognitas que se
forma:

6x-12 =5y 6x -5y =12 6x -5y =12
2y = -6z = %5 =
y=6z+6 :>2y 6z=6 :>y 3z2=3
3x-3a=2y+2 3x-2y =2+3a 3x-2y=2+3a
3y+3=3z-6 3y-3z=-9 y-z=-3

El menor extraido de la matriz de coeficientes:

6 -5 0
0 1 -3=45-36=9=0
3 -2 0

,luego r(A)=3

Para que las rectas sean secantes el determinante de la matriz ampliada habra de ser nulo, es decir:

6 -5 0 12| 6 -5 0 12
0 1 -3 3 0 1 -3 3 1-3 3

= —6-1 0 6a-8/=
3 -2 0 2+3a 0 1 0 6a-8 . s
01 -1 -3/ 0 1 -1 -3

=6-(—18a+24—3+6a—8—9)=0zG-(4—12a)=03a=%
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Skkesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

CALCULO DE LA BISECTRIZ DE UN ANGULO DE DOS RECTAS QUE SE CORTAN.

Llamamos bisectriz, b, del angulo que forman las rectas ryr’a la recta que divide a dicho angulo en dos
partes iguales.

Hay que observar que son doslas bisectrices que podemos trazar, para hallarlas utilizaremos los vectores
directores de las rectas ryr.

w w
Sean ryr’dos rectas secantes en un punto P, con vectores directores uyyv

r:)w(:|g+)\-llf|| y r':§:3+p-\w/

, es decir:

- Si los vectores directores de las rectas tuviesen el mismo modulo, al sumarlos formariamos un rombo,
en el cual el vector suma y el vector diferencia serian las diagonales mayor y menor, respectivamente.
En este caso, las diagonales del rombo son las bisectrices de los angulos interiores, por tener los
cuatro lados iguales y sus angulos iguales dos a dos.

- Si los vectores no tienen el mismo mddulo, normalizandolos obtenemos vectores directores de las
rectas de moédulo uno, y los vectores directores de las bisectrices serian el vector suma y el vector
diferencia de los normalizados. Por tanto, las ecuaciones de sus bisectrices seran:

b,: X=P+A -(3'+\w/')

I&I' w [AY w

siendo Y y V' los vectores unitarios de uyv,

Ejemplo

Vamos a hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos que forman las rectas

y+2_z-3
2 =2y si(xy2) = (12-1)+2000) o 2 R

r

. X
1

Si hallamos la posicion relativa de las rectas, obtenemos que se cortan en el punto P(2,2,-1). Sea U =(1,

‘ﬂ’ = 3 y \w, = (1 ’0’0)

A
. , . . v|=1
2,-2) el vector director de rde modulo el vector director de s, de médulo ‘ | .

N-_[l 2 _Ej
Normalizando Y ¥ V', obtenemos 33 3 y V'=(1’0’0): luego las ecuaciones de las bisectrices
son:
4 2 2 22 2
b,: X,¥,Z)= 2!21_1 +A Pl It b, : X,Y,Z2)= 2,2,—1 + ——
clya)-2-0N3202) b -2y (-2.22)

Posiciones relativas de dos planos
JAVAA
a:ax+by+cz+d=0; n (a,b,c)
Sean dos planos Fom
Brax+by+cz+d=0; ng =(a’,b’.c’)

| PARALELOS | COINCIDENTES
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N -

a_b_c_ d a_b_c_d
n /) m yademss @ b ¢ d W Jn yademis @ B ¢ d
SECANTES SECANTES PERPENDICULARES
o
na

1

7:0( // _,:B na.nﬂ =0

En el caso que los planos sean secantes, la recta comun viene determinada por el sistema de ecuaciones

v (A B c] . [A B C D]
Consideremos las matrices: 4 B C y 4 B C D
A_B_C_D
A) Sirango (M) = 1 = rango (M’) los planos son coincidentes. A’ ' ' '
A_B_C_ D
B) Sirango (M) = 1 y rango (M’) = 2 los planos son paralelos. A' B C' D
A B C D

—
C) Sirango (M) = 2 = rango (M) los planos son secantes. A’ B' C' D'
Observa en el caso C) que la interseccién de los dos planos secantes es la recta que tiene por ecuacién
implicita las de ambos planos.

Actividades
Estudia la posicidn relativa de los planos:

n=3x-y+2z-1=0, m'=x+y-52+4=0. Solucion. Los planos son secantes.

m=x+y-5z=-4, m'=-3x-3y+15z=1. Solucién. Los planos son paralelos y distintos.

m=x+y-5z=-4, m'=-3x-3y+15z=12. Solucién. Los planos son coincidentes.

Skosksk ok sk sk sk ok sk sk kok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2001-12 Calcula a sabiendo que los planosax+y-7z=-5 y x+ 2y + a’z = 8, se cortan en una recta
que pasa por el punto A(0, 2, 1) pero que no pasa por el punto B(6, -3, 2).

Sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sk ok sk sk sk sk sk ok

Posiciones relativas de tres planos
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T

Las distintas posiciones relativas dibujadas dependeran del caracter del sistema formado por las
ecuaciones de los planos.
Si los tres planos 7, m" y 1" vienen dadas por ecuaciones implicitas,

m: Ax+By+Cz+ D=0
m A x+By+ Cz+ D=0
m:A’x+ B’y +C’z+ D”"=0

Sea el sistema formado por las tres ecuaciones, A la matriz de coeficientes y A* la ampliada

Rango | Rango . . .
deA | de A Posicion relativa
Casol| 3 3 EE
Planos secantes en un punto.
a) Planos secantes dos a dos forman una superficie prismatica.
Caso2| 2 3 i E
b) Dos planos paralelos cortados por el otro.
a) Planos distintos y se cortan en una recta.g
Caso3| 2 2

b) Dos coincidentes y el otro los corta. ! :
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a) Planos paralelos y distintos dos a dos.

A LT
b) Dos son coincidentes y el otro paralelo a ellos y distinto E

Caso5| 1 | 1 Y/ 74
Planos coincidentes.

Actividades
;Cudl es la interseccién entre 3x + 2y -z=4, x+3y+z-5=0, Xx-y-2z=-47
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok ok ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kok sk k
Estudia la posicién de los tres planos: 3x-2z=9, y+4+z=6, 2y-z=7 ysitienenalgin puntoo
recta en comun, obtenerlo/a.
Sk sk sk ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok
Comprueba que los tres planos siguientes son las tres caras laterales de un prisma triangular:
m=3x-2y=1 m=4y-32+2=0, my=z-2x+4=0.
Skskskokesk sk skskesk sk skskok sk sk sk sk sk sk skskok sk skoskskesk sk skske sk sk sksksk sk skosk sk sk sksk sk sk sk kok
Determina la posicién relativa de los planos cuyas ecuaciones son: Tm;:x+y+3z=5 ; T™m,:3x+3y+
2z=28 ; mM;:3z=3

Skokeskook sk ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok skok sk sk sk sk sk sk ok skok ko

Estudia la posicion relativa de los planos: x+3y+2z=0, 2x-y+z=0, 4x-5y-3z=0.

Solucidn. Los tres planos se cortan en el (0,0,0) formando un triedro.

Sk 3k sk sk ok ok Sk ok ok ke ok Sk ke sk sk sk ok Sk sk ok sk ok ok Sk ok ok R ok ok

Calcula el valor de a para que los planos: x+y+z=2, 2x+3y+z=3, ax+10y+4z=11 se corten en una recta.
Solucién.a =7

3ok sk koo ok sk ok Sk sk ok Sk sk ok Sk Sk ok ok ok ok Sk ok ok ok R Kk ok ok ok sk sk sk sk sk >k

Estudia la posicion de los tres planos: 3x-2z=9, y+z=6, 2y-z=7 y si tienen algtin punto o recta en comun,
obtenerlo/a.

3739 15

Solucion. Se cortan en el punto ( 9 , 9 , 9 ).
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok

Comprueba que los tres planos siguientes son las tres caras laterales de un prisma triangular: m; =

3x-2y=1, m,54y-3z+2=0, ;= z-2x+4=0. Solucién. |M|=0, | M |#0y no hay dos paralelos.

3k >k 3k ok ok >k >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ske ok sk kok ok ok

Estudia la posicidn relativa de los planos: x+(1+a)y+z=0, (2+a)x-y-2z =0, 3x-z=a segun los valores de
a. Halla la interseccion de los tres planos para el valor de a con el cual esta interseccién contiene mas de
un punto.

Solucidn. Si a=0 los tres planos pasan por una recta. Si a=3 los tres planos forman un prisma triangular.
Si 0#0 y a#3 los tres planos se cortan en un punto. La solucién para a=0: (x,y,z)=(1,-4,3)t.

Sk sk sk sk ok ok Sk ok ke sk Sk ok sk sk sk ok Sk sk ok sk ok ok sk ok ok sk dk ok R ok ok

Sean los planos: m,=x+y+z=a-1, m,=2x+y+az=a, m;=x+ay+z=1. Se pide:
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a) Estudiar, segun los valores del parametro a, su posicion relativa.

b) Halla la interseccidon de los planos cuando a = 2.

Solucion. a) Si a=1, los tres planos no tienen ningiin punto comun. Si a = 2, los tres planos se cortan en
unarecta.Sia# 1ya#2,los tres planos se cortan en un punto. b) Los tres planos se cortan en la recta
(xy,2)=(1,0,0)+(-1,0,1)t.

Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

Sean los planos de ecuaciones: x-y-1=0, 2x+3y-5z+16=0, x+ay-z=0 donde a es un parametro. Prueba
que, salvo para un cierto valor a, de a, dichos planos se cortan en un cierto punto. Determina a, y prueba
que para a = a, los planos se cortan dos a dos determinando un conjunto de tres rectas paralelas.
Solucioén. a,= 0.

skskskokesk sk skoke sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk skskok sk skosk sk sk sk ksk sk

Se consideran los planos x+ay+az=0, ax+y+az=0, ax+ay+z=0. a) Determina el valor de a para el que
dichos planos son distintos y forman haz. b) Determina el valor de a para el que dichos planos forman un

-1 -1

triedro trirectangulo distinto del de coordenadas. Solucion. a) a= 2, b) a#1, oF 2,
Skokeskosk skook sk sk sk sksk skok sk skosk sk sk sk sk sk ok

Xt+tytz=a
x+ty+tz=b>
. . . . X ty+tz=c
Estudia, en funcion de los parametros a, b, c, el sistema: y
geométricamente los distintos casos. Solucion. Si a=b=c S.C.I.

Interpreta

Un plano cuyos puntos son las soluciones del sistema. Si a, b y ¢ no toman los tres el mismo valor, S.I. r(A)
=1y r(B) = 2. Tres planos paralelos. O bien, dos planos coincidentes y otro paralelo a éste si dos de los

parametros tuvieran el mismo valor.
Skskoskskesk sk ks sk sk skok sk sk sksk sk sk sk ksk sk sk

Interpreta geométricamente en R? un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas y con el

rango de la matriz de sus coeficientes igual a 2.
Skskskskesk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk k sk

X+y+z=38
ax+2y+bz=4

Considera los planos de R* dados por las ecuaciones: ax +by +az=4

Describe su posicion relativa segtn los valores de ay b.

Halla su intersecciébn enelcasoa=1,b = 2.
skesk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk

Para cada valor del parametro real a se consideran los tres planos siguientes:

m=x+y+az=-2,n,=x+ay+z=-1,m,=ax+y+z=3. Se pide:

a) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una recta comun.

b) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta comun.
skesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Determinar, en funcion de los distintos valores de A, la posicion relativa de los planos
T,o=Ex+y+Aiz=1 T, =2x+Ay =1 m,=Ax+y+z=1

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok K ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok 3k sk ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok sk >k ok ok k sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk k-

myo=ax+y+z=1
Ty,=x+ay+z=1
. . . 7 Ty=x+y+az=1
Estudia la posicidn relativa en funcién de "a" de los planos: '3 Y
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok
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T, =2x4+2y+2z=1
Ty,=x—-2y-2z=2

Ty=ax+y+z=>b

Determina que condiciéon deben cumplir a y b para que los planos se corten en una

mismarecta S0l 2a-2b=l

3k 3k sk Sk ok Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok ke ke Sk Sk ke Sk ke ok Sk sk sk Sk sk sk Sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok

Considera los planos m;, 1, y t; dados respectivamente por las ecuaciones
x+y=1 ; ay+z=0 ; x+(1+a)y+az=a+1

a) ;Cuanto ha de valer a para que no tengan ningdn punto en comdn? Sol: a=1

b) Para a = 0, determina la posicién relativa de los planos. SoL: Se cortan en una recta

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok Sk ok ok 3k ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ke k

Determinar, en funcién de los distintos valores de A, 1a posicion relativa de los planos
T, =x+y+Az=1 n,=2x+Ay=1 m,=Ax+y+z=1
Sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ok sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok sk ok ok

Estudia la posicidn relativa de los planos: x+ (1 + @)y +z=0, (24+a)x-y-2z=0,3x-z=asegun los
valores de a. Halla la interseccion de los tres planos para el valor de a con el cual esta interseccion
contiene mas de un punto.

skskskokesk sk skoke sk sk skokok sk skosk sk sk sk skoske sk sk skosksk sk skosksk sk skosk sk sk sk kok sk

Seanlosplanos: my=x+y+z=a-1,m=2x+y+az=a, m=x+ay+z=1. Sepide:

a) Estudiar, segun los valores del parametro a, su posicion relativa.

b) Halla la interseccidn de los planos cuando a = 2.

Skskskokesk sk skoskesk sk skoskok sk sk skskesk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skok sk

Sean los planos de ecuaciones: x-y-1=0, 2x+3y-52+16=0, x+ay-z=0donde aesun
parametro. Prueba que, salvo para un cierto valor a, de a, dichos planos se cortan en un cierto punto.
Determina a, y prueba que para a = a, los planos se cortan dos a dos determinando un conjunto de tres
rectas paralelas.

Sk sk sk sk ok Sk sk ok Sk sk ok ke sk ke sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok

Se consideran los planosx+ ay +az=0, ax+y+az=0, ax+ay+z=0.

a) Determina el valor de a para el que dichos planos son distintos y forman haz.

b) Determina el valor de a para el que dichos planos forman un triedro trirectangulo distinto del de
coordenadas.

Sksksksk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Se sabe que la siguiente matriz M tiene rango 1,

5 6 7
M=l1 a &
2 ¢ d

a) ;Pueden determinarse a, b, c y d? Justifica tu respuesta y, en caso afirmativo, hallalos.
b) ¢Cudl es la situacién de los planos de ecuaciones respectivas

M 5x+ 6y +7z=05 ; Ty:X+ay+bz=2 ;0 M3:2x+cy+dz=17

Skskoskokesk sk skokesk sk skoksk sk skosk sk sk skoskoke sk sk ks sk sk skosksk sk sksk sk sk sk

Determinar los valores que deben tomar los nimeros reales ay b para que los planos

o {x+y+z=1}; ny:{ax+y+z=1}; my: {x+ay+bz=1}
i) Tengan un tnico punto comun.

ii) Tengan una Unica recta comun.

iii) Se corten dos a dos.
Sksksk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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x+@ +Ty+z=0
r+y+A+Dz=10

Estudia la posicion relativa de los planos, segtn el valor de A @ +hx+y+z=0

Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ke ke sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok

Para los diferentes valores del pardmetro real a estudia la posicion relativa de los planos dados por
m=xtytz=a-1

To=ixtytaz=a

w3 =xtaytz=1 Sia =-1, ;en qué punto se cortan?

skokeskosk skosk sk sk sk sksk sk sk skosk skosk skosk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk kk

Averigua la posicion relativa de los siguientes 4 planos:
m=2x+3y+z=0, m=x+y+z=1m=x+2y+32=0, my=3x+5y+4z=1.

Haz un dibujo que ilustre tus resultados.
Sksksk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk ksk sk

2010-8 Considera los planos m;, T, y m; dados respectivamente por las ecuaciones

x+y=1 ay+z=0 y x+(1+a)yy+az=a+1

(a) ¢Cudanto ha de valer a para que no tengan ningtin punto en comuin?

(b) Para a = 0, determina la posicion relativa de los planos.

Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk ke sk Sk ke sk sk sk ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok Rk ok R ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

2008-9 Se sabe que los planos de ecuacionesx + 2y +bz=1, 2x+y+bz=0, 3x+3y-2z=1se
cortan en una recta r.

(a) Calcula el valor de b.

(b) Halla unas ecuaciones paramétricas de r.

Sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk
mx+y—-z=1
X-my+z=4

2001-2 Considera el sistema X+y+mz=m .

(a) Discutelo segun los valores de m.

(b) ¢Cudl es, segin los valores de m, la posicidn relativa de los planos cuyas ecuaciones respectivas son

las tres que forman el sistema?
Sk sk 3k sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk ok sk ok 3k ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

T

2001-13 Considera los tres planos siguientes: “1:x+y+z=1, T2 . x- y+tz=2y

T .
3:3x+y+ 3z=75.;Se cortan T y T2 (Hay algin punto que pertenezca a los tres planos?
Skskskokesk sk skokesk sk skoskok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksksk sk skoskske sk sk skosk sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

my=ax+y+z=1
Ty,=x+ay+z=1
. . . 7 Ty=x+y+az=1
Estudia la posicidn relativa en funcién de "a" de los planos: '3 Y
Sk sk sk sk ok ok sk ok ke sk Sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
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T, =x+ky+z=0
Ty,=x—y—kz=3

Determina la posicién relativa de los planos de ecuaciones: 73 =2**3y+2=

dek

Skokesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

! para los distintos valores

(@a=-2)x+y-z=-1
—ax+(2a-Ny+(-a+2)z=a
: o . -x+ay+z=a
Determinar la posicidn relativa de los planos Y
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ke Sk ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

, segln los valores de a.

Determinar la posicion relativa de los siguientes planos, para los distintos valores del parametro real k:
II,= 2x+3y+kz=3
II,= x+ky-z=-1
I[I,= 3x+y-3z=—k

S

En los casos en los que los tres planos anteriores se corten a lo largo de una recta comun, hallar un vector

director de dicha recta.
3K 3 3k Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok sk ok Sk sk ke sk ok sk ok sk ok sk sk Sk sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk Sk sk ke sk ke sk ok sk ok ke sk ke sk ke sk ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk

Determinar la posicion relativa de los planos:

x=5-3t+2s X=2+T7p
n:qy=6+2t-s wiiy=6+A-3pu
z=7-t+5s z=-5+131+24p

Sk sk sk ok ok ok >k ok sk ok sk ok sk Sk ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
Determinar la posicion relativa de las siguientes parejas de planos:
- — 'I —
a) n:2x+3y-z+8=0 w':-4x—-6y+2z2-16=0
b) n:3x+2y-6z-7=0 n:4x-y+z+2=0
) n:3Xx-y+z=-1 n:6x-2y+2z2=7
d) n:3Xx-y+5z+1=0 n:4x+y+7z+12=0
Skskskokesk sk skoke sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk skosksk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk
Determinar la posicion relativa de los planos:
a:xX+y-z+2=0
B:2x-y+3z+5=0
y:3x+2z+7=0
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk Sk Sk Sk sk ok Sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Discutir, segtin los valores de m, la posicidon relativa de los planos:
n:X+y+z=m+1
n:X+my+z=1
' :mx+y+(m-1)z=m

Sk ok 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok sk ok ok ok 3k ok ok ok 3k ok Sk sk ok sk ok sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok Sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk k sk sk k

Determinar la posicion relativa de los planos o,B,y , de acuerdo con los valores de los parametros a y b.
a:3x-y+2z=1

B:x+4y+z=Db
y:2x-5y+az=-2
Sk 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Demostrar que los planos o,B,y se cortan en un punto. Determinar las coordenadas de dicho punto:
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a:2y-z=7
B:3x—-2z=9
Y:y+z=6

Skkesk ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skosk sk sk sk sk sk ok

Determinar el valor del pardmetro m para que los planos wp oy v se intercepten en una recta:
a:mx+y—-z=0
B:x+3y+z=0
y:3x+10x+4z=0

Sksksk ke sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

Determinar la posicion relativa de las siguientes parejas de planos:
a) n:2x+3y-z+8=0 n':-4x-6y+2z2-16=0

b) n:3x+2y-6z-7=0 n:4x-y+z+2=0
) n:3Xx-y+z=-1 n:6x-2y+2z2=7
d) n:3x-y+5z+1=0 n:4x+y+7z+12=0

a) Discutamos el sistema:
2x+3y-z=-8
—-4x-6y+2z2=16

la matriz de coeficientes y la ampliada son, respectivamente:
2 3 -1 2 3 -1 -8)

l\== E;:
-4 -6 2 -4 -6 2 16

como todos los menores de segundo orden que se pueden extraer de la matriz A son nulos ya que:
2 3 2 -1 3 -1
=4-4=0 =6-6=0
-4 -6 -4 2 -6 2
se tiene que r(A)=r(B)=1, el sistema es compatible e indeterminado con dos grados de
indeterminacion. Los dos son coincidentes.

=-12+12=0

b) Ahora el sistema a estudiar es:
3x+2y-6z=7
4x -y+z=-2

En la matriz A de los coeficientes, el menor:
3 2
4 -1

por tanto, r(A)=r(B)=2, el sistema es compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion.

Los planos se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas son las dadas por el sistema de
ecuaciones.

=-3-8=-11%0

c) En el sistema:
x-y+z=-1
6x-2y+2z=7

Los tres menores de segundo orden extraidos de la matriz de los coeficientes son nulos, en efecto:
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3 1

3 -1
6 2

=—-6+6=0
6 -2

-1
‘=6—6=0 ‘
2

1
|=—2+2=0
2

3 -1
6 7

‘=21+6=27¢0:>r(B)=2
por tanto, r(A)=1. Pero el ampliado
Los planos son paralelos.

El sistema es incompatible.

d) El sistema es:
3X-y+5z=-1
4x+y+7z=-12

Como el menor:
3 -1
‘ ‘=3+4=7¢0
4 1

se tiene que r(A)=r(B)=2, el sistema es compatible e indeterminado con un grado de
indeterminacién. Los planos se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas vienen dadas por el
sistema de ecuaciones

Sk sk sk sk ok ok sk Sk sk Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Determinar la posicidn relativa de los planos:

x=5-3t+2s Xx=2+Tp
n:qy=6+2t-s n:y=6+A-3n
z=7-t+5s z=-5+131+24p

Transformemos ambos planos a la forma implicita, en el primero tenemos que:

x-5 -3 2

y-6 2 -1=0=>10(x-5)+3(z-7)—2(y-6)—4(z-7)—(x-5)+15(y—-6)=0
z-7 -1 5

=>10x-50+32-21-2y+12-42+28-x+5+15y-90=0>

>n:9x+13y-z-116 =0 En cuanto al

segundo:

x-2 0 7

y—-6 1 -3=0=>24(x-2)+91(y—-6)-7(z+5)+39(x-2)=0=>
z+5 13 24

= 24x-48+91y-546-72-35+39x-78=0=>7":163x+91y-7z-707 =0

Discutamos ahora el sistema de ecuaciones:

IxX+13y-z=116
63x+91y -7z =707
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POSICIONES RELATIVAS

Como todos los menores de segundo orden que pueden extraerse de la matriz de los coeficientes son

9 116
‘=—945¢0:>r(B)=2
63 707 yel

nulos como es facil comprobar, r(A)=1 pero el ampliado

sistema es incompatible. Los planos son paralelos.
Sk sk sk sk ok ok >k ok sk ok sk ok sk ok ok ok 3k ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Determinar el valor del pardmetro m para que los planos wp oy v se intercepten en una recta:
a:mx+y-z=0
B:x+3y+z=0

Y:3x+10x+4z=0

Los tres planos dados se interceptardn en una recta si el sistema de ecuaciones que forman en
compatible e indeterminado con un grado de libertad, lo cual exige que r(A)=r(B)=2 y de aqui se

deduce que:
m 1 -1
1 3 1=0=2>12Mm+3-10+9-10m-4=0=>2m-2=0=>m=1
3 10 4

Sk ok 3k 3k ok ok >k ok Sk ok ok ok sk Sk ok ok 3k ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Determinar la posicion relativa de los planos:
a:X+y-z+2=0
B:2x—-y+3z+5=0
y:3x+2z+7=0
Estudiemos el sistema de ecuaciones que forman los tres.
El determinante de la matriz de los coeficientes es:

1 1 -1
2 -1 3/=-2+9-3-4=0=r(A)<2
3 0 2

Pero el menor:
1 1
2 -1

entonces r(A)=2
Orlemos este menor con los términos independientes:

=-1-2=-3%0

1 1 -2
2 -1 -5=7-15-6+14=0=>r(B) =2
3 0 -7

El sistema es compatible e indeterminado con un grado de libertad. Los tres planos se cortan en una
recta cuya ecuacion implicita seria la determinada por las dos primeras ecuaciones del sistema

anterior.
Skesk sk sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk

Discutir, segtin los valores de m, la posicion relativa de los planos:
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n:X+y+z=m+1
n:xX+my+z=1
' :mx+y+(m-1)z=m

En el sistema de ecuaciones que forman los tres, el determinante de la matriz de los coeficientes es:

1 1 1
1T m 1 |=mm-1)+m+1-m?*-1-m+1=
m 1 m-1

=m’-m+m+1-m? -1-m+1=-m+1

De donde se tienen dos posibilidades:

12) Si m=1, entonces r(A)=1 ya que el sistema se convierte en:

X+y+z=2
xX+y+z=1
X+y=1

siendo nulo el determinante de la matriz de coeficientes, pero el menor de segundo orden extraido de
ella:

=-1£0

11
10

entonces r(A)=2. Orlando este menor con los términos independientes tenemos:

-_— o -
O = -

2
1=1+1-2-1=-120=>r(B) =3
1

El sistema es incompatible y los planos no se cortan los tres simultaneamente en punto alguno.
Analicemos las ecuaciones tomadas de dos en dos:

X+y+z=2
X+y+z=1 . . _ _

claramente incompatible ya que r(A)=1y r(B)=2. Estos dos planos son paralelos.
x+y+z=2}
x+y=1 compatible e indeterminado con 1 grado de indeterminacidn, estos planos se cortan en
una recta ya que r(A)=r(B)=2

X+y+z=1

} compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion ya que r(A)=r(B)=2,
estos dos planos se cortan en una recta.

x+y=1
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En resumen, si m=1, de los tres planos dados, dos de ellos son paralelos y el tercero los corta a ambos
segun dos rectas paralelas.

22)Si M#1 en el sistema inicial se tiene que r(A)=r(B)=3 siendo el sistema compatible y
determinado. Los tres planos se cortan en un punto que pasamos a determinar por la regla de Cramer
en funcién de m:

m+1 1 1
A,=l1 m 1 |[=mm’-1N)+m+1-m*-m-1-m+1=
m 1 m-1

=m’-m+m+1-m?2-m-1-m+1=m®-m? -2m+1

1 m+1 1
A =1 1 1 [=m-1+m?’+m+m-m-m-m?+1=m
m m m-1

1 1
A=1T m 1 | =m*+m+m+1-m*-m?-1-m=
m 1

Siendo el punto de corte de los tres planos:

|:,m"‘—m2—2m+1 m md+m
1-m 1-m’ 1-m

Sk >k 3k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ke sk ok

Determinar la posicion relativa de los planos o,B,y , de acuerdo con los valores de los parametros a y b.
a:3x-y+2z=1
B:x+4y+z=b
y:2x-5y+az=-2
El determinante de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones formado por las de los tres
planos dados es:

3 -1 2

1 4 1=12a-2-10-16+15+a=13a-13

2 -5 a
Y se anula para a=1. Como el menor de segundo orden:
3 Y 1241=1340

1 4

podemos afirmar que:

Paraa=1:r(A)=2
Orlando el determinante anterior no nulo con los términos independientes tenemos que:
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3 -1 1
1 4 b|=-24-2b-5-81+15b-2=13b-39
2 -5 -2

que se anula para b=3
Entonces tenemos los siguientes casos:

19)Sia=1yb=3:

r(A)=r(B)=2. El sistema es compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion. Los
tres planos se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas son las formadas tomando las dos
primeras ecuaciones del sistema formado por las de los tres planos.

29)Sia=1y b#3;

r(A)=2=r(B)=3 g|gistemaes incompatible. Veamos lo que sucede con los planos analizando
los tres sistemas de dos ecuaciones con tres incognitas que se pueden extraer del inicial:

3x—-y+2z= 1}
x+4y+z=b tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta
3x—-y+2z=1 }
2x-3y+z=-2 tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta.

x+4y+z=b

2x-Sy+az= _2} tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta.

En este caso pues, los tres planos se cortan dos a dos en tres rectas paralelas formando una
superficie prismatica.

S_ia;e1.

Independientemente del valor de b, se tiene que r(A)=r(B)=3 siendo el sistema compatible y
determinado. Los tres planos se cortan en un Unico punto cuyas coordenadas pasamos a determinar
usando la regla de Cramer:
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1 -1 2
A,=b 4 1=4a+10b+ab+23
-2 -5 a
3 1 2
A, =1 b 1=-a-4b+3ab+4
2 -2 a
3 -1 1
A,=1 4 b|=13b-39
2 -5 -2
X=4a+10b+ab+23
13a-13
_—a-—-4b+3ab+4
~ 13a-13
_13b-39 b-3

Z= =
13a-13 a-1
En resumen:

“  Sia=1yb=3,los tres planos se cortan en una recta
= Sia=1ly b#3 los tres planos se cortan en tres rectas paralelas determinando una
superficie prismatica.
= sia#1 Jostres planos se cortan en un punto P de coordenadas
4a+10b+ab+23 —-a—-4b+3ab+4 b-3
( 13a-13 ’ 13a-13 ’a—1)

Sk >k 3k 3k ok ok >k ok ok ok ok ok ok 5k K ok ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok k >k ok ok 3k ok >k ok ok ok >k ok ok ok >k ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk k-

Demostrar que los planos o,B,y se cortan en un punto. Determinar las coordenadas de dicho punto:

a:2y-z=7
B:3x-2z=9
Y:y+z==6

Bastara ver que el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos es compatible y
determinado. Veamoslo:

02 -1
30 -2=-3-6=-9£0=r(A)=r(B)=3
01 1

sistema compatible y determinado.

Determinemos el punto de corte por la regla de Cramer:
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=-24-9+14-18 =-37

- O N
|
N

-18-21=-39

B>
I
©O WO O wo o o N
©
[
N
I

= O DN
©
1l
N
-—
|
w
[}
Il
|
-—
(¢, ]

P(
Es decir, los tres planos se cortan en P de coordenadas
3K 3k 3K Sk 3k Sk 3k ok 3k ok sk ok Sk ok Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok Sk 3k Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok Sk ok Sk sk Sk sk ok sk ok sk ok Sk ok Sk sk ke sk ok sk ok sk ok ke sk Sk sk sk sk

Posiciones relativas de una recta v un plano

_Sean una recta r(A;d ) y un plano n:ax+by+cz+d=0; n =(a,b,c)

RECTA CONTENIDA EN EL PLANO PARALELOS
" ﬁ *% — ¥
QA d . T /‘E A
Aeny d 520 Agnyd.n=0
SECANTES SECANTES PERPENDICULARES

B} r

‘n L nld
/ /,J/a / / | /‘J‘E
/ d // n

—

d.n#0 y d // n

X =ay + Ad4
r: y:az+/ld2

. Z=az+Ad . - . . . .,
- Si 3 3 y m: Ax+By+Cz+D =0 , resolviendo el sistema se obtiene una ecuacién con

incégnita 4 .
{Si la ecuacion es incompatible=r // 1 Sila ecuacion es compatible indeterminada=rcm Si la ecuacién es

En el caso que sean secantes, el punto de corte se obtiene resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de la recta y la ecuacion del plano
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,e Ax+By+Cz+D =0
|Ax+B'y+C'z+D'=0 A" X+B"y+C"z+D"=0

- Si
Sea el sistema formado por las tres ecuaciones, A la matriz de coeficientes y A* la ampliada
Rango | Rango - .
deA | deA* Posicidn relativa

Casol| 3 3 Secantes en un punto.

Caso 2| 2 3 Paralelos

Caso 3| 2 2 La recta contenida en el plano

Actividades

Indica cual de las siguientes condiciones de paralelismo entre recta y plano es verdadera.

a) Una recta y un plano son paralelos o la recta estd incluida en el plano si y s6lo si el producto escalar de
un vector director de la recta por el vector normal del plano es diferente a cero.

b) Una recta y un plano son paralelos o la recta esta incluida en el plano si y s6lo si el producto escalar de
un vector director de la recta por el vector normal del plano es igual a cero.

c) Una recta y un plano son paralelos o la recta esta incluida en el plano si y sélo si el producto escalar de

un vector director de la recta por el vector director del plano es diferente a cero.
Sk sk sk ok ok sk ok sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk %k

Demuestra que la condicidn necesaria y suficiente para que el plano Ax + By + Cz+ D = 0 y larecta

X-a _ y-b _ zc

u v W sean paralelos es que: Au + Bv + Cw = 0.
Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas con el plano 3x —y +4z—2=0

x=2-6¢
P A AL R
2 -2 2 -1 -1
z=-8¢
Skesk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk ok
r—>5 z—0
Estudia la posicion relativa del plano m: 2x +y—z+ 2 =0, ylarectar: 2 v —3
Sol.: Son paralelos
Sk sk koo 3k sk ok ok >k sk ke sk sk skesk sk skoske sk sk sk sk sk skosk sk skoske sk sk sksk sk sk skok
3x—y=5

— 4y =— Sol: P(2, 1, 4
Halla el punto de interseccion del plano x + 2y —z = 0 y larecta {x+y 4z=-13 o ( o )

Skokeskook sk sk sk sk sksk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk skk sk ok
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X =2t
r=<y =1+ 3t
Estudia la posicidn relativa de la recta z =t y el plano m=3x+2y-11z-5=0.
Solucidn. La recta y el plano son secantes. El punto de interseccion es P(6,10,3).

Skokeskok sk ok sk sk sk sk sk sk sk skok skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skok sk sk sk sk sk sk sk sksk skok skok skk sk ok

x = -1+ 3t
r = y=2+1t
Estudia la posicion relativa de la recta z =2t y el plano m=2x+y-z-3=0.

4136

Solucidn. La recta y el plano son secantes. El punto de interseccién es P( 5 , 5 , 5 )-
Skskok ok ok sk >k ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk k sk >k

Se consideran la recta r={x-2y-2z=0, x+5y-z=0} y el plano n=2x+y+mz=n.

a) (Para qué valores de m y n, r y T son secantes?

b) ;Para qué valores de m y n, r y w son paralelos?

C) ;Para qué valores de m y n, T contiene a la recta r?
23 23 23

Solucién. a) m# 7 b) m= 7 ,1#0 c) m= 7 ,n=0.

Sk ok 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok sk kok sk sk sk ko

r+1 Yy z—1

3 n 2

Considera el plano mx + 5y + 2z = 0 y la recta

a) Calcula m y n para que la recta sea perpendicular al plano. S0k: m=3, n=5

b) Halla m y n para que la recta esté contenida en el plano. SoL:m=2, n=-2

Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk skosk skosk sk sk sk sk sksk sk

_x—l_l_z—l

Sea larecta m 4 2 yelplano
a) Calcular my k para que la recta sea perpendicular al plano.

b) Calcular my k para que la recta esté contenida en el plano.
Sk sk sk Sk ok ok Sk ok ok Sk Sk ke sk Sk sk sk Sk sk ok sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

n=2x—-y+kz=0

x—1 _y z—1

r=——==—= ,conm#0
Considera el plano m: 2x —y + nz = 0 y la recta m 4 2

Sol.: m=-8, n==1

(a) Calcula m y n para que la recta r sea perpendicular al plano .

(b) Calculamy n para que la rectar esté contenida en el plano t. ~ Sok:m=4, n=-2

Sksksksk sk sk skskesk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk skk sk
x—=2y—-2z=1

x+3y—-z=3

r:
Dados el plano m: 2x +ay +z =bylarecta { Calcula ayb para que r esté contenida

en Tr.
Skokesk ok sk ok sk sk ok ok ok sk ok skok sk ok sk sk sk sk sk sksk skok sk sk ok

3 b Sol: b=9

Determina b para que la recta 6 no corte al plano T: 2x — 4y +5z2 =6

Sk >k ok ok ok >k ok ok ok ok %k ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok koke ok sk sk ok ok sk sk kok
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r
Calcula el valor del parametro k para que la recta

mkx+y+kz=1. Sob: k=l

Skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok

{x+y+z=0

x=y=z=l goq paralela al plano

Sea m el plano determinado por los puntos P(1, 0, 0), Q(0, 1, 0) y R(0, 0, a), y sea la recta

r—y=3
;o
20—z =23

a) Obtén la ecuacién de t. ~ Sol: ax+ay+z-a=0

b) Determina el valor de a para el que r y m son paralelos. Sol:a=-1

Solra=!
c) Halla el valor de a para el que r y  son perpendiculares. 2
skskoskokesk sk skoke sk sk sksksk sk skosk sk sk skoskske sk sk skok sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk k

2x -3y =-1

X+y-z=

Calcular el valor de a para que larectar= { z y el plano T=ax -y + z = 5 sean paralelos.

Skokeskook sk sk sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk sk sk skk sk skok sk sk sk sk sk

_z+1

r
Dados el punto A(3,5,-1) y larecta

=y+2

[AVAV7)

, halla el punto B de r tal que el vector 48 sea
Sol.: B(—l, -3, —5)

x—1
2

paralelo al planom: 3x -2y +z+ 5 =0.

Sk ok 3k ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok 3k ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk ok ok k sk kk ok

Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas con el plano3x —y +4z—2=0

5 . | . x=2-06f

x— y  z+ _y-1 z-

a == b) x-1==—=—— c =442

) 2 -2 2 ) -1 —1 ) Y o
z=—

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok sk ok sk sk sk sk sk ok sk ke sk ke sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skk sk ok sk sk sk sk sk ok

Determinese si el plano = 2x+3y-4=0 cortaonoal segmento de extremos A(2,1,3) yB(3,2,1)

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk ok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok

=x—l_l_z—l

Considera la recta m 4 2 vyelplanom:2x—y+z=0.
(a) Explica porqué la recta no esta contenida en el plano para ningun valor de m.

Solucién : Si r < 7w, todo punto de r perteneceria a m; pero A(l,0,1)er y A ¢mn. Luego, r ,é T

(b) Halla m para que la recta sea paralela al plano.

. NN AN . NAIAN . NAVIN
Solucion: rl n< d L n (siendo d =(m, 4, 2) un vector director der y n =(2, —1, 1) un vector normal a 1)

0
Portanto, d . n=0->2m-4+2=0—>|m=1]
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Skkesk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

Se considera el plano de ecuaciéon ax +y + z +1 = 0 y las rectas:
x=1 x=2 x=3

y=z y=2z y=3z

Determina a para que los puntos de corte del plano con cada una de las rectas estén alineados.

Skskskokesk sk skokesk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksk sk sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

Probar que los planos -x + 2ay - 2az = 0,y x + ay — az = 0 se cortan en una recta r que pasa por el origen
de coordenadas, cualquiera que sea el valor de a. Hallar la posicidn relativa de r con el plano 12x - (a+3)y

+2z = 0 para los diferentes valores de a.
Sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X-1T y+1 z+2

2016-12 Considera el plano  de ecuacién 6x — my + 2z = 1 y la recta r dada por -3 2 -1
a) Calcula m en el caso en que la recta r es perpendicular al plano .
b) ;Existe algin valor de m para el que la recta r esté contenida en el plano n?

Resolucién

dr :(_3125_1) ; Dp :(65_m52)
W 3 2

a)rlne dp N nn<:>—:—:—<:>
6 -m 2

[AVAA'AY AN VAV BN

b) rcn=>dy L ny=>dy. ng =0=-3.6+2.(-m)+(-)2=0=>m=-10
Para m=-10, n:6x+10y+2z=1
A(l,-1,-2)er pero A ¢m, pues 6.1+10(-1)+2(-2) #1 (A no cumple la ecuacion de )

Por tanto para m=-10, r ¥ ©. Luego, no existe ningun valor de m para el cual r c &

Skokesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skook skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skosk skeosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ok

2015-6 Considera el plano 1t de ecuacion mx + 5y +2z = 0 y la recta r dada por 3

(a) Calculam y n en el caso en el que la recta r es perpendicular al plano .

(b) Calculam y n en el caso en el que la recta r esta contenida en el plano .
Resolucién
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. JAVAVAAN IAIAAAN
Un vector director deres d; =(3,n,2) A(-1,0,1)er ; Un vector normal de tes ny; =(m,5,2)

3
W W 3, o =1
a)rlte dp K ng ©—=—===; luego, .Por tanto,  m=3, n=5
m 5 2 3_1
5
ir
A(-10.)en m(—1)+5.0+2.1=0 =2
byrcne m&m M = N@ )mmm = o . Por tanto, m=4,n=-2
dy Lng dy . np =0 3m+5n+4=0

n

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok ok 3k >k ok ok ok >k ok ok Sk ok ok ok ok ok >k ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok k sk ok ok ok sk ok ok sk k-

x—5_y_z—6
2014-6 Considera el plano 1 de ecuacién 2x +y —z + 2 = 0,y larectar de ecuacién —2 -3 .
Determina la posicién relativade my r.
Skskskokesk sk skokesk sk skosk ok sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk sksk sk sk sk skske sk sk skosk sk sk skosksk sk skosk sk sk sk skosk sk sk
x-1 vy z-1

2010-10 Considera el plano m definido por 2x —y + nz = 0 y larectar dada por M 4 2
conm # 0.
(a) Calcula m y n para que la recta r sea perpendicular al plano .
(b) Calcula m y n para que la recta r esté contenida en el plano .
Skskskokesk sk skskesk sk skosksk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skske sk sk skosksk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk
z+1

x—3=3 =211
2 -2

2009-1 Considera el punto P(1, 0, 0), la recta r definida por
y la recta s definida por (x,y,z) = (1,1, 0)+ A (=1, 2, 0). Estudia la posicién relativadery s

Sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

2X+y-mz=2

X-y—-z=-m T .. _
2008-6 Sealarectar dada por y el plano ' definidoporx+ my-z=1

(a) ;Existe algin valor de m para el que ™ y r son paralelos?
(b) ;Para qué valor de m esta la recta contenida en el plano?

(c) ¢Cual es la posicién relativa de la recta y el plano cuando m = 0?
Skeske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k

x-1T 'y z-1

2007-7 Consideralarectar definida por © 4 2 yelplano T de ecuacién 2x —y + p z=0.

' -
Determina & ¥ p en cada uno de los siguientes casos:
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(a) Larectar es perpendicular al plano T,

(b) Larectar esta contenida en el plano 7.
3k 3k ok Sk ok Sk Sk ok ok Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

X—9 y = z-6
2006-5 Considera el plano ™ de ecuaciéon 2x +y —z + 2 = 0 y larecta r de ecuacién -2 m

(a) Halla la posicion relativadery T segin los valores del pardmetro m.
(b) Param = —3, halla el plano que contiene a larectar y es perpendicular al plano 7.

(c) Param = —3, halla el plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano 7.
Skskskokesk sk skskesk sk skosksk sk sk sk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skok sk sk skskesk sk skosksk sk sk skske sk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk

rx=y-1 _22
2005-11 Consideraun plano T :x+y+ mz =3 ylarecta 2

(a) Hallam paraquery ™ sean paralelos.
(b) Hallam paraquery T sean perpendiculares.

(c) ¢Existe algun valor de m para que la recta r esté contenida en el plano 7T ?
Skskskokesk sk skokesk sk skosk sk sk skosk sk sk sk skskesk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skskesk sk skskske sk skoskske sk sk skosk sk sk sksksk sk skosk sk sk sk sksk sk sk
2004-8 Considera los puntos P(6, —1, —10), Q(0, 2, 2) y R, que es el punto de interseccién del plano 7 :
{x +y+z-1=0
r:
2x+7‘y+z—2=0ylarecta y=1
Determina * sabiendo que los puntos P, Q y R estan alineados.
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk ke ok Sk ke ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
2003-6 Consideraunarectaryunplano T cuyas ecuaciones son, respectivamente,
X=1 X=a
y=t (teR) y=a (a,BeR)
z=0 z=0

Estudia la posicion relativa de larectary el plano .
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok ok Sk ok Sk ke sk Sk ke Sk Sk Sk ok Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Xx-3y+z=0

2003-11 Considerael plano ' :x— 2y + 1 =0y larecta {X—y +az+2=0

Halla el valor de a sabiendo que la recta estd contenida en el plano.
Skskskokesk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk ks sk sk sksk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk ksk sk sk

X+z—-a=0

y—az-1 :0’ T.2x-y=h.

r: {
2002-12 Consideralarectary el plano T siguientes:
(a) Determina a y b sabiendo que esta contenidaen 7.

(b) Halla la ecuacién de un plano que contenga ar y sea perpendiculara 7.
Skkesk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk skosk sk sk sk sk sk sk sk sksk skok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk skosk sk sk sk sk sk ok

Determinar la posicion relativa de la rectary el plano 7:

. X+y-z=2
12x-y+z=1
n:4x+y—-z=3
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2x+y+z=1
X-y+2z=3
n:X-y+3z=5
3k 3k ok Sk ok ok Sk ok ke Sk Sk ke ok Sk sk Sk Sk sk ok Sk ok ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
Determinar la posicion relativa de las r y r’ con respecto al plano 7:
r_x—1_y+5_z+3 r,_x—7_y+3_z—1
2 -5 2 "6 -2

Sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ke ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk ok ok

n:X+2y+4z-13=0

Determinar el pardmetro m para que la recta r sea paralela al plano T:

x-1 y+5 z-3
2 4 2

Sk sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk ok ke ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kesk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skok sk ok sk sk sk sk sk ok

r: n:4x+my+z-2=0

Determinar la posicion relativa de larectary el plano 7:

‘- X+y—-z=2
2x-y+z=1
n:4xX+y-z=3

Trataremos de resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas formado por las ecuaciones de la
recta y el plano. El determinante de sus coeficientes es:

1 1 -1
2 -1 1=1+4-2-4-1+2=0
4 1 -1

Pero el menor:

=1-2=-3%0

2
, 1o cual implica que r(A)=2.

2 -1

Orlando este menor con los términos independientes tenemos:

1 1 2
2 -1 1=-3+4+4+8-1-6=6=0
4 1 3

, 1o cual implica que r(B)=3
El sistema es incompatible y la recta es paralela al plano.
Sksksksk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk skosk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk sk skske sk sk sksk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sksk sk sk

Determinar la posicion relativa de larectary el plano 7:

‘e 2x+y+z=1
“lx-y+2z=3

n:X-y+3z=5

Procediendo como en el problema anterior:
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2 1 1
1 -1 2=—6+2-1+1+4-3=-3%0
1 -1 3

de donde r(A)=3=r(B)

El sistema es compatible y determinado. La recta r corta al plano ™ en el punto P cuyas coordenadas
vamos a determinar resolviendo el sistema por Cramer:

1 1 1

A, =3 -1 2=-3+10-3+5+2-9=2
5 -1 3
2 11

A,=1 3 2/=18+2+5-3-20-3=-1
1 6 3
2 1 1

A,=1 -1 3[=-10+3-1+1+6-5=-6
1 -1 56

Siendo las coordenadas de P:

339
33

Skeske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k
Determinar la posicién relativa de las r y r’ con respecto al plano 7:
r:x—1=y+5=z+3 r,:x—7=y+3=z—1
2 -5 2 6 -2
Pasemos ry r' a la forma implicita:

n:X+2y+4z-13=0

—-5x+5=2y+10 bx+2y+5=0 5x+2y+5=0
{ X y :{x y :{x y

2Xx—-2=27+6 2x-2z-8=0 X-z-4=0
g —2x+14=6y+18:> 2x+6y+4=0 N Xx+3y+2=0
"|5x-35=6z-6 5x-6z2-29=0 5x-6z-29=0

El sistema de ecuaciones formado por las ecuacionesdery T es:

5x +2y =-5
Xx—-z=4
X+2y+4z =13

Cuyo determinante es:

5 2 0

10 -1=-2+10-8=0
1 2 4

Pero como:
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=-2+#0

, se tiene que r(A)=2

5 2
10

Orlando este menor:

5 2 -5
1 0 4/ =8-10-40-26=-68=0
1 2 13

Larectaryel plano ™ son paralelos.

En cuanto al sistema formado porr’'y T, es:

X+3y=-2
5x -6z =29
X+2y+4z=13

Siendo:

13 0
5 0 -6=-18+12-60=-66=0
12 4

, se tiene que r(B)=3

, se tiene que r(A)=r(B)=3

r'y T se cortan en un punto P que determinamos ahora:

-2 3 0

A, =29 0 -6|=-234-24-348 =-606

13 2 4
-2 0

13 4
3 -2

A, =5 0 29|=87-20-58-195=186

1 2 13

entonces es:

p 606 —246 186) (101 41 31
66 66 66 117 11’11

1

A, =5 29 -6/=116+12+78+40=246
1
1

En cuanto a la posicion relativa de r y r’ hemos de estudiar el sistema:
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5x+2y=-5
Xx-z=4

X+3y=-2
5x -6z =29

La matriz de los coeficientes es:

52 0
10 -1
13 0
5 0 -6

en la que el menor:

52 0
10 -1=-2+15=13=0
13 0

, entonces r(A)=3

El determinante de la matriz ampliada es:

52 0 -5 (10 -1 4/ 1 0 -1 4
10 -1 4| 52 0 -5 [0 -2 -5 25
13 0 -2 13 0 -2 |0 -3 -1 6|
50 -6 29 |50 -6 29/ 0 0 1 -9
-2 -5 25
=—-3 -1 6|=—(-18-75+12+135)=—-240 #0
0 1 -9

entonces r(B)=4 y ry r’ se cruzan.

Es decir, r es paralelaa ™,r' cortaa ™ enel punto Py 1, 1’ se cruzan en el espacio
Sk 3k sk Sk ok ok Sk ok ke Sk ok Sk ke sk Sk sk ok Sk sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok R ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k

Determinar el parametro m para que la recta r sea paralela al plano 7:

r_x—1_y+5_z—3
) 4 2

r sera paralelaa T si el sistema de ecuaciones formado por las implicitas derylade T es
incompatible. Dicho sistema es:

n:4x+my+z-2=0

4x-4 =2y +10 4x -2y =14 2x-y=7
2x—-2=22-6 ;—>2x-2z=-4 >X-z2=-2
4Xx+my+z=2 4x+my+z=2 4x+my+z=2

El sistema serd incompatible si el determinante de la matriz de los coeficientes es nulo, es decir:

2 -1 0
1 0 —1=0:>4+2m+1=0:>m=—g
4 m 1
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y para este valor ™ y r son paralelos.
3k 3k Sk Sk ok ok Sk ok Sk Sk ok Sk ke ok Sk Sk Sk Sk Sk ok Sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k
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