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Premier exercice.

1°) Soit & calculer I(x) = [ Arctan(2t)dt. Effectuons une intégration par parties en posant:

{fu=Arctan(2t)v' = 1 onaf{u' = - 24 v =t d'ou
+4t

2t
rat®

I(x) = xArctan(2x) — %ln(l + 4t2)]z

I(x) = tArctan(2t)]; — [ —— dt soit enfin:

conclusion [ Arctan(2t)dt = xArctan(2x) — %ln(l + 4x2).

2°) La formule des accroissements finis donne:
Vx € R, 36(x) €]0,1[; sinx — sin0 = xcos(x0(x)) d'ou |sinx| = |xcos(x0(x))| < |x|.
conclusion Vx € R, |sinx|< [x].

2 _
3°) Etude de la fonction f définie par f(x) = [ We ‘de.
t

Domaine de définition:
in’ —t . . 2
Vx ER, tHﬂzx—tLe est continue sur [0, + oo[,(prolongement par continuité en 0 par x )
t
elle est donc localement intégrable sur cet intervalle. Le seul probléme d'intégrale généralisée est

2
sin (xt) —t
2

.. —t —t -1
donc en + oo. Or, au voisinage de + oo, e <e etfe dt =e estconvergente.

Le théoréme de comparaison pour les fonctions positives assure la convergence de

.2 ¢
f sin ngtz e dt.

t
conclusion Def(f) = R et f est une fonction paire.

Continuité:

. in’ —t . ,
Soit h(x,t) = Lgxﬂe . h est continue sur R X [0, + oo[. On va alors écrire :

t
2 —t 2 —t

f) = [2Ee e + [ Ee™de = £, () + f,(0).

° Le théoréme simple concernant la continuité d'une intégrale au sens de Riemann dépendant
d'un paramétre s'applique sur R X [0, 1], f | est continue sur R.

°oSurR X [1,+ oo, |h(x, t)| < e , fonction indépendante de x, continue sur [1, + oo[ et telle
que



—t -1 , N . .,z ] . , r 7 s 7
[e 'dt = e " est convergente. Le théoréme de continuité d'une intégrale généralisée

dépendant d'un paramétre s'applique, f ,est continue sur R.

conclusion f est continue sur R.

Dérivabilité:
[ -t . . ., .
% (x,t) = ﬂfﬁle est continue sur R X [0, + oof, (prolongement par continuité en un point

(x, 0) par 2x)
° Le théoréme simple concernant la dérivabilité d'une intégrale au sens de Riemann dépendant

d'un paramétre s'applique sur R X [0, 1], f L ost de classe C sur R et
' _ sin(2xt) —t
Vx € R, fl(x)—f—t e dt.

°oSurR X [1,+ oo, % (x, t)| <e ' , fonction indépendante de x, continue sur [1, + oof et
telle

—t -1 - e Y
que [ e dt = e  est convergente. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale pour
une intégrale généralisée dépendant d'un paramétre s'applique, f ,est de classe € sur R et

' _ sin(2xt) -t
VX €R, f)(x) = [-F—e dt.
conclusion f est de classe ' sur R,etVx € R, f'(x) = fwe_tdt.

Dérivée seconde:

% (x,t) = ZCOS(th)e_t est continue sur R X [0, + oo[. On peut cette fois conclure
directement:

SurR X [0,+ oo, % (x, t)| < 2e_t, fonction indépendante de x, continue sur [0, + oof et

telle

—t , N , o . . . ,
que [ 2e dt = 2 est convergente. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale pour une

<y PR TINY \ \ ) . 2
intégrale généralisée dépendant d'un paramétre s'applique, fest de classe C sur R et

Vx € R, f\(x\) Int rSub { size 8{0} } rSup { size 8{+ infinity }} {2cos \(2ital xt\) erSup { size 8{

conclusion fest de classe C ®sur R, et
Vx € R, f\(x\) = IntrSub{size8{0}} rSup { size 8{+ infinity}} {2cos \(2ital xt\) erSup { size 8{

. o . 2 :
NB: Je n'ai pas vu l'intérét de faire prouver le caractére C de f sur | — a, a[, puisque on peut
l'obtenir directement le résultat sur R.

4°) Calculde f\(x\) }{.
Une primitive de 2cos(2xt)e * estde la forme A = e '[acos(2xt) + bsin(2xt)]. On a:
A = e_t[(— a + 2xb)cos(2xt) + (— 2ax — b)sin(2xt)] ce qui conduit au systéme:

{—-a+2xb=2 —2xa—b=0 doua=— 22 , b= 4xz et par suite :
1+4x 1+4x



f\(x\) = { {2} over {1 + 4xrSup{size8{2}}}} \[ — cos\(2italxt\) + 2xsin\(2italxt\) \] erS:
conclusion f\(x\) = { {2} over {1 + 4xrSup {size8{2}}}}}{

5°) Comme f'(0) = 0,ona:Vx € R, f'(x) = fﬁdt = Arctan(2x).
t

Comme f(0) = 0,ona:Vx € R, f(x) = | Arctan(2t)dt et donc :

conclusion f(x) = xArctan(2x) — %ln(l + 4x2).

Deuxiéme exercice.

1°) Le point N est défini par ON = 0Q + QN.

e

Z

0 AN ,
N x

2°) Les coordonnées de N'sont: x = 1 + cosf, y = sin®.
La hauteur issue de N a pour équation: x = 1 + cos®.
La hauteur issue de () a pour équation (1 + cosB)(x — 1) + ysin® = 0.
L'orthocentre H du triangle OQN a donc pour coordonnées:
{xH= 1 + cosH = 058U +cosh) 6 €l - mnu{ }

y H sin®
Rg: Quand® -+ m H - 0.
Quand ® — 0 X, = 2 y, =t o, il y a asymptote d'équation x = 2.

Si on prend pour nouveau parameétre t = tan(%) , t €R lescoordonnées de H deviennent:

1t %ﬁH%) .
{x,=1+-— sz—% t ER soit :
1+t T
2
T: x=—— y=—"— ter

41 (¢ +1)

cos®

ﬂn(%ﬁ

cos®

ﬂn(%0

Rq: Enreprenant le paramétrage en 6, ona{x — 1 = sin(%) y =— cos(%) soit

___cos® 6 m — .8 m
{x 1—7Sm(%) cos(5 )Y T‘n(%) sin(s >) -



N . . 0 ™ ’ . .
Dés lors, en prenant des coordonnées polaires de centre ), avec w = —- — —-, I'équation polaire de (I') est:

cos(2w)

p =— =, ctonreconnait la strophoide.

3°) Equation de la droite At passant par les points M 1(t) et M 2(%).

N 2 2 2 2
MM, = (Z(t —D) td-t)dist ) est paralléle a ( 2 _—1)

41 t(t*+1) 41t
(lecast =+ 1 qui correspond a M =M, = () étant a exclure, car alors la droite M M, n'est pas
définie).
2

. : 1 2 - .
Equation de la droite A : —(x — —5—) + 4— (y — tz L = 0 soit sous une autre forme:
tt t+1 t'+1 t(t"+1)

2
2t 2t
Arx + 54— —|5—]| =
t t+1 t'+1

On voit que le bon paramétre pour étudier I'enveloppe de la famille des At estu = zz—tl = sin®
£+

. 2 . . \

et par suite avecu €] — 1, 1[{ }. On a alors Au: u — uy — x = 0, et la résolution du systéme
{Au A u

revient a écrire que 1'équation du deuxiéme degré en u a une racine double.

L'enveloppe est donc incluse dans la parabole d'équation y2 + 4x = 0.
Plus précisément, on a : A'u: 2u — y = 0 et donc le paramétrage de I'enveloppe est:

E){x=—u'y=2u ue€]-11[}
conclusion (F) est la partie de la parabole d'équation yz =— 4x —-2<y<?2 y=+0.

4°) Intersection de la droite y = ax avec (T).

2
. . . . - .2
L'équation aux t des points d'intersection est : : > L —g 22 soit:t — 2at — 1 = 0.
t(t"+1) t+1
On ne retrouve pas l'origine au moyen de cette relation car 0 est obtenu pour t = + oo,

. . . . ' 2 .
L'équation est du deuxieme degré avec A' = a + 1 > 0. Elle admet donc toujours deux
racines

t1 et t2 distinctes.

Lorsquea #+ 0, t L ett, sont différents de + 1 et les points M(t 1) et M(t 2) sont distincts.
Lorsquea =0, t L= 1, t , = 1 et les points M(t 1) et M(t 2) sont confondus avec Q.
Le point P a pour coordonnées (1, a).

- - 2
OnaPQ = (0a)dou |[PQ| =

2
a .
PM et PM' ont fes [=2— — 1 =L g )= (= m o i
e ont pour composantes | —— el bl e — — a ] puisque

t*— 2at —1=0.

2

. 1 2 - g 2
soit encore: —— (— at —a 1:) de sorte que ||[PM|| |PM'|| =a
conclusion ||PM|| = ||[PM'||

R
IPQ| = |al.
D'ou une construction géométrique des points de (T).

=

M




Troisiéme exercice.

19) Soit (S):x" — 2y’ + 22 =2; (P)z=xy+1; (C)=(S)n(P).

(S) est une quadrique qui, quand on I'a coupe par des plans:

x = Cte fournit des hyperboles. (S) est un hyperboloide a une nappe. Il n'est pas de
y = Cte ellipses. révolution car dans son équation "quasi réduite", les
z = Cte hyperboles. coefficients de x” et z° sont distincts.

2 2
2°) L'aire du domaine intérieur a I'ellipse d'équation — + % = lest:
a

2

2
A={[[dxdz, D= {(x, z); =+ % < 1] . On fait le changement de variables classique:
a

{x = apcosbz = bpsind 0<0<2n0<p<1 Jac = abp. Onaalors:
A = [ [ abpdpd®. On intégre

sur un pavé une fonction, produit d'une fonction constante de 6 par une fonction de p.
L'intégrale se transforme en un produit de deux intégrales simples.

conclusion A = ab[d® x [pdp = mab.

Le volume demandé s'obtient en intégrant de 0 a 1 I'aire de la section d'indice y de (S).

La section (Sy) de (S) par le plan parall¢le a Oxz d'ordonnée y est 'ellipse d'équation
2 2

2(; 7 + 1i — = 1, dont l'aire est T[\/E(l + yz) etainsi V = fﬂﬁ(l + yz)dy = ﬂa,z.
y y

. 4112
conclusion V = 43L

3°) SoitA € R fixé. (C}\): {z=2Ay +1 X - 2y2 +27 =2 . L'équation de la projection

orthogonale de
(C }\) sur Oxy s'obtient en éliminant z entre les deux équations. On obtient:

X2y 4200+ 1D —2=0  soit:x +20° — 1)y’ + 4ay = 0.



11 s'agit de I'équation d'une conique dont la nature est donnée par le signe de -1
conclusion
{IAl>1 ils'agitd'uneellipse |[A\|=1 ils'agitd'uneparabole |[A\|< 1 ils'agitd'une hyperbole

Etude des cas demandés:
A=0; X - 2y2 = 0 la projection est alors la réunion des deux droites d'équations x =+ \Ey.
(on est cependant dans le cas type hyperbole)

_2y? 2
2_%3’2"'ZYZOSOitxz—%()’—%)Z+%=OSoitenﬁn =3 —-—2—=1.

6 W)

1
A== x

C'est I'équation réduite d'une hyperbole.
A=1; X+ 4y = 0 laprojection est alors une parabole.

i) 2

zgz + z =
Cl

A=2; X+ 6y2+ 8y =20 soit x° + 6(y +%)2—%= 0 soit enfin 1.

C'est I'équation réduite d'une ellipse.

Ceci permet de déduire la nature de (C )\) que l'on peut interpréter comme l'intersection du cylindre
de génératrices paralléles a Oz et de base les coniques précédentes, avec le plan (P)\). Les (C ,/\)

sont de méme nature que ces coniques.
conclusion (C 0) est constituée des deux droites {z = 1 x = ﬁy et{z=1 x=-— \Ey

et pour le reste:

{IAl>1 (C}\) est une ellipse Al=1 (C}\) est une parabole |A|< 1 (CA) est une hyperbole

(c A) peut-elle étre un cercle?
A priori, il n'est pas impossible que (C A) soit un cercle. Si c'est le cas ce sera pour des valeurs de

A de module strictement plus grand que 1. Mais ceci semble étre 1'objet de la derniére question.

Rq: Sur un cylindre ayant une base elliptique, il existe toujours des sections qui sont des cercles. En
effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer que le cylindre a ses génératrices

paralléles
2 2
a 0z et a pour base l'ellipse du plan z = 0, d'équation =5 + -bLZ = laveca > b.
a

Alors, la section du cylindre par un plan "de bout" d'équation z = my est une ellipse dont 1'un
des axes est porté par Ox et a pour demi longueur a, et dont 'autre est porté par l'intersection

des plans x = 0 et z = my et a pour demi longueur b\J1 + m’.
2 2
On aura donc un cercle lorsque a = b\/1 + m’ soit m =+ JQI)E . On peut donc prendre

par exemple m =excentricité de 'ellipse de base.

F s 7
/ 0A=0'P'=a
PI
a
o
:’fll BI }.'
a La section du cylindre par le plan "de
bout" de trace frontale O'P° est un
P cercle,
\\ o] b } B



4°) Un vecteur orthogonal au plan (P)est (0A — 1).On choisira par exemple

K=——(0A — 1).0n
14+2°
peut alors prendre ] = (100 ) et] = ! - (0 — 1 — A),d'ou lamatrice de passage
142
suivante:
1 A A 1
P=|1000 — 0 - - et les formules de passage:
V14 142 V12 \144°
1 1
{x=X y = —Y+A)y= (=AY — 2)
V122 V12

L'équation de (S) dans ce nouveau repére est :
2

soit :

-

conclusion  Dans (O,ZZK) (S) X+ 2 (

(Y +A2) +1

L'équation de (P.) dans le nouveau repere est : (=AY - 2) =
A \/A +1 \/A +1

1
N

soit: Z =—

2

1 2 V-1 ,2 A -1
7 =— X + 2 Y — 8 -2 - =
{ e N+l @+ +1 0C+n)’
soit
i 2
1 2 A—1 20
{Z =— X +2——Y —————| =K avec
N K+ A —1\A 41
K = RO+ +2(° =1 =1)+81
- 2 2 2
A= *+1)
soit encore K = 2+ 420 = 2
W=D +1)° Vo1
conclusion Dans (0,1,],K), (C )
2
{Z =— 1 X + 2 ( 2 = 28

- 52
S K1 \ (?\z—l)w/?\2+1 -1

2
Ce sera un cercle si 2 12_1 =1 soitA’ — 3 = 0.1 y a donc deux valeurs possibles de A. D'ou :
+

(Cﬁ):{Z =—% x* + (Y — —) = 3 dans le repere (O, 7]_)12) associ¢ a A = \Eet

dans le repere



fixe d'origine: (Cﬁ): {z = \Ey +1 X+ 4y2 + 4\/§y = 0 rayonR = \E, centre

3 1
(O' - %r - ?)
(C\E): Z =- % XZ + Y + %)2 = 3 dans le repére (O,ZZ I?) associé a A =— \Eet

dans le repere
fixe d'origine: (Cﬁ): {z =— \Ey +1 P 4y2 - 4\63/ =0 rayonR = \E, centre

\/’
05— 3).

Quatriéme exercice.

1°) Soita € C, I'équation z~ = a admet deux solutions opposées si a # 0 et une solution double,

z=0,sia = 0.
.0
. i0 . 2 i
Sionnote a = |a|el 0 €] — m, ] les solutions de z© = asont z =+ +/|ale °.

2°) Dans M 2(C ), toute matrice est semblable a une matrice triangulaire car le polynome

caractéristique est systématiquement scindé. A est donc semblable a (ay 0 ).
La trace et le déterminant de deux matrices semblables étant les mémes, ona,siA = (acbd):
fa+ B=tr(A) =a+ daf = det(A) = ad — bc
On en déduit
(A — ald)(A — Bld) =A° — (a + B)A + afld = A° — (a + d)A + (ad — bo)ld
soit
¢+ bec(a + d)b(a+ d)bc +d")— (a + d)(achd)+ (ad — bc)(1001)=(0000).

3°) On suppose A diagonalisable. Cela veut dire que A est semblable a une matrice diagonale.
. . . -1 . .
Autrement dit 3P inversible telle que P AP = (a0 0 ) avec les éventualités suivantes:
a#0, B#0, a+# B casouAestinversible, avec deux valeurs propres distinctes.

a#0, B=0 casouAdn'estpasinversiblect A # O.
a=f casoud = ald.

4°) On suppose A non diagonalisable.

A admettant toujours des valeurs propres dans C, si 4 avait deux valeurs propres distinctes
elle serait diagonalisable. Donc A admet une valeur double a.
I existe u € C’tel que (A — ald)(u) # 0, sinon, on aurait : Yu € C ? , (A — ald)(u) = Oce
qui voudrait dire que A = ald, et alors A serait diagonalisable.
Soit donc u € C’tel que (A — ald)(u) # 0,etposonsv = (A — ald)(u). Montrons que
(u, v)

est une famille libre, ce qui assurera que c'est une base de C g
Soient a, b € C tels que au + bv = 0. Onadonc au + b(A — ald)(uw) = 0. Appliquons

alors (A — ald) a cette égalité, on obtient : a(A — ald)(u) + b(A — ocld)z(u) = 0 soit,

puisque
(A— ald)’ =0, a(A— ald)(w) = 0,donca = 0 et par suite b = 0.



Mais alors dans la base (u, v), 'endomorphisme f de matrice A relativement a la base

canonique de C ? aura pour matrice (0 1 o), et on auradonc (a0 1) = P AP ou P est Ia
matrice de passage de la base canonique a la base (u, v). En effet:

fw)=Aw) = (A4 — add)(uw) + au = au + v et

fw) =Alwv) = A4 — addd)(w) = (4 — ald)z(u) + a(4 — add)(u) = 0 + av = av.

5°) Soitl‘équationZ2 = A,avecA = (a00B), a#0, B#0, a=+ B.
Une matrice Z solution doit commuter avec A puisque AZ = ZA = Z ® Notons Z = (achd).
ZA = (aacfbadB) , AZ = (axcabBdp) AZ =7ZA = {c=0b = 0 etdonc
Z=(@00d).
L'équation Z 2 A s'écrit (a2 00 d2 ) = (a00B) etil y adonc guatre solutions a l'équation.

6 e ; .
conclusion Z = (8\/|0(|6‘ 200¢&|Ble ® ) ,e=+1, ¢=+1, a= |0(|el9 , B= |B|el9

6°) Soit I'équation Z° = A, avec A = (¢ 000) , o # 0.
La encore une matrice Z solution doit commuter avec A.
ZA = (aa0ba0) , AZ =(aaca00) AZ =7ZA = {c=0b =0 etdonc
Z=(@00d).
L'équation Z = A s'écrit (a2 00 d2 ) = (a000)etil yadonc deux solutions a I'équation.
[¢]

conclusion 7 = (S\HaleleOO) ,e=x1, a= |a|ei9.

7°) Soit 1'équation 7' = A,avecA = (a00a), a€C.
Casa = 0. AlorslesmatricesZ = (0a00) a € C vérifient 7= 0, il y a donc une infinité
de solutions.

Cas a # 0. Soit f un endomorphisme involutif, c'est a dire tel que f ? = Id. 1l en existe une
infinité. En effet, si E L et E , sont deux sous espaces de C ? de dimension 1 tels que

¢’ = E ) E, 'endomorphisme f défini par f(u) = u —u, , u=u +u,, u€k est
involutif.

.0
\ . Fy " 2 . , . 2
Deés lors I'endomorphisme g = +/|aje * f vérifie g° = ald et sa matrice Z vérifiera Z~ = A.
On a donc une infinité de solutions encore dans ce cas.

o . 2
8°) Soit I'équation Z* = A,avecA = (a01la), a € C.
La encore une matrice Z solution doit commuter avec A.

ZA = (aa + ccaba + dda) , AZ = (aacaba + ada + ¢) AZ =7A = {c=0a=4d
et donc
Z = (a0ba).L'¢quation 7" = A s'écrit (a2 02ab d* ) =(a01la).
Cas a = 0. Alors il n'y a pas de solution.
Cas o # 0. Alors il y a deux solutions

i i o o
Z=-c¢lflale’0——e *lale’ |, e=t1, a=]ale" .
2\lal




9°) Soit A € M,(C) et I'équation Z° = A.

. . . . . . 2
Soit h I'endomorphisme de matrice A relativement a la base canonique de C et f
I'endomorphisme de matrice Z relativement a cette méme base.

Le probléme est donc de chercher les f tels que f ? = g.
Si A est semblablea (a00B), a#0, B+ 0, o # 3, onestdans le cas de la question
5)
I'y a guatre solutions.
Si A est semblablea (a0 00) , o # 0, on est dans le cas de la question 6)
Il y a deux solutions.
Si A est semblablea (a0 0a) , a € C, on est dans le cas de la question 7)
Il y a une infinité de solutions.
SiAestsemblablea A = (¢ 01a), o € C,onestdans le cas de la question 8)

{a = 0 pasdesolutiona # 0 deux solutions

FIN.




