
 
1.​ Критерий Коши существования предела. 

 

 

 

2.​ 1-ая теорема Больцано - Коши (о нуле функции).  
 (о прохождении непрерывной функции через нуль при смене знаков): 
Пусть f ∈ C[a, b], и пусть f(a) ⋅ f(b) < 0 (т.е. её значения на концах есть 
числа разных знаков). Тогда ∃ξ ∈ (a, b) : f(ξ) = 0. Доказательство. Делим 
отрезок [a, b] = I0 пополам. Если f ( a+b 2 метод бисекции. ) ≠ 0, то на 
концах одного из двух, полученных в результате деления отрезков, 
функция снова принимает значения разных знаков. Делим данный отрезок, 
I1 пополам и т.д. Тогда мы либо на каком-то шаге попадём в точку ξ ∈ (a, b) 
: f(ξ) = 0, либо получим стягивающуюся систему сегментов {In} на концах 
которых функция f принимает значения разных знаков. В последнем 
случае, на основании принципа вложенных сегментов, ∃!ξ ∈ ∞ ⋂ n=1 In. 



По построению ∃{an}, {bn} – две последовательности концов отрезков In 
такие, что f(an) < 0, f(bn) > 0 и limn→∞ an = limn→∞ bn = ξ. По свойствам 
предела и определению непрерывности, получаем: limn→∞ f(an) = f(ξ) ⩽ 0, 
limn→∞ f(bn) = f(ξ) ⩾ 0 ⇒ f(ξ) = 0. 

3.​ 2-ая  теорема  Больцано - Коши (о промежуточном  значении). 
теорема Больцано-Коши. Следствие (о промежуточном значении 
непрерывной функции): Пусть f ∈ C[a, b], причём f(a) = α, f(b) = β, а γ – 
произвольное число, заключённое между α и β. Тогда ∃c ∈ [a, b] : f(c) = γ. 
Доказательство. Если α = β = γ, то в качестве c берём a или b. По этой же 
причине очевиден случай, когда γ = α или γ = β. Пусть α ≠ β. Не 
ограничивая общности считаем, что α < γ < β. Рассмотрим функцию g(x) = 
f(x) − γ. Как разностью двух непрерывных функций, функция g – 
непрерывна на [a, b], и принимает на концах этого сегмента значения 
разных знаков: g(a) = f(a) − γ = α − γ < 0; g(b) = f(b) − γ = β − γ > 0. По 
теореме 5 ∃ξ ∈ (a, b) ∶ g(ξ) = 0 ⇒ f(ξ) = γ 

 
4.​ 1-ая  теорема  Вейерштрасса (об ограниченности функции). 

1-ая теорема Вейерштрасса (об ограниченности функции) 

Функция, непрерывная на отрезке, ограничена на нем. При этом на отрезке есть 

точка, где функция принимает максимальное значение, и есть точка, где она 

принимает минимальное значение. 

Пусть f : E → R — непрерывная функция на отрезке E = [a, b]. В силу локальных 

свойств непрерывной функции для любой точки x ∈ E найдется окрестность 

U(x) такая, что на множестве Uₑ(x) = E ∩ U(x) функция ограничена. 

Совокупность таких окрестностей U(x), построенных для всех точек x ∈ E, 

образует покрытие отрезка [a, b] интервалами, из которого по лемме о конечном 

покрытии можно извлечь конечную систему U(x₁), …, U(x�) интервалов, 

покрывающих в совокупности отрезок [a, b]. Поскольку на множестве E ∩ 

U(xₖ) = Uₑ (xₖ) функция ограничена, т. е. mₖ ≤ f (x) ≤ Mₖ , где mₖ , Mₖ ∈ R и 

x ∈ Uₑ(xₖ ), то в любой точке x ∈ E = [a, b] имеем  

min {m₁ , …, m�} ≤ f (x) ≤ max {M₁ , …, M�}. 



Ограниченность функции на отрезке [a, b] установлена. Пусть теперь M = . 𝑓(𝑥) 

Предположим, что в любой точке x ∈ E (f (x)< M). Тогда непрерывная на E 

функция M − f (x) нигде на E не обращается в нуль, хотя (в силу определения M) 

может принимать значения, сколь угодно близкие к нулю. Тогда функция  

 , с одной стороны, в силу локальных свойств непрерывных функций, 1
𝑀 −𝑓(𝑥)

непрерывна на E, а с другой — не ограничена на E, что противоречит уже 

доказанной ограниченности функции, непрерывной на отрезке.  

Итак, существует точка xₘ ∈[a, b], в которой f (xₘ )= M.  

Аналогичным образом, рассмотрев m =  и вспомогательную функцию 𝑓(𝑥) 

, докажем, что существует точка xₘ ∈ [a, b], в которой f (xₘ) = m.  1
𝑓 (𝑥)− 𝑚

 
5.​ 2-ая теорема Вейерштрасса (о достижении экстремумов). 

 



6.​ Равномерная непрерывность функции. Теорема Кантора. 

 

 



 
7.​ Формула Лейбница. (172 фихтен) 

Предположим, что функции u, v от x имеют каждая производные до 
н-ого порядка, докажем, что выражение y=uv также имеет н-ую 
производную  
1 порядок- y’=u’v+u+v’ 
2 порядок  y’’=u’’v+2u’v’+uv’’ 
3 порядок y’’’=u’’’v+3u’’v’+uv’’’...... 
Заметим, что правило напоминают разложение степени бинома  
Запишем формулу 

  
Докажем Справедливость  с помощью метода математической 
индукции  
Допустим формула верна для n, тогда, если она верна для n+1, то 
формула действительна всегда  

 
Теперь объединим слагаемые 2 сумм,  произведение  входит 𝑢(𝑛+1)𝑣0

только в 1 сумму, также, как и . Все остальные 𝑢(0)𝑣(𝑛+1)

произведения имеют вид . Сумма соответствующих 𝑢(𝑛+1−𝑘)𝑣𝑘

коэффициентов будет  

 
 
 
 
 



8.​ Точки локального экстремума. Теорема Ферма. 

 
 

 
 
 

9.​ Теорема  Ролля. 
Теорема Ролля 

☺​Пусть функция y = f(x) 
1) непрерывна на отрезке [a;b]; 
2) дифференцируема на интервале (a;b); 
3) на концах отрезка [a;b] принимает равные значения: f(a) = f(b) 

☺​Тогда на интервале (a;b) найдется по крайней мере одна точка x0 , в 
которой f ′ (x0) = 0 



☺​Функция y = f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. В силу второй теоремы 
Вейерштрасса она на этом отрезке принимает наименьшее и наибольшее 
значения. Пусть это будут значения m и M. Могут представиться два 
случая: 
1) M = m. В этом случае m ≤ f(x) ≤ m, функция y = f(x) является 
постоянной на отрезке [a;b]. Поэтому f ' (x) = 0 во всем интервале (a;b), 
теорема верна. 
2) M > m. Тогда для функции y = f(x) даже в том крайнем случае, когда, 
например, наибольшее значение функции принимается на конце отрезка 
f(a) = f(b) = M, наименьшее значение будет приниматься уже внутри 
отрезка. Следовательно, найдется точка x0 ∈ (a;b), в которой f(x0) = 0. 

☺​Теорема Ролля имеет простой геометрический смысл: найдется хотя бы 
одна точка, в которой касательная к графику функции будет параллельна 
оси абсцисс. 

☺​Если f(a) = f(b) = 0, то теорему Ролля можно сформулировать так:  
между двумя последовательными нулями дифференцируемой функции 
имеется хотя бы один нуль производной 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 



10.​Теорема Лагранжа о конечных приращениях. 

 

 
11.​Теорема Коши.  

Теорема Коши. (лекция 22) 
Пусть f(x)  и g(x)  непрерывные ф-ии на отрезке [a,в], → 𝑅 → 𝑅
дифференцируемыми в интервале (а,в), причем g’(x)  ≠ 0 ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)
тогда существует точка Q в интервале (а,в) для которой  

 𝐹(𝐵)−𝐹(𝑎)
𝑔(𝐵)−𝑔(𝑎) = 𝐹'(𝑄)

𝑔'(𝑄)
Доказательство 
Рассмотрим вспомогательную функцию W(x)=F(x)-  λ𝑔(𝑥)
Выберем  так, чтобы F(a)=F(B), т.е. F(a)- g(a)=F(B)- g(B) λ λ λ



 λ = 𝐹(𝐵)−𝐹(𝑎)
𝑔(𝐵)−𝑔(𝑎)

Для ф-ии W(x) выполним условие теоремы Ролля, поэтому 
существует точка Q , W’(Q)=0  
F’(Q)-   λ𝑔'(𝑄) = 0

  λ = 𝐹'(𝑄)
𝑔'(𝑄)

​ Заметим, что g(B) g(a), действительно только если допустить, что  ≠
g(B) g(a), то по теореме ролля получим противоречие условию теоремы, =
значит она верна  

 
 
 
 
 

12.​Формула Тейлора для многочлена и для произвольной функции. 
 
Формула Тейлора для многочлена 

☺​Рассмотрим многочлен   целой степени n: 

 
☺​Покажем, что коэффициенты этого многочлена можно представить в виде 

 

☺​где   – производные k-го порядка от   в точке  . (Напомним, 

что   – по определению.)​
​
      Очевидно, что  . Найдем производную к-го порядка от 
многочлена   в точке  . Заметим, что 

 
☺​В точке   единственной отличной от нуля производной к-го порядка 

является производная от  . При этом   и, таким 
образом, 



​

 
☺​Эта формула называется формулой Тейлора для многочленов. При 

 она принимает вид 

 
и называется формулой Маклорена для многочленов. 

Формула Тейлора для произвольной функции 

☺​ Теорема 1. Если функция   имеет в точке   производные до n-го 
порядка включительно, то ее можно представить в виде 

  
​

 

(1)   

где функция   (остаточный член разложения) и ее производные до n-го 
порядка включительно обращаются в нуль в точке  : 

 
☺​ Доказательство. Обращение в нуль функции   при 

 вытекает непосредственно из уравнения (1): 

 
☺​ Далее продифференцируем обе части равенства (1) по переменной x и 

затем положим  . Заметим, что 

 
☺​ Следовательно, 

 
☺​ для всех  , что и требовалось доказать.​

​



      Формула (1) называется формулой Тейлора с остаточным членом 
, а ее частный случай при   – формулой Маклорена: 

​

 
☺​ Дифференцируемость функции   в точке   влечет за собой ее 

непрерывность в некоторой окрестности этой точки, а обращение в 
нуль в точке   остаточного члена   и его производной (то есть 
быстроты изменения в окрестности точки  ) означает, что 
 принимает малые значения – по крайней мере - в непосредственной 
близости от точки  . Следовательно, формула Тейлора может 
использоваться для аппроксимации функций многочленами. При этом 
остаточный член   рассматривается как погрешность 
аппроксимации и отбрасывается: 

 
13. Формула Лопиталя  

 



14. Интеграл Римана, Критерий Коши 

 

 
Необходимое условие интегрируемости: 
Если функция интегрируема по Риману, то она обязательно ограничена 

 
15. Критерий Дарбу, Лебега 
16. Основная теорема интегрального исчисления  

Теорема. Пусть функция  непрерывна на отрезке  и  — любая 

первообразная для  на  . Тогда определенный интеграл от функции  

на  равен приращению первообразной  на этом отрезке, т.е. 



 

Нахождение определенных интегралов с использованием формулы 
Ньютона—Лейбница осуществляется в два шага: на первом шаге, используя технику 

нахождения неопределенного интеграла, находят некоторую первообразную  

для подынтегральной функции  ; на втором применяется собственно формула 
Ньютона—Лейбница — находится приращение первообразной, равное искомому 
интегралу. В связи с этим введем обозначение для приращения первообразной, 
которое удобно использовать при записи решений. По определению положим 

 

 
17. Формула Ньютона-Лейбница 

 
18.НИ, Критерий Коши  
 
19. Признак абеля и дирихле 
 



 

 



 

 



 



 
 
 
 
Д. Неопределенный интеграл. 
1. Первообразная и неопределенный интеграл. Задача о площади 
криволинейной трапеции. 
Функция  F(x) называется первообразной функции f(x), заданной на 
некотором множестве X, если F′(x)=f(x) для всх x∈X. Если F(x−) 
первообразная функции f(x), то Φ(x) является первообразной той же 
функции в том и только в том случае, когда Φ(x)=F(x)+C, где C - 
некоторая постоянная. Совокупность всех первообразных функции 
f(x) называется неопределенным интегралом от этой функции 

Основные свойства неопределенного интеграла. 

1.      Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной 
функции: (∫f(x)dx)’ = f(x) 

2.      Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному 
выражению: d(∫f(x)dx)=f(x)dx 

3.      Неопределенный интеграл от производной функции равен самой 
функции плюс произвольная постоянная: ∫F'(x)dx=F(x)+C , что может быть 
переписано так: 

     ∫dF(x)=F(x)+C 

4.      Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т.е. если 
a=const(a≠0), то ∫a*f(x)dx=a*∫f(x)dx 



5.      Неопределенный интеграл от суммы конечного числа функций равен 
сумме их интегралов: ∫(f1 (x)+f2 (x)+⋯+fn (x))dx=∫f1 (x)dx+∫f2 (x)dx+⋯+∫fn 
(x)dx 

Задача о площади криволинейной трапеции 

Пусть функция f определена на [a,b] и пусть a = x0 < x1 < … < xn = b 

Разобьем промежуток [a, b] на n произвольных частей, в каждом 
частичном промежутке возьмем точку ξi (xi ≤ ξi ≤ xi+1) и найдем ∆Si = 
f(ξi)(xi+1 – xi) = f(ξi) ∆xi 

 

Тогда площадь криволинейной трапеции 

 

2. Таблица основных интегралов. Правила интегрирования. 

​  
3. Замена переменной и интегрирование по частям в 

неопределенном интеграле.  ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢



1.​ В подынтегральной функции логарифм берется за U 
2.​ В подынтегральной функции умножение на экспоненту -за U берется многочлен. 
3.​ умножение на тригонометрическую функцию за U берется многочлен  
4.​ Умножение на тригонометрическую обратную за U берется обратная 

тригонометрическая.  
4. Простейшие рациональные дроби и их интегрирование. 
5. Теорема о разложении дробно-рациональной функции на 
сумму простейших дробей. 
6. Интегрирование выражений вида   R (  радикал 
из(ax+b)/(cx+d)) .                  . 

7. Интегрирование дифференциальных   биномов.

 
8. Подстановки Эйлера.

 
9. Интегрирование выражений, содержащих 
тригонометрические функции. 
  
 



 
Е.  Определенный интеграл Римана и его приложения.  

1. Интеграл Римана. Критерий Коши. Необходимое условие 
интегрируемости, достаточное условие.

 
 

2. Классы функций, интегрируемых по Риману. 

 



Теорема 2. Любая монотонная функция  на промежутке  интегрируема на 
этом промежутке.

 



 

 



 

3. Суммы и интегралы Дарбу, критерий Дарбу. Критерий Лебега. 
4. Свойства интеграла Римана, теорема о среднем значении. 
5. Основная теорема интегрального исчисления. 
6. Формула Ньютона-Лейбница. Обобщенная первообразная. 
7. Замена переменной и интегрирование по частям в 
определенном интеграле. 
8.  Аппроксимация определенного интеграла. 
9. Вычисление длины кривой, площади и объема. 
10. Кривые в евклидовом пространстве. 
11. Кривизна кривой. 
  
Ж. Несобственные интегралы (НИ).   
1. НИ, критерий Коши. 
2. Признаки сравнения для НИ. 
3. Абсолютно и условно сходящийся НИ. 
4. Признак Абеля и Дирихле сходимости НИ. 

+Суммы и интегралы Дарбу, критерий Дарбу. Критерий  
(без доказательства). 

​ 1) f - ограниченная на  функция; 𝑓 ∈ 𝑅(𝐼) ⇔ 𝐼



​ ​ 2) множество точек разрыва функции f имеет Лебегову меру нуль, т.е. 
функция f является непрерывной почти всюду на . 𝐼
 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА НЕ БЫЛО НА ЛЕКЦИИ (повезло, повезло…) 

Признак Абеля и Дирихле сходимости НИ. 

Признак Дирихле. 

 
Доказательство. 

 
5. Интегральный признак сходимости ряда. 
6. Понятие главного значения НИ. 
 
 
 
 

 
 

Г.1 Производная функции. Механическая и 
геометрическая интерпретация производной. 
 
Производной функции f(x) в точке x0 назовем значение предела отношения 
приращения функции к приращению аргумента при условии, что последнее стремится 
к нулю  или: 

 
Операция нахождения производной называется дифференцированием функции  
 
Механическая интерпретация производной. 

 



 
 
Геометрическая интерпретация производной 
Производная функции в точке это касательная к графику функции в этой точки. 

 

Г.2 Односторонние производные и их связь с производной 

функции, бесконечные производные. 

Если функция f определена на отрезке [a,b], то предел отношения 

приращения функции к приращению аргумента при x → a справа (при 

x → b слева) называют производной функции f в точке a справа ( в 

точке b слева). Указанные производные называют односторонними. 

Бесконечная производная 

 
 
 
 
 

Теорема (необходимое и достаточное условие существования 

производной). 

 



Доказательство теоремы о существовании f ’(x0) 

 

Теорема. Если функция f(x) дифференцируема в некоторой точке а, 
то она непрерывна в этой точке. 

 

Обратное утверждение несправедливо – функция, обладающая 

свойством непрерывности в некоторой точке, не обязательно 

дифференцируема в этой точке. 

 



 

 

Г.3  Правила дифференцирования 
 

 

 

 



Г4.Производная сложной функции 
 Производная сложной функции равна произведению производной данной 
функции по промежуточному аргументу u на производную промежуточного 

аргумента по x (независимой переменной). 

Теорема. Если функция u= u(x) имеет в некоторой точке x0 производную  и 
принимает в этой точке значение u0 = u(x0), а функция y= f(u) имеет в точке 

u0 производную y 'u= f '(u0), то сложная функция y = f(u(x)) в указанной 
точке x0 тоже имеет производную, которая равна y 'x= f '(u0)·u '(x0), где 

вместо u должно быть подставлено выражение u= u(x). 

Доказательство. При фиксированном значении х0 будем иметь u0=u(x0), 
у0=f(u0). Для нового значения аргумента x0+Δx: 

Δu= u(x0 + Δx) – u(x0), Δy=f(u0+Δu) – f(u0). 

Т.к. u – дифференцируема в точке x0, то u – непрерывна в этой точке. 
Поэтому при Δx→0 Δu→0. Аналогично при Δu→0 Δy→0.  По условию       

                                                                                        
= ​                                                            

 Из этого соотношения, пользуясь определением предела, получаем (при 
Δu→0) 

, 

где α→0 при Δu→0, а, следовательно, и при Δx→0. 

Перепишем это равенство в виде: 

Δy= y 'uΔu+α·Δu. 

Полученное равенство справедливо и при Δu=0 при произвольном α, так как 
оно превращается в тождество 0=0. При Δu=0 будем полагать α=0. Разделим 
все члены полученного равенства     на Δx 

 



По условию   ​  

Поэтому переходя к пределу при , получим .  △𝑥 → 0 𝑦'ₓ = 𝑦'ᵤ · 𝑢'ₓ

Теорема доказана. 

Г5.Производная обратной и параметрически 
заданной функции 

Производная обратной: 

 

 𝑦 =  𝑓(𝑥);  𝑥 = 𝑓−1(𝑦);  𝑦 = 𝑓−1(𝑥)
 𝑦'(𝑥) =

∆𝑥 0
lim

→
∆𝑥
∆𝑦 =

∆𝑦 0
lim

→
1
∆𝑥
∆𝑦

= 1

∆𝑦 0
lim

→
∆𝑥
∆𝑦

= 1
𝑥'(𝑦)

 ; Аналогично для  𝑦'(𝑥) = 1
𝑥'(𝑦) 𝑥'(𝑦) = 1

𝑦'(𝑥)

 

Производная параметрически заданной: 

(1) 
Пусть задана функция:      (ψ - пси) 

​ ​   (2) 𝑥 = φ(𝑡) 𝑡 ∈ 𝐼 =  α,  β( )
 𝑦 =  ψ(𝑡)

 
Предположим, что первая из этих функций обратима, то есть: 



 𝑡 =  φ−1(𝑥),  𝑥 ∈ φ(𝐼)

Тогда получим функцию . Говорят, что функция задана 𝑓(𝑥) = 𝑦(𝑡(𝑥)) = ψ(φ−1(𝑥))
параметрически равенством (1). При этом t называется параметром. 
Теорема1:  
 

 

   

 

 



 

Доказательство:

 

    

 

Г6. Дифференциал и его связь с 
производной.Геометрический смысл дифференциала 

  Определение дифференциала 

Если существует линейная относительно   функция   А(x0)   такая, что ∆𝑥 ·∆𝑥
,   то выражение ∆𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥 ) − 𝑓(𝑥0) = 𝐴(𝑥0) · ∆𝑥 + о(∆𝑥 ) (4)

А(x0)   называется дифференциалом функции f в т.x0   и обозначается  df(x0) · ∆𝑥 
или dy  или dy(x0). 

Теорема 

Теорема 1. Если функция дифференцируема в некоторой точке, то в этой точке она 
имеет дифференциал. Ps (бм - бесконечно малая функция) pss (ниже 
доказательство по савчину) 

  

https://lms2.sseu.ru/courses/eresmat/gloss/g30.htm
https://lms2.sseu.ru/courses/eresmat/gloss/g33.htm


 

Теорема 2. Если функция имеет дифференциал в некоторой точке, то она 
имеет производную в этой точке. 

 

  



 

 

 Геометрическая интерпретация дифференциала 

т.о дифференциал функции равен длине отрезка NK и представляет собой приращение 
касательной при переходе независимой переменной от х₀  к  х₀+ . ∆х

 



Известно, что tgα=f '(x0) 

Из  получаем   ∆𝑀₀𝑁𝐾 𝑡𝑔α = 𝑁𝐾
𝑀₀𝐾 = 𝑁𝐾

∆𝑥 → 𝑁𝐾 = 𝑡𝑔α · ∆𝑥 = 𝑓'(𝑥₀) · ∆𝑥 = 𝑑𝑓(𝑥₀)

   

 

Г7. Инвариантность формы дифференциала 1-го 
порядка

 
 



  

Г8. Производные и дифференциалы высших 
порядков. Нарушение инвариантности формы 

дифференциалов высших порядков.  
  

 Производные выше 1-го порядка называются производными высших порядков. 

Определение 1. Пусть функция f: X → R является дифференцируемой на множестве X и 
пусть X0 ∈ X. Если при x = X0 у производной f '(x) функции f(x) существует 
производная, то она называется второй производной (или производной второго порядка) 
функции f и обозначается f ''(X0) или f(²) (X0). 

Определение 2. Функция f: X → R называется n раз дифференцируемой на множестве 
X, если во всех точках этого множества она имеет производные до порядка n 
включительно. 

 

 

Дифференциал n-го порядка функции у=f(х) определяется, как дифференциал от 
дифференциала (n-1)-го порядка этой функции. Отсюда можно найти производную n-го 

порядка функции f в т. х:  . 

Нарушение инвариантности формы дифференциалов высших 
порядков. 

Дифференциал высшего порядка (начиная со второго), в отличие от первого 
дифференциала, не обладает свойством инвариантности формы.  



Ps( Отметим, что первый дифференциал  dy  сложной функции    сохраняет свою форму, 
то есть  dy  равен произведению производной на дифференциал аргумента. Такое свойство 
называется инвариантностью формы первого дифференциала.  

Дифференциалы более высоких порядков свойством инвариантности не обладают 

Пусть заданы дважды дифференцируемые функции u=g(x), x ∈ X, y=f(u), u ∈ U, так что 
можно определить сложную функцию y=f(g(x)), x ∈ X 

Для дифференциала 2-ого порядка получаем: 

А) если u - независимая переменная величина, то 

d²y(u) *второй дифференциал* = f ’’ (u) du² 

Б) если u=g(x), то есть u-зависимая переменная: 

 

Замечание: в случае линейной функции u=g(x)=ax+b инвариантность формы второго 
дифференциала d²u сохраняется, так как ее второй дифференциал равен d²u=d²(ax+b) =0 
Г10.Точки локального экстремума. Теорема Ферма. 

 1)     Точка х0 Х называется точкой локального максимума функции ƒ:X R, если ∈ →
существует окрестность точки U(х0) точки х0 такая, что ƒ(х)≤ƒ(х0) для  U(x₀))∀ 𝑥 ∈ (𝑋 ∩

 ≡ 𝑈ₓ(𝑥₀)



2)     Точка х0 Х называется точкой локального минимума функции ƒ:X R, если ∈ →
существует окрестность точки U(х0) точки х0 такая, что ƒ(х)≥ƒ(х0) для ∀ 𝑥 ∈ (𝑋

 ∩ 𝑈(𝑥ₒ)) ≡ 𝑈ₓ(𝑥ₒ)

3)     Точка х0 Х называется точкой строгого локального максимума функции ƒ:X R, ∈ →
если существует окрестность точки U(х0) точки х0 такая, что ƒ(х)<ƒ(х0) для 

 ∀ 𝑥 ∈ 𝑈ₓ(𝑥ₒ) \ {хₒ}

4)     Точка х0 Х называется точкой строгого локального минимума функции ƒ:X R, если ∈ →
существует окрестность точки U(х0) точки х0 такая, что ƒ(х)>ƒ(х0) для х(х0) \ {х0} ∀𝑥 ∈ 𝑈

5)     Точка х0 Х называется внутренней точкой множества Х, если она принадлежит Х ∈
вместе с некоторой своей окрестностью. 

А15.Остаточный член формулы Тейлора в 
форме Коши, Лагранжа и Пеано. 

Пусть существует f(n)(x0) (производная функции f(x0) высшего порядка n). Тогда в 
некоторой окрестности  U(x0) можно написать равенство: 

которое называется формулой Тейлора функции f в точке x0, где Pn(f,x) называется 
многочленом Тейлора, а rn(f,x)- остаточным членом Тейлора (после n-го члена). 

Если существует  , то согласно определению сходимости ряда (1) сходится к 
функции f(x) в точке x. 

Теорема: 

Пусть в  . Тогда в окрестности :

 

Доказательство: 

 



 

 

 

Теорема. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 

Пусть ,  непрерывна на отрезке ,  

на интервале . Тогда справедлива формула Тейлора (1), в которой 

 

где  . 

Доказательство: будем проводить по индукции, считая . При  теорема 
утверждает, что при некотором  (тета)

 

Это утверждение верно, так как оно совпадает с формулой конечных приращений 
Лагранжа: 

Формула конечных приращений, или теорема Лагра́нжа о среднем значении, утверждает, 
что если функция f непрерывна на отрезке [a;b] и дифференцируема в интервале (a;b), то 

найдётся такая точка c на интервале (a;b), что  

Предположим, что утверждение верно при  и установим, что оно верно и 
при n. Используя теорему Коши о среднем значении и лемму, имеем (для определенности 

)  

 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BF%D1%80%D0%B5%D1%80%D1%8B%D0%B2%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D0%B8%D1%80%D1%83%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F


где , а предпоследнее равенство написано в силу предположения 
индукции.Теорема доказана. 

  

Теорема. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано. 

Пусть  и . Тогда справедлива формула (1), в которой 

 при . 

Доказательство: будем проводить по индукции: 

При n=1 утверждение теоремы верно. В самом деле, в этом случае f дифференцируема в 

точке x0. Следовательно,  

Что совпадает с условием теоремы. Предположим, что утверждение теоремы верно при 

 и покажем, что это верно и для n. 

Используя теорему Лагранжа о конечных приращениях и лемму, имеем (считая для 
определенности  ):

  где . 

По предположению индукции: при  

Следовательно,  при  ч.т.д. 

Теорема. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано (другой вариант 
доказательства). 

Теорема. Остаточный член  разложения функции по формуле Тейлора является 
бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с   при :

 

Иначе говоря,  



Доказательство. Выражение под знаком предела в последнем уравнении представляет 

собой неопределенность вида  для раскрытия которой можно использовать правило 

Лопиталя:  

Повторно применяя правило Лопиталя, получаем цепочку равенств, приводящих к 
доказываемому утверждению: 

 

Теорема. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Коши. 

 

ξ(кси) – это точка между x и x0.  

PS Мы этого не доказывали, да и доказательство слишком большое 

А16.Разложение по формуле Тейлора функций 
еxp(x), sinx, cosx, ln(1+x), (1+x) в степени µ . 
1.​ f(x)=sinx 

 

2.​ f(x)=cosx 



 

3.​ f(x)=exp(x) 

 

4.​ f(x)= (1+x) в степени µ (a) 

 

5.​ f(x)= ln(1+x) 



 

 

А17.Выпуклые и вогнутые функции. Точки 
перегиба. 

График функции y=f(x) называется выпуклым на интервале (a; b), если он расположен 
ниже любой своей касательной на этом интервале. 

График функции y=f(x) называется вогнутым на интервале (a; b), если он расположен 
выше любой своей касательной на этом интервале. 

Рассмотрим достаточный признак, позволяющий установить, будет ли график 
функции в данном интервале выпуклым или вогнутым. 



 

Таким образом, любая точка кривой лежит ниже касательной к кривой при всех 
значениях x и x0 Î (a; b), а это значит, что кривая выпукла. Вторая часть теоремы 
доказывается аналогично. 

Точка графика непрерывной функции, отделяющая его выпуклую часть от вогнутой, 
называется точкой перегиба. 

Очевидно, что в точке перегиба касательная, если она существует, пересекает кривую, 
т.к. с одной стороны от этой точки кривая лежит под касательной, а с другой стороны – 
над нею. 

Определим достаточные условия того, что данная точка кривой является точкой 
перегиба. 



  

 

А.18.Условия монотонности функции. 
(Критерий монотонности функции, имеющей производную на интервале) 
Пусть функция  непрерывна на  и имеет в каждой точке 𝑓(𝑥) ∊ 𝐶((𝑎, 𝑏))  (𝑎, 𝑏)

производную  Тогда  𝑥 ∊ (𝑎, 𝑏) 𝑓'(𝑥) 

 

(Достаточное условие строгой монотонности функции, имеющей 
производную на интервале) Пусть функция   непрерывна на 𝑓(𝑥)  ∊ 𝐶((𝑎, 𝑏))  

 и имеет в каждой точке  производную  Тогда   (𝑎, 𝑏) 𝑥 ∊ (𝑎, 𝑏) 𝑓'(𝑥) 

 

Обратное, вообще говоря, неверно. Производная строго монотонной функции 
может обращаться в ноль. Однако, множество точек, где производная не равна 
нулю, должно быть плотно на интервале  Точнее имеет место (𝑎, 𝑏)

(Критерий строгой монотонности функции, имеющей производную на 
интервале) Пусть  и всюду на интервале определена производная  𝑓(𝑥) ∊ 𝐶((𝑎, 𝑏))



Тогда f строго возрастает на интервале  тогда и только тогда, когда 𝑓'(𝑥)  (𝑎, 𝑏)
выполнены следующие два условия: 

 

А19.Экстремумы функций. Необходимые 
условия. Достаточные условия локального 

экстремума. 
Наибольшее или наименьшее значение функции на промежутке называется глобальным 
экстремумом. 

Значение функции в точке максимума называется локальным максимумом, значение 
функции в точке минимума - локальным минимумом данной функции. Локальные 
максимум и минимум функции называются локальными экстремумами. 

 

Необходимое условие экстремума 

 
Точки, в которых производная равна нулю: f′(x)=0, называются стационарными 
точками функции. 
Точки, в которых выполняется необходимое условие экстремума для непрерывной 
функции, называются критическими точками этой функции. То есть критические 
точки - это либо стационарные точки (решения уравнения f′(x)=0), либо это точки, в 
которых производная f′(x) не существует. 
Первое достаточное условие экстремума 



 

Второе достаточное условие экстремума 

 

А20.Правила Лопиталя. 
Теорема (правило Лопиталя). Пусть функции f(x) и g(x) дифференцируемы в некоторой 
окрестности точки a, за исключением, быть может, самой точки a, и пусть 

или Тогда, если существует предел 

отношения производных этих функций то существует и предел отношения 

самих функций f(x)/g(x) при x→ а, причем (1) 

Таким образом, коротко правило Лопиталя можно сформулировать следующим 
образом: предел отношения двух бесконечно малых или двух бесконечно больших 
величин равен пределу отношения их производных. 

Замечание. Отметим, что формула (1) справедлива только в том случае, если предел, 
стоящий справа, существует. Может случиться, что предел, стоящий слева существует, в 
то время как предел, стоящий в правой части равенства, не существует. 



Например, найти Этот предел существует 

Но отношение производных (1+cosx)/1=1+cos x 
при x→∞ не стремится ни к какому пределу. 

Заметим, что если отношение производных опять представляет собой неопределенность 
вида 0/0 или ∞/∞, то можно снова применить сформулированную теорему, то есть 
перейти к отношению вторых производных и так далее. 

 

 

 А21.Асимптоты. Схема построения графиков 
функций (с использованием производных). 

 Определение 1. Пусть функция f(x) определена на всех x > a (соответственно для всех x 
< a). Если существуют такие числа k и l, что 

 

то прямая  y=kx+l называется невертикальной асимптотой графика функции f(x) при 
  (x ). 𝑥 → + ∞ → − ∞

 Коэффициенты k и l находятся следующим образом: 

 

Определение 2. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности или проколотой 
окрестности точки x0 (быть может, односторонней) и пусть выполнено хотя бы одно из 
условий 

 



Тогда прямая x = x0 называется вертикальной асимптотой графика функции f.  

Схема построения графика функции . 𝑦 = 𝑓(𝑥)

1.​ Область допустимых значений. 

 

2.​ Периодичность. 

 

3.​ Чётность/нечётность функции. 



 

4.​ Нули функции, интервалы знакопостоянства.

 

 

5.​ Точки разрыва функции. 



 

6.   Асимптоты. 

 

7.​ Экстремумы 



 

8.Выпуклость, точки перегиба. 

 

 

  



          Теорема: две дифференцируемые на промежутке Х функции F и Ф 
являются первообразными одной и той же функции в том и только том 

случае, когда они отличаются на постоянную: F(x)=Ф(x)+C, x ∊ X, C=const 

·        Совокупность всех первообразных функции f на промежутке X 
называется неопределенным интегралом от функции f и обозначается 
∫f(x)dx 

Если F – какая-либо первообразная функции f на X, то записывают 
∫f(x)dx=F(x)+C 

f(x) называется подынтегральной функцией, а f(x)dx – подынтегральным 
выражением. 

 

 

Тогда площадь криволинейной трапеции 
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