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Chapitre XII : Somme des variables aléatoires 

 
Objectifs : 

●​ Représenter une variable comme somme de variables aléatoires plus simples 
●​ Calculer l'espérance d'une va, notamment en utilisant la propriété de linéarité 
●​ Calculer la variance d'une va, notamment en l'exprimant comme somme de variables aléatoires 

indépendantes 
●​ Modéliser une situation probabiliste 

 

Histoire des maths :  

 

 
I.​ Somme de variables aléatoires 

 

Rappel : définition VA 

Une variable aléatoire réelle X définie sur l'univers  est une fonction définie sur  à valeurs dans ℝ. Ω Ω
 𝑋: Ω → ℝ,  ω → 𝑋(ω)

 
Exemple : On lance une pièce de monnaie, si on obtient pile, on gagne 5€ sinon on perd 2€. 
On peut définir une VA sur  par  et  Ω = {𝑝𝑖𝑙𝑒, 𝑓𝑎𝑐𝑒} 𝑋(𝑝𝑖𝑙𝑒) = 5 𝑋(𝑓𝑎𝑐𝑒) =  − 2
 

Définition : Produit d'une VA par un réel 

Soit X une VA définie sur  et  un nombre réel. Ω 𝑎
On peut définir une variable aléatoire  telle que pour tout , . 𝑎𝑋 ω ∈ Ω (𝑎𝑋)(ω) = 𝑎 × 𝑋(ω)

 
Exemple : On lance un dé équilibré à six faces et le nombre de points obtenus est le résultat du dé multiplié par 5. 
On note X la VA correspondant au résultat du dé et Y celle aux points obtenus alors  𝑌 = 5𝑋

 donc  𝑋: Ω → ℕ ;  "𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑟 1" → 1 ;  "𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑟 2 → 2,  ... 𝑌: "𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑟 1" → 5 × 1 = 5,  "𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑟 2" → 2 × 5 = 10
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Définition : Somme de VA 

Soient X et Y deux VA définies sur   Ω
On peut définir une variable aléatoire Z telle que pour tout , . On note  ω ∈ Ω 𝑍(ω) = 𝑋(ω) + 𝑌(ω) 𝑍 = 𝑋 + 𝑌

 
Exemple 1 : On lance 5 dés équilibrés et on compte la somme des nombres obtenus. 
Soit X la VA correspondant à cette somme, alors on peut écrire  𝑋 = 𝑋

1
+... + 𝑋

5

où  correspond au résultat du dé numéro k pour . Attention :  𝑋
𝑘

𝑘 ∈ [1 ;  5] 𝑋 ≠ 5𝑋
1

 
Exemple 2 : Deux jeux dont les gains sont donnés : 

-​ 1er jeu : la variable aléatoire X prend les valeurs 1€ et 2€. 
-​ 2e jeu : la variable aléatoire Y prend les valeurs -2€, 3€ et 4€. 

 signifie qu'on a gagné 1€ au premier jeu et perdu 2€ au 2e jeu. (𝑋 = 1) ∩ (𝑌 =− 2)
 
La VA somme  donne le gain total et prend les valeurs : -1, 0, 4, 5 et 6. 𝑋 + 𝑌
Ainsi  avec  𝑋 + 𝑌 = 0 (𝑋 = 2) ∩ (𝑌 =− 2)
 

Définition : Loi de probabilité d'un somme de VA 

Soient  et  deux variables aléatoires. La loi de probabilité de la VA somme  est donnée par :  𝑋 𝑌 𝑋 + 𝑌

 𝑃(𝑋 + 𝑌 = 𝑘) =
𝑖+𝑗=𝑘

∑ 𝑃((𝑋 = 𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑗))

Si de plus, les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors :  

 𝑃(𝑋 + 𝑌 = 𝑘) =
𝑖+𝑗=𝑘

∑ 𝑃(𝑋 = 𝑖) × 𝑃(𝑌 = 𝑗)

 

Remarque : Explication de  
𝑖+𝑗=𝑘

∑

Par exemple si , 𝑘 = 2

 
𝑖+𝑗=2

∑ 𝑃((𝑋 = 𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑗)) = 𝑃((𝑋 = 0) ∩ (𝑌 = 2)) + 𝑃((𝑋 = 1) ∩ (𝑌 = 1)) + 𝑃((𝑋 = 2) ∩ 𝑃(𝑌 = 0))

 
Exemple : On considère le jeu qui se déroule en deux parties : 

-​ 1ère partie : Lancer d'une pièce. Si on tombe sur "pile", on gagne 1€, et "face" on gagne 2€. 
-​ 2e partie : Lancer d'un dé à 6 faces. Si on tombe sur un "chiffre pair", on gagne 1€, si on tombe sur "3" ou 

"5" on gagne 2€, si on tombe sur "1" on perd 5€. 
On désigne par X les gains de la 1ère partie et Y les gains de la 2e. 
On considère que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. 
 
On présente toutes les sommes possibles dans le tableau :  
 

2 

Y\X 1 2 ainsi  𝑃(𝑋 + 𝑌 = 3) = 𝑃((𝑋 = 1) ∩ (𝑌 = 2)) + 𝑃((𝑋 = 2) ∩ (𝑌 = 1))
 

 = 𝑃(𝑋 = 1) × 𝑃(𝑌 = 2) + 𝑃(𝑋 = 2) × 𝑃(𝑌 = 1)
 

 = 1
2 × 1

3 + 1
2 × 1

2 = 5
12

 

-5 -4 -3 

1 2 3 

2 3 4 
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II.​ Espérance et variance d'une somme de VA 
 

Théorème : Linéarité de l'espérance 

Soient X et Y  deux VA définies sur le même univers  et un nombre réel : Ω 𝑎 
●​  𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) +  𝐸(𝑌)
●​  𝐸(𝑎𝑋) = 𝑎𝐸(𝑋)
●​  linéarité de l'espérance 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑌) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌)

 
Exemple : On joue à un jeu en deux étapes 

-​ phase 1 : on lance un dé équilibré à 6 faces, si le résultat est 1 ou 6, on gagne 9 pts, sinon on perd 6 pts 
-​ phase 2 : On lance une pièce équilibré, si on obtient face, on gagne 6 pts sinon on perd 2 pts. 

Soit X la VA correspondant au nombre total de points.  Calculer E(X). 
 

●​ Soit  la VA correspondant au gain de la phase 1 et  celle au gain de la phase 2 𝑋
1

𝑋
2

●​ Loi de probabilité de :  et  𝑋
1

𝑃(𝑋
1

=  − 6) = 2
3 𝑃(𝑋

1
 =  9) = 1

3

●​ Loi de probabilité de  :  et  𝑋
2

𝑃(𝑋
2

=  − 2) = 1
2 𝑃(𝑋

2
=  6) = 1

2

Calcul des espérances :  et  𝐸(𝑋
1
) =  − 6× 2

3 + 9× 1
3 =  − 1 𝐸(𝑋

2
) =  − 2× 1

2 + 6× 1
2 = 2

donc  𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑋
1

+ 𝑋
2
) = 𝐸(𝑋

1
) + 𝐸(𝑋

2
) =  − 1 + 2 = 1

 

Théorème : Variance 

Soit X une VA définie sur l'univers  de variance V(X) et un nombre réel : Ω 𝑎 

Par définition :  alors  𝑉(𝑋) =
𝑖=1

𝑠

∑ (𝑥
𝑖

− 𝐸(𝑋))² 𝑃(𝑋 = 𝑥
𝑖
) 𝑉(𝑎𝑋) = 𝑎² 𝑉(𝑋)

 
Exemple : Soit X une VA de variance , alors  𝑉(𝑋) = 5 𝑉(2𝑋) = 2² 𝑉(𝑋) = 4 × 5 =  20
 

Définition : VA indépendantes 

Soient X et Y des VA à valeurs respectives dans , on dit que X et Y  sont indépendantes lorsque pour tous 𝐸
1
 𝑒𝑡 𝐸

2
 :  𝑥

1
 ∈ 𝐸

1
, 𝑥

2 
 ∈ 𝐸

2
𝑃(𝑋 = 𝑥

1
 ∩  𝑌 = 𝑥

2
) = 𝑃(𝑋 = 𝑥

1
) × 𝑃(𝑌 = 𝑥

2
) 

 

Propriété : Variance et VA indépendantes 

Soient X et Y deux VA indépendantes définies sur  alors Ω
 𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌)

 
Exercice : On reprend le même que précédemment 

 et  𝑉(𝑋
1
) = 2

3 − 6 − (− 1( ))² + 1
3 9 − (− 1)( )² = 50 𝑉(𝑋

2
) = 1

2 − 2 − 2( )² + 1
2 6 − 2( )² = 16

 
Les VA  et  sont indépendantes donc  𝑋

1
𝑋

2
𝑉(𝑋) = 𝑉(𝑋

1
) + 𝑉(𝑋

2
) = 50 + 16 = 66
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III.​ Applications à la loi binomiale 

 

Propriété : Somme de VA suivant même loi de Bernoulli 

Si  sont des VA indépendantes suivant toutes une même loi de Bernoulli de paramètres , alors 𝑋
1
,  𝑋

2
,  ...,  𝑋

𝑛
𝑝

 suit une loi binomiale de paramètres  et . 𝑋
1

+ 𝑋
2

+...  + 𝑋
𝑛

𝑛 𝑝

 

Démonstration :  
Pour tout , si l'on considère l'événement "obtenir 1" de probabilité  comme succès alors  𝑋

𝑖
𝑝 𝑋

1
+ 𝑋

2
+... + 𝑋

𝑛
donne le nombre de succès lorsqu'on réalise  fois de manière indépendante une même expérience de Bernoulli. 𝑛
Donc  suit une loi binomiale de paramètres  et . 𝑋

1
+ 𝑋

2
+... + 𝑋

𝑛
𝑛 𝑝

 

Propriété : Décomposition d'une VA suivant une loi binomiale 

Pour  suivant une loi , on a  où les VA  sont des VA indépendantes 𝑋 𝐵(𝑛 ;  𝑝) 𝑋 = 𝑋
1

+ 𝑋
2

+...  + 𝑋
𝑛

𝑋
1
,  𝑋

2
,  ...,  𝑋

𝑛
suivant une loi de Bernoulli de paramètre . 𝑝

 

Propriété 

Si X suit une loi binomiale de paramètres  et  alors : 𝑛 𝑝
●​  𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝
●​  𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)
●​  σ(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)

 

Démonstration : 
Soit X une VA suivant une loi binomiale de paramètres  et . Alors il existe  VA de Bernoulli de paramètre  𝑛 𝑝 𝑛 𝑝
telles que  𝑋 = 𝑋

1
+...  + 𝑋

𝑛
Pour tout ,  et  𝑖 ∈ [1 ;  𝑛] 𝐸(𝑋

𝑖
) = 𝑝 𝑉(𝑋

𝑖
) = 𝑝(1 − 𝑝)

Or  𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑋
1
) +...  + 𝐸(𝑋

𝑛
) = 𝑛𝑝

Les variables aléatoires  sont indépendantes, par définition du schéma de Bernoulli donc 𝑋
1
,  ...,  𝑋

𝑛
 𝑉(𝑋) = 𝑉(𝑋

1
) +... + 𝑉(𝑋

𝑛
) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)

de plus  σ(𝑋) = 𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)

 
Exemple : Si X suit une loi binomiale de paramètres  et  𝑛 = 20 𝑝 = 0, 2

 𝐸(𝑋) = 20 × 0, 2 = 4
 𝑉(𝑋) = 20 × 0, 2 × (1 − 0, 2) = 3, 2

 σ(𝑋) = 3, 2 ≈ 1, 79
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