Gaston Barau

I. Donner et démontrer la formule de la somme des carrés des premiers
entiers par récurrence.

IL. Calculer

1L, Soit neEN .
1. Montrer que

vke[L;n + 1], —(nk — 1) =

2. Démontrer que

1
n+1

n+ 1k)

n (_1)k+1 _ n 1
]ElT("k)— e

Thomas Bernardo

I Résoudre dans R’ le systeme d’équations suivant en explicitant la méthode
{9x =5y —6z=4x+ 5y + 4z = 35x — 10y + 2z =—

II. Démontrer que, pour tout entier n € N et pour toute famille de n réels
strictement positifs XXy X,

o L
(151 xk) (k2=:1 "

n

Vonp QEN, B (pI@gn = k)= +qn)

2
=>n

III. Montrer que

En déduire
n

vneN, ¥ k)’ = (2nn)
k=0
Noam Bieluk

I. Enoncé et démonstration de la formule du binéme de Newton.
II. Soit n€N, calculer

n n
u =73 Smj)Gi)
i=0j=i
III. Soientn € N et une famille de n réels XXy X telle que

Démontrer que
Vke[1; n]],xk =1
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I. Donner et démontrer la formule de la somme des carrés des premiers
entiers par récurrence.
IL. Calculer

S= Y i
1<isj<n
25=2 Y ij= Y ij+ ¥ i25=|7Y i Zj+M—L""+162"+125=(
1<i<j<n 1<ij<n 1<i<n 1<i<n 1<j<n

. . 2 .
Factorisons l'expression 3n" + 7n + 2 en remarquant que — 2 est une racine

évidente. On déduit que la deuxieme racine A vérifie I'équation

— 60 = 290 =— —

Remarque
On rappelle que si )‘1 et ?\2 sont les racines complexes de 'expression

2
ax + bx + ¢
ou a, b, ¢ sont des réels, alors

ax’ + bx + ¢ = a(x — ll)(x - 7\2)
Ainsi, par identification des coefficients du polynome,
al A =c
172
Donc
25 =t nn + Dx3(n + 2)(n + L)
12 3
Et donc
-
S==-nn+ n+ 2)Bn + 1)

I1L. Soit neN .
1. Montrer que
Vke[;n + 1], -(nk — 1)=—=(n + 1k)
Soient nEN et ke[, n + 1],
1 _ 1 (n+1)! _ n! _ 1
—T(n+1k)= X = =X

n+1 k!(n+1—k)! kl(n+1—k)!
2. Démontrer que

_om
TDi—G-D)yr = k(nk

n
1

n k+1
-1
L S—mk)= T4
k=1 k=1
Montrons par récurrence la proposition P(n)

Initialisation

P(1) est trivialement vraie

Hérédité

Supposons que P(n) soit vraie et montrons P(n + 1)

n k+1 n
-1 1

y (k)= 3 —

k=1 k=1

D’apres la formule de Pascal,
n+1 kil n+1 n+1 n+1 ki1

1 et ke 1
Y+ 1k)= 3 E—mk)+ nk - D))= ¥ S—mk)+ ¥
k=1 k=1 k=1 k=1
Or,(nn + 1) = 0donc, d’apres la question précédente,
n+1 P n k+1 n+1 n

(-1 _ (-1 1 k+1 _ 1 1
Y+ 1k)=Y-—F"Mk)+ 72X (1) M+1k)= ¥+ -7
k=1 k=1 k=1 k=1

D’apres la formule du bindme de Newton,
n+1

Y (- D'm+1k)=(=1+1)""=0
k=0
Donc
n+1 N n ) . n+1 )
,EILL;( m+1k)= k§17 M
Donc P(n + 1) estvraie
Conclusion

La proposition est vraie au rang 1 et héréditaire a partir de ce rang donc elle
est vraie pour tout neN

x )
vnen, ¥ E—mk) =

k=1

£
k
1
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Thomas Bernardo

I Résoudre dans R’ le systéme d’équations suivant en explicitant la méthode
{9x — 5y —6z=4x+ 5y + 4z = 35x — 10y + 2z =—
S${9x — 5y — 6z = 4(L1)x + 5y + 4z =3 (Lz) 5x — 10y + 2z =— 3 (L3)

On choisit (LZ) comme pivot.
(S)=f{x + 5y + 4z = 3 (L) 50y + 42z = 23 (9L, — L) 35y + 18z = 18 (5L, —
(S)o{x + 5y + 4z = 3(L,) 95y = 57 (7L, — 3L,) 114z =— 19 (7L, — 10L,)

3 2
2
3

S)e{x =3 -5y —4z = y:%z:—%
5= ({31

II. Démontrer que, pour tout entier n € N et pour toute famille de n réels
strictement positifs XXy X,

Soient n€N et(x,x,...,x ER ,
1 2 n +



X, X, X, . .
X, X, X, X X,
1<i=j<n J 1<i<jsn\ J ! 1<i<jsn

" =
La deuxiéme somme comporte (n2 ) = %L termes et

2 2 2 2 2
Yy XAy _ X4y —2xy _ (x=y)
Vx,yER+,y+x— o 24+ 2= P +2—2+—xy >2

(kzl k

Donc
n

) %)2" +2x 2 =’

k=1 "k

X

™M =

III. Montrer que

n
Voup @ EN, B (IR = k)= @ +qn)
Soit (n,p, q) € N
Considérons d’abord lecasn > p + ¢q
(p+qn)=0
Or, par hypothése
k<p=n — k>n —p > q
Et
n — k<q=k>n —q >p
Donc la somme de gauche est nécessairement nulle.
Supposons maintenant que n<p + q
Soit x€ER,

o+ D'+ D= + )

p ; q . ptq m
@(Z(pi)x)Q§0<qj)ﬁ)= (@ +qmx

i=0 j=0
ptq 7 - p+q m

Y Yk)gr—k)x = X (@ +gm)x
r=0k=0 j=0

En identifiant le coefficient du mondéme de degré n dans les membres de

droite et de gauche (cad pour r = m = n), on obtient

kgo(pk)(qn —k)=@®+qn)

En déduire

vnen, % (k) = @2nn)
k=0

Posons n = p = q dans la formule précédente, d’apres la formule de

symeétrie,

;}(nk)(nn — k)= (2nn)<=§ (nk) = (@2nn)
k=0 k=0

Noam Bieluk

I. Enoncé et démonstration de la formule du bindme de Newton.
Soient a, bER et nEN tels que sin = 0 alors a#0, b+0,a + b+0
Montrons par récurrence la proposition P(n)

n
(@+b)"'= 3 @mk)ap ™
k=0
Initialisation
(@a+b)’ =1
0
Y 0k)db ™ =00)a"p’ =1
k=0
P(0) est donc vraie.
Hérédité
Supposons que P(n) soit vraie et montrons P(n + 1)
n
(nk)a'p™"
=0

(a+ b)' =
k
D’apreés la formule de Pascal,

n n
@+b)™ M =@+ b)x@+b)"=(@+b) Y mk)dDb =3 (k)
k=0 k=0
Posonsj = k + 1<k = j — 1 dans la premiére somme.
n+1 . . n
@+ b =ymj-1)dp" Y+ ¥ mk)d P
j=1 k=0

Enremarquantque (n — 1)= (nn + 1) = Oetenposantk = jdansla

premiéere somme,

n+1 n+1
(a + b)n+1 _ Z (nk _ 1)akbn+1—k + Z (nk)akbn+1—k

k=0 k=0
En sommant terme a terme, on obtient alors, d’apres la formule de Pascal,
n+1 n+1

(a+b)n+1=2[(nk—1)+(nk)] =Ym+ 1lk)ab
k=0 k=0
Donc P(n + 1) estvraie

k+1, n—k
b

k, n+1-k k, n+l1-k
ab

+ .
k



Conclusion
La proposition est vraie au rang 0 et héréditaire a partir de ce rang donc elle
est vraie pour tout neN

n
VReN, (a + b)'= ¥ (nk)a'b" ™"
k=0
II. Soit n€N, calculer
n n
u =3 xmjgi)
i=0j=i
Soientn, i, jJEN tels que i<j<n,
AN ! ! ! (n—i)! . L
mj)Gi)= j!(:—j)! X i!(j]—i)! = i!(:—i)! X (n—;l)!(lj—i)! =Mmi)(n —ij—1i)
Donc

n n n n n n
u=yxXmj)i)=YXmi)n—-ij-i)=ymi)y(n—1ij—1i)
i=0j=i i=0j=i i=0 j=i
Posonsk = j — i<j = k + idansla somme de droite. On déduit que,
d’apres la formule du binome de Newton,
n n—i n
u =ymi)ym-ik)=
A k=0

L

mi)y2" " =3"
0

=

III. Soientn € N et une famille de n réels XX X telle que

Démontrer que
Vke[1; n]],xk =1

Soientn € N et une famille de n réels XXy X telle que

Remarquons que
n

n n n n n
2 2 2
Ylx, —1)=Yx —2x +1=Yx -2y x +Y1l=n-2n+n})
k:1(k ) k=1 * k k=1 K k=1 © k=1 k=1(

Les termes positifs d'une somme nulle sont nécessairement nuls donc
2
vke[1;n], (xk - 1) =0ox, =1



