Insa.Algébre linéaire TD5 Espaces vectoriels

TD 5 - vect, sev supplémentaires

| Travail en autonomie : |

Exercice 1: Dans R? soientu; = (1,1,3),uy = (1,—1,-1),v; = (1,0,1) et vy, = (2, —1,0).
Montrer que Vect(uy, us) = Vect(vy, v2).

Montrons que v et vzs'expriment comme combinaisons linéaires de u et de u,:

_ 1 A Lt 1y a1 1 1y = (1-0-
vo=gu +5u 715 1;3) +5(1; —1; —1) = (1;0;1)

1 1

_ 1 3., Lt 1.y 4311 — 1) = (2 —1-
v,=5u +5u 71;1;3) +5(1;-1; —1) =(@2; —1;0)

Ainsi toute combinaison linéaire de v, etv, sera aussi une combinaison linéaire de u et uzdonc
Vect(v,; v.) c Vect(u ; u.)
1 2 1 2
On inverse le systeme v. = —u_ + —u_etv. = —u_ + —u_, ce qui donne :
Y 1 2 272 2 27 2 7 q '
u =3v, —v_etu.= —v 1%
1 1 2 2 1 + 2
Ainsi toute combinaison linéaire de u etu, sera aussi une combinaison linéaire de v, et vzdonc :
Vect(v,; v.) c Vect(u,; u.)
1 2 1 2
et par conséquent :

Vect(vl; vz) = Vect(ul; uz)

Exercice 2: Soient dans R* les vecteurs u; = (1,2,3,4) et uy = (1, 2,3, —4).
Peut-on déterminer des réels x et y tels que (z,1,y,1) € Vect(uy, uz) ?
Ettels que (z,1,1,y) € Vect(u, uz) ?

e S'il existe (x,y) € R*tels que (x,1,y,1) € Vect(u, ,u,) alors il existe (A, p) € R? tels que :
(x,1,y,1) = A(1,2,3,4) + p(l,— 2,3,— 4)
on obtient le systeme :
Atp==
2A—2p=1

3AN+3u=y
AN —4p =1

En prenant les équations E2 et E4, on obtient que A — p = % etA — pu = %, ce qui est impossible.

donc x, y n'existent pas.

o S'il existe (x,y) € R’ tels que (x,1,1,y) € Vect(u, ,u,) alors il existe (A, p) € R? tels que :
(x,1,1,y) = A(1,2,3,4) + u(1,— 2,3,— 4)

On obtient le systeme :



A+p==x
20 —2pu
3N+ 3u
AIA—4dp=y

Avec les équations E2 et E4, on obtient que A — p = % etA — u = -41

Avec les équations E1 et E3, on obtient que A + p = xetA + p = %
donc six = % ety = 2 le systeme se réduit a 2 équations et deux inconnues et on peut déterminer A et p

Danscecas:(x,1,1,y) € Vectf(u1 , uz).

‘A faire pour préparer le TD : ‘

Exercice 3: Trouver des sous-espaces vectoriels distincts F et G de R tels que
. F+G=R¥et FNG # {0};
2. F+G#Ret FNG ={0};
3. F+G=Ret FNG = {0};

4. F+G#Ret FNG # {0}

1. F+G=R3et FNG # {0} ;

Soit F : Le plan d’équation y = 0, il est engendré par i et k :

F={(xy2) €R/y=0}={(x02) €R} = Vect{(1,0,0); (0,0, 1)}
Soit G : Le plan d’équation x = 0, il est engendré par j et k :

G ={(xy2) €R’/x =0} = {(0,y,2) €R’} = Vect{(0,1,0); (0,0, 1)}
car soitu = (0,y,2) = y(0,1,0) + z(0,0,1)

e R°=F + ¢
Soit (x,y,2) € ]R3,
(7,2) =[x(1,0,0) + 20,0, D]+ [y©,1,0) + £(0,0,1)|=u +1,

avec :
u = x(1,0,0) +=-(0,0,1) €F
u, = y(0,0,0) +—(0,0,1)€EG
donc R’ est inclus dans F+G

Or il est évident que tout €lément de F+G est un élément de ]RS, donc ]R3 =F + G
o FnG =+ {0}
Soitu = (x,¥,z) € F N G,doncu € Fetu = (x,0,z) etdoncu € Getu = (0,y,2)
On en déduit que u = (0,0, z) donc
FnG="Vect{(0,0,1)} = {(x,y,2z) /x = 0; y = 0} (droite vectorielle)
F et G ne sont donc pas en somme directe sur R’.

Ou bien il suffit de prendre u = (0,0, 1), il appartient a F et a G donc il appartienta F N Get F N G # {0}.



2. F+G#R3et FNG = {0};
F : La droite d’équations x = 0; y = 0.
F={(xy2)/x=0ety =0} ={00,0,2), z € R} = Vect{(0,0,1)}
G : La droite d’équations x = 0; z = 0.
G={(xy2)/x=0etz=0}=1{0,y2),y € R} =Vect{(0,1,0)}
Soitu € F + G alorsu = (0,y, z), son abscisse est nulle.

e F+G#R
Prenons (1,1,1) € ]Rg, il ne peut s'écrire comme somme d'un élément de F et d'un élément de G, car son
abscisse n'est pas nulle.

e FnG={0}
Soitu€F N G,alorsu€F;u(0,0,z) etu€G;u(0,y,0)onendéduitquex =y =z =0doncu =0
ainsi F N G = {0}

3. F+G=R3et FNG = {0} ;
F : La droite d’équations x = 0; y = 0.
G : Le plan d’équation z = 0.
F = Vect{(0,0,1)} et G = Vect{(1,0,0); (0,1, 0)}
3

e R =F + G
Il est évident que tout élément de F+G est un élément de R’ doncF + G ¢ R’
On montre que R'cF+6
Soit (x,,2) €R’, (%,¥,2) = z(0,0,1) + x(1,0,0) + ¥(0,1,0) =u, +u,
avecu, = 2(0,0,1) EF etu, = x(1,0,0) + y(0,1,0) € Gdonc R’ € F + G
etcommeF + G < Roalors F+ G = R

e FnG={0}
Soitu€F N Galorsu€F; u(0,0,z) etu€G; ulx,y,0)doncx =y =z=0etF n G = {0}
R’ =F @ G, ces deux ss-ev sont supplémentaires dans R’

4. F+G#R*et FNG # {0}.

F : La droite d’équations x = 0; y = 0.

G : Le plan d’équation x = 0.

F = Vect{(0,0,1)} et G = Vect{(0, 1,0); (0,0, 1)}

Soitu € F + G alors u = (0,y, z), son abscisse est nulle.
e F+G#R

. 3 .« . e . 1 e Dle 1 e D4 1 .
Soit (1,1,1) € R™ mais il ne peut s'écrire comme somme d'un élément de F et d'un élément de G car I'abscisse

n'est pas nulle donc F + G # R’

e FnG = {0}
Soitu € FN Gdoncu € Fetu = (0,0,z) etu € Gdoncu = (0,y,z), on en déduit que u = (0,0, z)
ainsi F N G = Vect{(0,0,1)} # {0}



Exercice4: Soient F = {(z,y,z) € R* |2 +y+2=0} et G = Vect{(1,1,1)} C R%.

1. Montrer que F est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs w,v tels que F =
Vect(u, v).

2. Calculer F' N G et montrer que F + G = R3. Que conclure ?

1. Montrer que F' est un espace vectoriel. Trouver deux vecteurs u,v tels que F' =
Vect(u, v).

Démontrons que Fest un sev de R’.
e Levecteur (0,0,0)eEFcar0+0+0=0
e Soient (xl,yl,zl) et (xz,yz,zz) € F? alors (x1 + xz) + (y1 + yz) + (Z1 + Zz) = 0 car x +y tz = 0 et
x,+y,+z,=0 donc la somme est aussi dans F
o SoitA€ER,etu(x,y,z)€Falors(Ax) + Ay) + Az) = A(x + y + z) = 0doncA.u€EF
Trouvons deux vecteurs qui engendrent F

il suffit de poserx = 1etz = 0 alorsy =— 1 etil suffitde poserx = lety = Oalorsz =— 1

F = Vect{ (1,— 1,0); (1,0,— 1)}
oubien F = {(x,y,2) € ]Rg/x +y+ z=0}ainsix =—y —zdoncF = {(—y — z; y; 2)}
Or(—y—2z;y;2)=—y(1; —1;0) —z(1;0; — 1)doncF = Vect{ (1,— 1,0); (1,0,— 1)}
2. Calculer F N G et montrer que F' + G = R*. Que conclure ?

e FnG={0}

Soitu € FN Galorsu € Fdoncu = (x + y;— x,— y)etu € Gdoncu = (2,2, 2)

On en déduit le systeme a résoudre : X+y=z —z-z=2 2=0 FnG={0}
3 X =z S 1x=—=z S jx=-—=2=0
e F+G=R —y=z y=-z y=-z=0

Il est évident que tout élément de F + G est dans R’donc F + G c R’
Comme F = Vect{ (1,— 1,0); (1,0, — 1)}, les éléments de F s'écriventv = (a + b,— a,— b)

Soit u E]Rs,u = (x,¥,2),on cherchev = (a + b,— a,— b) € Fetw = (¢c,c,c) € Gtelqueu =v + w

Version systeme Version matricielle
x=a+b+c x=a+b+c XxX=a+b+c ¥ 2 Y—a+b+c ¥ 1 2 3)a
y:7(2+c (=1 x7y=2a+b L]*Lz =] ZX*2y=4:£l+2h 2L2 Posons X = v etY =| p|alors y=-a+c devient y[=]-1 01 blouX =AY
z=-b+c x—z=a+2b L1 -1, 2x-22=2a+4b 2L, z c z=<bte z) Lo -1 1)te
a
On veut isoler [ b |, ainsi on cherche A" telle que Alx =Y
¥=atbe “=E_%V+f 1/3E 2/3 1/3 1/3 -2/3 1/3
_ . 3 373 -2/3 1/3 a 3 - x
x=a+b+c ﬂ:f,%wi x oy 2 orAl=]1/3 1/3 Z/B]ainsi[b][l/S 1/3 2/3][};]|
S 1x-2y+z=3a = 3 37 3 &3p="4+Z2-Zz 1/3 1/3 1/3 c 1/3 1/3 173 )=
—x—y+2z=-3b po ¥ Y 2 ; ; 3
= +3-3% SN S
33 3 c=Stats on obtient :
ainsi il existe un unique triplet (a, b, c) tel que y 2
= — ——y+ —
3 “=373773
u=(a+b—a->b)+ (c,c,c)doncR " c F + G x 2
b==+L_Z:
3 3 3
X z
c=X ¥, 2
3 3 3

On en déduit que R'=F + GetFnG= {03}, ainsi F et G sont supplémentaires. R°®F + 6



Exercice 5: Soient A= (}),B=(89),C=(34),D=(}7) des matrices de M,(R).

1. Quel est I’espace vectoriel F' engendré par A et B ? Idem avec GG engendré par C et D.

2. Calculer F N G. Montrer que F' + G = M,(R). Conclure.

1. Quel est I’espace vectoriel F' engendré par A et B ? Idem avec GG engendré par C et D.

F={(;q) ader
6={(o)cbery

2. Calculer F N G. Montrer que F' + G = M;(R). Conclure.

Soit MEF N G,alorsMEF;M=(83)etMEG;M=(2§)donca=b=c=d=O,M=(gg

N—

ainsi F N G = {0}

Soit M € M,(R), M = ({ ;) donc M = ad + dB + bC + cD = M, + M, avec M €F et M,E€G
doncF + G = M (R)

Fet Gsont en somme directe sur MZ(]R). A savoir MZ(]R) =F®G

Exercice 6 : On considére dans R? les cinq vecteurs suivants : v; = (1,0,0,1),v5 =
(0,0,1,0),v3 = (0,1,0,0),v4 = (0,0,0,1) et s = (0,1,0,1). Dire si les sous-espaces suiv-
ants sont supplémentaires dans R*.

1. Vect(vy,v2) et Vect(vs).
2. Vect(vy, va) et Veel(vy, vs).

3. Vect(vy,vs,v4) et Vect(vy, vs).

4. Vect(vy,vy) et Vect(vs, vs).

1. Vect(vy,v2) et Vect(vs).
v, =(1,0,0,1);v,=(0010);v,=(0,10,0);v, = (0,0,01);v. = (0,1,0,1)
Soitv € Vect(vl, 172) + Vect(vg) alors vs'écrit: v = av, + bv2 +cv, = (a, ¢, b, a)
. 4 4
Soitu(x,, x,, x,, x ) ER six #x, alorsu & Vect (v, v,) + Vect(v), donc R # Vect(v,, v,) + Vect(v,)

. ) . 4
donc ils ne sont pas supplémentaires dans R .

2. Vect(v,,vs) et Vect(vy, vs).
v, =(1,0,0,1);v,=(0,0,1,0);v,= (0,1,0,0);v, = (0,0,01);v_ = (0,1,0,1)
e Soitve Vect(vl, vz) + Vect(v4, vs), v=av, + bv2 + dv4 +ev, = (a,e,b,a+d+ e)
u(x, y,z,t) € Vect(v, v,) + Vect(v,, vyssix =a,y =e,z=b t=a+d+e

ssia=x, b=z, e=y,d=t—x—Yy



donc Vu € ]R{4, v(x,y,2t) € Vect(v,, v,) + Vect(v,, v.) donc R* ¢ Vect(v, v)) + Vect(v,, v,)
4
et Vect(vl, vz) + Vect(v4, vs) cR
4
donc Vect(v, v)) + Vect(v, v.) =R
e VE Vect(vl, vz) N Vect(v4, vs) ssiv = av, + bv2 = dv4 + ev, ssi(a, 0, b,a) = (0, e, 0, d + e) ssi
a=0,e=0,b=0,e+d=0ssia=0,e=0,b=0,d=0

donc Vect(v, v,) N Vect(v,, v)) = {0} donc ils sont supplémentaires.

3. Vect(vy,vs,v4) et Vect(va, vs).
v, = (1,0,0,1);172 = (0,0,1,0);173 = (0,1,0,0);174: (0,0,0,1);175 =(0,1,0,1)
Vect(vl, v, 174) ={(a,c0,d), a, c, d € R}
Vect(vz, v5) = {(0,e,b,e), b, e € R}
® VE Vect(vl, v, v4) n Vect(vz, vS) ssi
v = av1+ cv3+ dv4= bv2+ evsssi(a, ¢, 0,d) =(0,e b,e)ssia=0,c=e¢,b=0,d=c¢e
donc par exemple v = (0,1,0,1) € Vect(vl, v, v4) N Vect(vz, vs)

donc Vect(v, v,, v,) N Vect(v, v)) # {0} donc ils ne sont pas supplémentaires.

4. Vect(vy,vq) et Vect(vs, vs).
v, = (1,0,0,1);172 = (0,0,1,0);173 = (0,1,0,0);v4= (0,0,0,1);175 =(0,1,0,1)
Vect(vl, 174) = {(a,0,0,d), a, d € R}
Vect(v3, v5) = {(0,e + ¢,0,e), c, e € R}
v E Vect(vl, v4) N Vect(v3, vs) ssi(a,0,0,d) = (0,e + ¢ 0,e)ssia=0,c= —e d=c¢
doncv = (0,0,0,1) € Vect(vl, v4) n Vect(vS, 175) et Vect(vl, 174) N Vect(v3, vs) * {0}

donc ils ne sont pas supplémentaires.

Exercice 7: Soit E ’espace vectoriel des fonctions de R dans R, F le sous-espace vectoriel
des fonctions périodiques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que
li =0.

o f
1. Démontrer que F' NG = {0}.

2. Est-ce que F' et (7 sont supplémentaires ?

1. Soit fEF n G,alors
a. fE€F,festl-périodique, VXER, f(x + 1) = f(x)
b. f€G, lim f(x) =0
x—+00
Prenons f € E, telleque f # 0

,alors Ax tel que Vy > x, |[f(¥)| < €

Fixons x ER, tel que f(xl) # 0, posons € = |f(x1)
Choisissons n tel que X +tn>x (possible car R archimédien)

alors |f(x1 + n)l < eorf(x, + n) = f(x)) par périodicité, ce qui est impossible. Donc f = 0et F N G = {0}



2. Prenons la fonction h € E, telle que h(x) = x
On suppose que E = F + G, il existe (f,g) EF X Gtelsqueh = f + g
h(x) = f(x) + g(x)doncVneN, h(x + n) = f(x + n) + g(x + n)
on obtient que x + n = f(x) + g(x + n)
or lim g(x +n) =0et nl_i)rjloo(x +n) — f(x) # 0donch # f + g

n—-+oo

F et G ne sont pas supplémentaires.

Exercice 8 : Soit F I’ensemble des suites réelles convergentes. On note F' 1’ensemble des
suites réelles qui convergent vers 0. Montrer que £ est un espace vectoriel, montrer que £ est
un sous-espace vectoriel de E et trouver un sous-espace vectoriel G telque FF & G = E.

L'ensemble H = {suites réelles} de toutes les suites a valeurs réelles est un R-ev :

e On peut additionner deux suites termes a termes

e On peut multiplier une suite par un réel en multipliant chacun de ses termes par ce réel.

e La suite nulle notée 0 (dont tous les termes sont nuls) est I'élément neutre.

Tous les axiomes d'un espace vectoriel sont respectés.

Montrons que E = {suites convergentes} est un sev de H.

e La suite nulle telle que Yn €N, u = 0 converge (vers 0) donc 0 € E.

e Soient (u,v) €E, telleque lim u =Let lim v =1L'
n-+4oc N n-+oco M

La somme est une suite convergente de limite L + L', doncu + vEE
e Pour tout A € R, la suite (Au) est convergente de limite AL, donc (Au) € E

Donc E est un ss-ev de H.

Montrons que F = {suitesréellesu / lim u = O}estun sevde H
n n—+oo n

e Lasuiteu =0, Vn€Nest bien convergente vers 0 donc O € F

e Soient (u,v) EE, telleque lim u = 0et lim v o= 0

n-o+oco N n—+oo
la somme est une suite convergente de limite 0 + 0 = 0, doncu + v€F

e Pour tout A € R, la suite (Au) est convergente de limite AX0 = 0, donc (Au) € F

Donc F est un sevde E.



trouver un sous-espace vectoriel G telque F & G = F.

Prenons G = {suites constantes}, on pourrait facilement démontrer que G est un ss-ev de E.

Démontrons que Fet G sont supplémentaires dans E.

e Tout d’abord démontrons que £ = F + G

Soit (un) une suite convergente vers L :

(u ) € E = {suites convergentes}, lim u =1L
n n—-+oo n

On peut décomposer la suite () de la maniere suivante :
u=u —L+1L
n n
Or la suite (un — L) converge vers 0 et (L) est une suite constante :
(un — L)EF
(un — L)EF
donc toute suite (w) de E s’écrit comme somme d'un élément de F et d"un élément de G :

E=F+G.

e Ensuite démontrons que F N G = {0}

Soit (u )EF N G, alors :

(un)EF, lim u =0

n-o+owo N
(u)eaq, donc 3L € R, u =1L vneN
donc L = 0 et (u ) est la suite nulle, ainsi F N G = {0}

Par conséquent, E = F @ G et G est un sev supplémentaire de F.



