
Insa.Algèbre linéaire TD5 Espaces vectoriels 
 

TD 5 - vect, sev supplémentaires 

 

 
Montrons que et s’expriment comme combinaisons linéaires de et de : 𝑣

1
𝑣

2
𝑢

1
𝑢

2

​  𝑣
1

= 1
2  𝑢

1
+ 1

2  𝑢
2

1
2 (1 ;  1 ;  3) + 1

2 (1 ;  − 1 ;  − 1) = (1 ; 0 ; 1)

​  𝑣
2

= 1
2  𝑢

1
+ 3

2  𝑢
2

1
2 (1 ;  1 ;  3) + 3

2 (1 ; − 1 ;  − 1) = (2 ;  − 1 ; 0)

Ainsi toute combinaison linéaire de  et  sera aussi une combinaison linéaire de  et donc 𝑣
1

𝑣
2

𝑢
1

𝑢
2

  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
 ;  𝑣

2
) ⊂  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢

1
 ;  𝑢

2
)

On inverse le système   et , ce qui donne :  𝑣
1

= 1
2 𝑢

1
+ 1

2 𝑢
2

𝑣
2

= 1
2 𝑢

1
+ 3

2 𝑢
2

 et  𝑢
1

= 3𝑣
1

− 𝑣
2

𝑢
2

=  − 𝑣
1

+ 𝑣
2

Ainsi toute combinaison linéaire de  et  sera aussi une combinaison linéaire de  et donc : 𝑢
1

𝑢
2

𝑣
1

𝑣
2

   𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
 ;  𝑣

2
) ⊂  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢

1
 ;  𝑢

2
)

et par conséquent : 

 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
 ;  𝑣

2
) =  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢

1
 ;  𝑢

2
)

 
●​ S'il existe (  ∈ ℝ² tels que  alors il existe  tels que : 𝑥, 𝑦) (𝑥, 1, 𝑦, 1) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢

1
 , 𝑢

2
) (λ, µ) ∈ ℝ²

 (𝑥, 1, 𝑦, 1) = λ(1, 2, 3, 4) + µ(1, − 2, 3, − 4)
on obtient le système :  

 

En prenant les équations E2 et E4, on obtient que  et , ce qui est impossible. λ − µ = 1
2 λ − µ = 1

4

donc  n’existent pas. 𝑥,  𝑦
 

●​ S'il existe (  ∈ ℝ² tels que  alors il existe  tels que : 𝑥, 𝑦) (𝑥, 1, 1, 𝑦) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢
1
 , 𝑢

2
) (λ, µ) ∈ ℝ²

 (𝑥, 1, 1, 𝑦) = λ(1, 2, 3, 4) + µ(1, − 2, 3, − 4)
On obtient le système :  

1 



 

Avec les équations E2 et E4, on obtient que  et  λ − µ = 1
2 λ − µ = 𝑦

4

Avec les équations E1 et E3, on obtient que  et  λ + µ = 𝑥 λ + µ = 1
3

donc si  et  le système se réduit à 2 équations et deux inconnues et on peut déterminer  et  𝑥 = 1
3 𝑦 = 2 λ µ

Dans ce cas : . (𝑥, 1, 1, 𝑦) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢
1
 , 𝑢

2
)

 

 

Soit F : Le plan d’équation  , il est engendré par  et  : 𝑦 = 0 𝑖
→

𝑘
→

  𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/ 𝑦 = 0} = {(𝑥, 0, 𝑧) ∈ ℝ3} = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(1, 0, 0) ; (0, 0, 1)}

Soit G : Le plan d’équation , il est engendré par  et  : 𝑥 = 0 𝑗
→

𝑘
→

 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/ 𝑥 = 0} = {(0, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3} = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 1, 0) ; (0, 0, 1)}
car soit  𝑢 = (0, 𝑦, 𝑧) = 𝑦(0, 1, 0) + 𝑧(0, 0, 1)

●​  ℝ3 = 𝐹 +  𝐺

Soit , (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3

 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥(1, 0, 0) + 𝑧
2 (0, 0, 1)⎡⎣ ⎤⎦ + 𝑦(0, 1, 0) + 𝑧

2 (0, 0, 1)⎡⎣ ⎤⎦ = 𝑢
1

+ 𝑢
2

avec : 

 𝑢
1

= 𝑥(1, 0, 0) + 𝑧
2 (0, 0, 1) ∈ 𝐹

 𝑢
2

= 𝑦(0, 0, 0) + 𝑧
2 (0, 0, 1) ∈ 𝐺

donc  est inclus dans  F+G ℝ3

Or il est évident que tout élément de F+G est un élément de , donc  ​  ℝ3 ℝ3 = 𝐹 +  𝐺
●​  𝐹 ∩ 𝐺 ≠ {0}

Soit , donc  et  et donc  et  𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑢 ∈ 𝐹 𝑢 = (𝑥, 0, 𝑧) 𝑢 ∈ 𝐺 𝑢 = (0, 𝑦, 𝑧)

On en déduit que  donc 𝑢 = (0, 0, 𝑧)

 (droite vectorielle) 𝐹 ∩ 𝐺 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 0, 1)} = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) / 𝑥 = 0;  𝑦 = 0}

F et G ne sont donc pas en somme directe sur . ℝ3

Ou bien il suffit de prendre , il appartient à F et à G donc il appartient à  et . 𝑢 = (0, 0, 1) 𝐹 ∩ 𝐺 𝐹 ∩ 𝐺 ≠ {0}

 

2 



 
F : La droite d’équations ; . 𝑥 = 0 𝑦 = 0

 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) / 𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝑦 = 0} = {(0, 0, 𝑧),  𝑧 ∈ ℝ} = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 0, 1)}

G : La droite d’équations ; . 𝑥 = 0 𝑧 = 0

 𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)/𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝑧 = 0} = {(0, 𝑦, 𝑧),  𝑦 ∈ ℝ} = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 1, 0)}

Soit  alors , son abscisse est nulle. 𝑢 ∈ 𝐹 + 𝐺 𝑢 = (0, 𝑦, 𝑧)

●​  𝐹 + 𝐺 ≠ ℝ3

Prenons  ∈ , il ne peut s'écrire comme somme d'un élément de F et d'un élément de G, car son (1, 1, 1) ℝ3

abscisse n'est pas nulle. 

●​  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

Soit , alors  ;  et  ;  on en déduit que  donc  𝑢 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑢 ∈ 𝐹 𝑢(0, 0, 𝑧) 𝑢 ∈ 𝐺 𝑢(0, 𝑦, 0) 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 𝑢 = 0

ainsi  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

 
F : La droite d’équations ; . 𝑥 = 0 𝑦 = 0

G : Le plan d’équation . 𝑧 = 0

 et  𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 0, 1)} 𝐺 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(1, 0, 0); (0, 1, 0)}

●​  ℝ3 = 𝐹 +  𝐺

Il est évident que tout élément de F+G est un élément de  donc  ℝ3 𝐹 + 𝐺 ⊂  ℝ3

On montre que   ℝ3 ⊂ 𝐹 + 𝐺

Soit ,  (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧(0, 0, 1) + 𝑥(1, 0, 0) + 𝑦(0, 1, 0) = 𝑢
1

+ 𝑢
2

avec  et  donc   𝑢
1

= 𝑧(0, 0, 1) ∈ 𝐹 𝑢
2

= 𝑥(1, 0, 0) + 𝑦(0, 1, 0) ∈ 𝐺 ℝ3 ⊂ 𝐹 + 𝐺

et comme  alors   𝐹 + 𝐺 ⊂  ℝ3 𝐹 + 𝐺 =  ℝ3

●​  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

Soit  alors  et  donc  et  𝑢 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑢 ∈ 𝐹 ;  𝑢(0, 0, 𝑧) 𝑢 ∈ 𝐺 ;  𝑢(𝑥, 𝑦, 0) 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

, ces deux ss-ev sont supplémentaires dans  ℝ3 = 𝐹 ⊕ 𝐺 ℝ3

 
F : La droite d’équations ; . 𝑥 = 0 𝑦 = 0

G : Le plan d’équation . 𝑥 = 0

 et  𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 0, 1)} 𝐺 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 1, 0); (0, 0, 1)}

Soit  alors , son abscisse est nulle. 𝑢 ∈ 𝐹 + 𝐺 𝑢 = (0, 𝑦, 𝑧)

●​  𝐹 + 𝐺 ≠ ℝ3

Soit (1,1,1) ∈  mais il ne peut s'écrire comme somme d'un élément de F et d'un élément de G car l'abscisse ℝ3

n'est pas nulle donc  𝐹 + 𝐺 ≠ ℝ3

●​  𝐹 ∩ 𝐺 ≠ {0}

Soit  donc  et  et  donc , on en déduit que  𝑢 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑢 ∈ 𝐹 𝑢 = (0, 0, 𝑧) 𝑢 ∈ 𝐺 𝑢 = (0, 𝑦, 𝑧) 𝑢 = (0, 0, 𝑧)

ainsi  𝐹 ∩ 𝐺 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{(0, 0, 1)} ≠ {0}
3 



 

 

Démontrons que est un sev de . 𝐹 ℝ3

●​ Le vecteur  car  (0, 0, 0) ∈ 𝐹 0 + 0 + 0 = 0

●​ Soient  alors  car  et (𝑥
1
, 𝑦

1
, 𝑧

1
) 𝑒𝑡 (𝑥

2
, 𝑦

2
, 𝑧

2
) ∈ 𝐹² (𝑥

1
+ 𝑥

2
) + (𝑦

1
+ 𝑦

2
) + (𝑧

1
+ 𝑧

2
) = 0 𝑥

1
+ 𝑦

1
+ 𝑧

1
= 0

 donc la somme est aussi dans F 𝑥
2

+ 𝑦
2

+ 𝑧
2

= 0

●​ Soit , et  alors  donc  λ ∈ ℝ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐹 (λ𝑥) + (λ𝑦) + (λ𝑧) = λ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) = 0 λ. 𝑢 ∈ 𝐹

Trouvons deux vecteurs qui engendrent  𝐹

il suffit de poser  et  alors  et il suffit de poser  et  alors  𝑥 = 1 𝑧 = 0 𝑦 =− 1 𝑥 = 1 𝑦 = 0 𝑧 =− 1

On doit vérifier que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. 

 ;  𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{ (1, − 1, 0) (1, 0, − 1)}

ou bien  ainsi  donc  𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 𝑥 =− 𝑦 − 𝑧 𝐹 = {(− 𝑦 − 𝑧 ;  𝑦 ;  𝑧)}

Or  donc  ;  (− 𝑦 − 𝑧 ;  𝑦 ;  𝑧) =− 𝑦(1 ;  − 1 ;  0) − 𝑧(1 ;  0 ;  − 1) 𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{ (1, − 1, 0) (1, 0, − 1)}

 
●​    𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

Soit  alors  donc  et  donc  𝑢 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑢 ∈ 𝐹 𝑢 = (𝑥 + 𝑦; − 𝑥, − 𝑦) 𝑢 ∈ 𝐺 𝑢 = (𝑧, 𝑧, 𝑧)

On en déduit le système à résoudre :​ ​ ​  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

●​  𝐹 + 𝐺 = ℝ3

Il est évident que tout élément de  est dans  donc  𝐹 + 𝐺 ℝ3 𝐹 + 𝐺 ⊂ ℝ3

Comme  ; , les éléments de F s'écrivent  𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡{ (1, − 1, 0) (1, 0, − 1)} 𝑣 = (𝑎 + 𝑏, − 𝑎, − 𝑏)

Soit , , on cherche  et  tel que  𝑢 ∈ ℝ3 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑣 = (𝑎 + 𝑏, − 𝑎, − 𝑏) ∈ 𝐹 𝑤 = (𝑐, 𝑐, 𝑐) ∈ 𝐺 𝑢 = 𝑣 + 𝑤

Version système Version matricielle 

 

ainsi il existe un unique triplet  tel que (𝑎, 𝑏, 𝑐)

 donc  𝑢 = (𝑎 + 𝑏, − 𝑎; − 𝑏) + (𝑐, 𝑐, 𝑐) ℝ3 ⊂ 𝐹 + 𝐺

 
on obtient :  

On en déduit que  et , ainsi F et G sont supplémentaires.   ℝ3 = 𝐹 + 𝐺 𝐹 ∩ 𝐺 = {0} ℝ3 ⊕ 𝐹 + 𝐺

4 



  

 
 𝐹 = { 𝑎  0

0  𝑑( ),  𝑎,  𝑑 ∈ ℝ}

 𝐺 = { 0  𝑏
𝑐  0( ),  𝑐,  𝑏 ∈ ℝ}

 

 
Soit , alors  ;  et  ;  donc ,  𝑀 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺 𝑀 ∈ 𝐹 𝑀 = 𝑎  0

0  𝑑( ) 𝑀 ∈ 𝐺 𝑀 = 0  𝑏
𝑐  0( ) 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0 𝑀 = 0  0

0  0( )
ainsi  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

 
Soit ,  donc  avec  et  𝑀 ∈ 𝑀

2
(ℝ) 𝑀 = 𝑎  𝑏

𝑐  𝑑( ) 𝑀 = 𝑎𝐴 + 𝑑𝐵 + 𝑏𝐶 + 𝑐𝐷 = 𝑀
1

+ 𝑀
2

𝑀
1
∈𝐹 𝑀

2
∈𝐺

donc  𝐹 + 𝐺 = 𝑀
2
(ℝ)

et sont en somme directe sur . A savoir  𝐹 𝐺 𝑀
2
(ℝ) 𝑀

2
(ℝ) = 𝐹 ⊕ 𝐺

 

 

 

 
 ;  ;  ;  ;  𝑣

1
= (1, 0, 0, 1) 𝑣

2
= (0, 0, 1, 0) 𝑣

3
= (0, 1, 0, 0) 𝑣

4
= (0, 0, 0, 1) 𝑣

5
= (0, 1, 0, 1)

Soit  alors  s'écrit :  𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
) 𝑣 𝑣 = 𝑎𝑣

1
+ 𝑏𝑣

2
+ 𝑐𝑣

3
= (𝑎,  𝑐,  𝑏,  𝑎)

Soit , si  alors , donc  𝑢(𝑥
1
,  𝑥

2
,  𝑥

3
,  𝑥

4
) ∈ ℝ4 𝑥

1
≠ 𝑥

4
𝑢 ∉ 𝑉𝑒𝑐𝑡 (𝑣

1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
) ℝ4 ≠ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
)

donc ils ne sont pas supplémentaires dans . ℝ4

 
 ;  ;  ;  ;  𝑣

1
= (1, 0, 0, 1) 𝑣

2
= (0, 0, 1, 0) 𝑣

3
= (0, 1, 0, 0) 𝑣

4
= (0, 0, 0, 1) 𝑣

5
= (0, 1, 0, 1)

●​ Soit ,  𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) 𝑣 = 𝑎𝑣

1
+ 𝑏𝑣

2
+ 𝑑𝑣

4
+ 𝑒𝑣

5
= (𝑎,  𝑒,  𝑏,  𝑎 + 𝑑 + 𝑒)

ssi  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) 𝑥 = 𝑎,  𝑦 = 𝑒,  𝑧 = 𝑏,  𝑡 = 𝑎 + 𝑑 + 𝑒

ssi  𝑎 = 𝑥,  𝑏 = 𝑧,  𝑒 = 𝑦,  𝑑 = 𝑡 − 𝑥 − 𝑦

5 



donc  donc   ∀𝑢 ∈ ℝ4,  𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) ℝ4 ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
)

et  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) ⊂ ℝ4

donc  𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) + 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) = ℝ4

●​  ssi  ssi  ssi 𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
, 𝑣

5
) 𝑣 = 𝑎𝑣

1
+ 𝑏𝑣

2
= 𝑑𝑣

4
+ 𝑒𝑣

5
(𝑎,  0,  𝑏, 𝑎) = (0,  𝑒,  0,  𝑑 + 𝑒)

 ssi  𝑎 = 0,  𝑒 = 0,  𝑏 = 0,  𝑒 + 𝑑 = 0 𝑎 = 0,  𝑒 = 0,  𝑏 = 0,  𝑑 = 0

donc  donc ils sont supplémentaires. 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

2
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

4
,  𝑣

5
) = {0}

 

 
 ;  ;  ;  ;  𝑣

1
= (1, 0, 0, 1) 𝑣

2
= (0, 0, 1, 0) 𝑣

3
= (0, 1, 0, 0) 𝑣

4
= (0, 0, 0, 1) 𝑣

5
= (0, 1, 0, 1)

 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

3
,  𝑣

4
) = {(𝑎, 𝑐, 0, 𝑑),  𝑎,  𝑐,  𝑑 ∈ ℝ}

 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
2
,  𝑣

5
) = {(0, 𝑒, 𝑏, 𝑒),  𝑏,  𝑒 ∈ ℝ}

●​  ssi 𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

3
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

2
,  𝑣

5
)

ssi  ssi  𝑣 = 𝑎𝑣
1

+ 𝑐𝑣
3

+ 𝑑𝑣
4

= 𝑏𝑣
2

+ 𝑒𝑣
5

(𝑎,  𝑐,  0, 𝑑) = (0,  𝑒,  𝑏,  𝑒) 𝑎 = 0,  𝑐 = 𝑒,  𝑏 = 0,  𝑑 = 𝑒

donc par exemple  𝑣 = (0, 1, 0, 1) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

3
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

2
,  𝑣

5
)

donc  donc ils ne sont pas supplémentaires. 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

3
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

2
,  𝑣

5
) ≠ {0}

 

 
 ;  ;  ;  ;  𝑣

1
= (1, 0, 0, 1) 𝑣

2
= (0, 0, 1, 0) 𝑣

3
= (0, 1, 0, 0) 𝑣

4
= (0, 0, 0, 1) 𝑣

5
= (0, 1, 0, 1)

 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

4
) = {(𝑎, 0, 0, 𝑑),  𝑎,  𝑑 ∈ ℝ}

 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
3
,  𝑣

5
) = {(0, 𝑒 + 𝑐, 0, 𝑒),  𝑐,  𝑒 ∈ ℝ}

 ssi  ssi  𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
,  𝑣

5
) (𝑎, 0, 0, 𝑑) = (0, 𝑒 + 𝑐, 0, 𝑒) 𝑎 = 0,  𝑐 =  − 𝑒,  𝑑 = 𝑒

donc et  𝑣 = (0, 0, 0, 1) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣
1
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
,  𝑣

5
) 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

1
,  𝑣

4
) ∩ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑣

3
,  𝑣

5
) ≠ {0}

donc ils ne sont pas supplémentaires. 
 

 
1.​ Soit , alors  𝑓 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺

a.​ ,  est 1-périodique,  𝑓 ∈ 𝐹 𝑓 ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥 + 1) = 𝑓(𝑥)

b.​ ,  𝑓 ∈ 𝐺
𝑥→+∞
lim 𝑓(𝑥) = 0

Prenons , telle que  𝑓 ∈ 𝐸 𝑓 ≠ 0

Fixons , tel que , posons , alors  tel que ,  𝑥
1
 ∈ ℝ 𝑓(𝑥

1
) ≠ 0 ϵ = 𝑓(𝑥

1
)| | ∃𝑥 ∀𝑦 > 𝑥 𝑓(𝑦)| | < ϵ

Choisissons  tel que  (possible car ℝ archimédien) 𝑛 𝑥
1

+ 𝑛 > 𝑥

alors  or  par périodicité, ce qui est impossible. Donc  et  𝑓(𝑥
1

+ 𝑛)| | < ϵ 𝑓(𝑥
1

+ 𝑛) = 𝑓(𝑥
1
) 𝑓 = 0 𝐹 ∩ 𝐺 = {0}
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2.​ Prenons la fonction , telle que  ℎ ∈ 𝐸 ℎ(𝑥) = 𝑥

On suppose que , il existe  tels que  𝐸 = 𝐹 + 𝐺 (𝑓, 𝑔) ∈ 𝐹 × 𝐺 ℎ = 𝑓 + 𝑔

 donc ,  ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ∀𝑛 ∈ ℕ ℎ(𝑥 + 𝑛) = 𝑓(𝑥 + 𝑛) + 𝑔(𝑥 + 𝑛)

on obtient que  𝑥 + 𝑛 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥 + 𝑛)

or  et  donc  
𝑛→+∞
lim 𝑔(𝑥 + 𝑛) = 0

𝑛→+∞
lim (𝑥 + 𝑛) − 𝑓(𝑥) ≠ 0 ℎ ≠ 𝑓 + 𝑔

F et G ne sont pas supplémentaires. 
 

 
 
L’ensemble  de toutes les suites à valeurs réelles est un ℝ-ev :  𝐻 = {𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠}

●​ On peut additionner deux suites termes à termes  

 

●​ On peut multiplier une suite par un réel en multipliant chacun de ses termes par ce réel. 

●​ La suite nulle notée  (dont tous les termes sont nuls) est l’élément neutre. 0

●​ Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont respectés. 

 

Montrons que  est un sev de . 𝐸 = {𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠} 𝐻

●​ La suite nulle telle que   converge (vers 0) donc  . ∀𝑛 ∈ ℕ,  𝑢
𝑛

= 0 0 ∈ 𝐸

●​ Soient , telle que  et    (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸
𝑛→+∞
lim 𝑢

𝑛
= 𝐿

𝑛→+∞
lim 𝑣

𝑛
= 𝐿'

La somme est une suite convergente de limite , donc  𝐿 + 𝐿' 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝐸

●​ Pour tout , la suite  est convergente de limite , donc  λ ∈ ℝ (λ𝑢) λ𝐿 (λ𝑢) ∈ 𝐸

Donc E est un ss-ev de H. 
 
Montrons que est un sev de  𝐹 = {𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 𝑢

𝑛
/ 

𝑛→+∞
lim 𝑢

𝑛
= 0} 𝐻

●​ La suite  est bien convergente vers 0 donc  𝑢
𝑛

= 0,  ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑂 ∈ 𝐹

●​ Soient , telle que  et    (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸
𝑛→+∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

𝑛→+∞
lim 𝑣

𝑛
= 0

la somme est une suite convergente de limite , donc  0 + 0 = 0 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝐹

●​ Pour tout , la suite  est convergente de limite , donc  λ ∈ ℝ (λ𝑢) λ×0 = 0 (λ𝑢) ∈ 𝐹

 

Donc F est un sev de E. 
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Prenons , on pourrait facilement démontrer que  est un ss-ev de E. 𝐺 = {𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠} 𝐺

Démontrons que et  sont supplémentaires dans . 𝐹 𝐺 𝐸
 

●​ Tout d’abord démontrons que  𝐸 = 𝐹 + 𝐺

Soit une suite convergente vers L : (𝑢
𝑛
) 

,  (𝑢
𝑛
) ∈ 𝐸 = {𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠}

𝑛→+∞
lim 𝑢

𝑛
= 𝐿

On peut décomposer la suite de la manière suivante : (𝑢
𝑛
) 

  𝑢
𝑛

= 𝑢
𝑛

− 𝐿 + 𝐿

Or la suite converge vers 0 et (L) est une suite constante : (𝑢
𝑛

− 𝐿) 

  (𝑢
𝑛

− 𝐿) ∈ 𝐹

  (𝑢
𝑛

− 𝐿) ∈ 𝐹

donc toute suite de E s’écrit comme somme d’un élément de F et d’un élément de G : (𝑢
𝑛
) 

 . 𝐸 = 𝐹 + 𝐺
 

●​ Ensuite démontrons que  𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

Soit , alors : (𝑢
𝑛
) ∈ 𝐹 ∩ 𝐺

,  (𝑢
𝑛
) ∈ 𝐹

𝑛→+∞
lim 𝑢

𝑛
= 0

, donc ,  (𝑢
𝑛
) ∈ 𝐺 ∃𝐿 ∈ ℝ 𝑢

𝑛
= 𝐿,  ∀𝑛 ∈ ℕ

donc  et  est la suite nulle, ainsi  𝐿 = 0 (𝑢
𝑛
) 𝐹 ∩ 𝐺 = {0}

Par conséquent,  et G est un sev supplémentaire de F. 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺
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