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Préliminaires

T

1.2 . WU
o, =—|2(1-cos’u)sin’ (u)du=o, — cosusin"u| ——a,
s nj—g( ) () ! (z’+1)n[ ] i+1 "
i+1
O =774,
Et finalement : i+2
1o
o, =—I 2 du=1
2 — On remarque que L et a,=0.
De 1a, pour i impair, on a clairement a,=0.
1 31 531
O, =— 0O,=—.= O4=—u—u—
Enfin, on a successivement : 2 4 2 6 4 2 et donc, pour i entier
i—1)(i-3)...1
o (20)
naturel pair >2, on a : i(i=2)...
Partie 1

1 — Le théoréme utilisé est le suivant ;

Soient a, b, c¢ trois fonctions continues sur /, et telles que a ne s’annule pas sur /. Soit x, =1 et
voER. Alors I’équation différentielle a(x)y’+b(x)y=c(x) a une unique solution sur / vérifiant

y(xo)=yo.

On applique ici ce théoréme avec a(x)=1-x* (continue et non nulle sur ]-1,1[=]), b(x)=-x et

c(x)=f(x) (toutes deux continues sur /) et x,=0.
On a alors bien le résultat voulu.

2 — Soit ¢ une solution de (E)). Posons, pour n &N, HR,, : « ¢ est n fois dérivable sur / ».
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- HR, est vraie par définition méme d’une solution.
- Soit »n>1 tel que HR, soit vraiee On a alors, pour x&I:

' — 1 !
9'(x)=—(xo(x)+s (x)), L @) Fanés HR. n fois

dérivable sur /. Donc HR,,, est bien vraie.

On a donc montré que ¢ est dérivable a tout ordre, en d’autres termes que ¢ est C* sur /.

X

Y
. 2 . . . o -
3.a—(E,) s’écrit : y’=1-X"" _ On sait d’aprés le cours que sa solution générale s’écrit :

X
y:kexp(Jl_xz

dxj
avec A décrivant R.

y= XexpE—%ln(l—xz)j __>
Ainsi, la solution générale de (E,) est : 1-x

3.b — On peut faire la recherche d’une solution particuliére par la variation de la constante,
mais ¢a ne s’impose pas dans la mesure ou une solution particuliere nous est suggérée : on

),
(po(x)_\/l_xz.[ d

pose ' \/1 =4 . Comme f'est continue, ¢ est dérivable sur /eton a :
S(¥), xS
0,'(x)= + 3 dt
’ ( ) 1-x° (l—xz)E '[0 NIES
Donc :

(1= )0 "(x) = xy (x) = f (x).
Ce qui montre bien que ¢, est solution de (E,) sur /.

A 1

= f(¢)
e .[0 \/1—t2 d

¢ vérifiant $(0)=y, est alors obtenue pour A=y, ce qui donne finalement :

y= =+
Par suite la solution générale de (E,) sur / est \/l -X \/l - . La solution

mﬂzh(y”}g%dt]

3.c — On reprend la forme générale des solutions de (E/) avec f{r)=1 :
A 1 1

y= + i dt
Ji-x2 J1-x2 IO N

Donc, la solution générale de (E,) est :

= A +arcsinx
N




Partie 11

1 — Sachant la structure d’algeébre de R[X] et que la dérivée d’un polyndome est un polyndme,

on en déduit que pour PER[X], on a A(P)=ER[X].

Z a, X k
Soit n le degré du polyndme P= #=0 . Alors, si n21, on a d°(P’)=n-1 et donc (1-X*)P’ est

de degré n+1, tout comme XP. Donc A(P) est de degré au plus n+1. Le coefficient du terme de
degré nt+1 est —na,-a,#70. Donc, dans ce cas, on a d°(A(P))=n+1. Si n=0, ie si P est une
constante non nulle %, alors A(P)=-kX et le résultat reste vrai. Enfin A(0)=0, donc quitte a

poser la convention -oo+1=-00, on peut dire que dans tous les cas : d°(A(P))=1+d°(P).

2 — Soit A, la restriction a R,[X] de A. Alors pour PER,[X], on a d°(P)<m, et donc
d°(A(P))=1+d°(P)<m+1, donc A, est bien a valeurs dans R,,,;[X]. La linéarité est immédiate.

Donc, A, est bien une application linéaire de R, [X] dans R,,,,[X].

3 — Il résulte de la question 1 sur les degrés que si P#0, alors A(P)#0. Donc Ker(A,,)={0} et

A,, est injective.

4 — Par application du théoréme du rang, on a: rg(A,)=dim(R,[X])=m+1, et par suite

Im(A, )#R,.1[X] et dim(Im(4,,.,))=m+1 (En d’autres termes Im(4,,,,) est un hyperplan de
R,.1[X]).

5 — Pour k entier entre 0 et m, on calcule A,(X") :

A, (XF)=(1- X7 )t = X = —(k+1) X4+ fex™

et AIH (1) = _X .

st k£0,

Donc la matrice A4,, s’écrit :



6 — Si P est une solution polynomiale de (E,), on a alors A(P)=f, et on a vu que pour un pour

tout polyndme P, A(P) est aussi un polyndme. Donc : f'est le polynome A(P).

7.a — Dire que le polyndme P est solution de 1’équation différentielle (E,) revient a dire :

m

m
0

-m—1|

An—l(P):Q9
ce qui s’exprime matriciellement par : 4,.,U=V.

7.b — On le montre par implications circulaires :

i=1ii: Si (E,) admet une solution polynomiale P, alors A(P)=0 et donc, d’apres II.1

d°(Q)=d°(P)+1, et donc d°(P)=n-1. Donc A, ,(P)=0, et ii est établi.

11=1ii : immédiat avec le I11.7.a.
11i=1: Si S est solution de 4,.,S=V avec S de coordonnées s,,..., 5,.;, alors (d’apres le

I1.7.a) le polynéme
Donc I’équivalence de ces trois propositions est bien établie.

7.c.i— A5S=V s’écrit :

Une résolution par substitution conduit au systéme équivalent suivant :

P:fsk)("

k=0

1 0
0 2
-2 0
0 -3
0 O

est solution de (E,), ce qui prouve i.

S =4,

=35, =4,

_4S3 =4q,

8y +28, =

9y
q
q,
45
q,

q

—2s,+3s, =¢,

4, ce qui s’écrit aussi :



So =—749— 49

1 2
83 =§q2 +§‘10
—4 8
?% _5% =4,

Ainsi ce systéme admet une solution si, et seulement si 3¢,+4¢,+8¢,=0, et dans ce cas, cette

2 1 1 2
_g% _q”qo’_g%sg% +§qo ‘

solution est unique et est : (sg,...,53)= [

7.c.iii — On a donc, lorsque 3¢,+4¢,+8¢,=0, I'unique solution P de (E,) est :

2 1 1 2
P={—§q3 _QIj+qu_§q3X2 +(§‘12 +§‘]on3

3
4, =——q,—2q,
ou encore, compte tenu de 4 :

2 1 1
P:(_E% —ql)+q0X—§q3X2 _Z%X} |

7.c.iv — 3g,+4q,+8¢,=0 est une CNS pour que Q € R,[X] ait un antécédent par A;. En d’autres

termes, 3¢,74¢,+8¢,=0 est une équation de Im(A;).

7.d.i — D’existence de I’intégrale et la lin€arité de A, sont immédiates.

kn(l)zjidu =T
2

De plus, en prenant pour R le polyndme 1 (constant), on a : , donc A, est
une forme linéaire non nulle.
7.d.ii — Soit PER,,[X].
r (A, (P))= J%[(l—sinz u) P*(sinu)—sinu.P (sinu) |
2
= I%[cosz u.P'(sinu)—sinu.P(sin u)]du
or: 2
.[_%2 sinu.P (sinu ) du = [—cos u.P(sin u)}i + Iicosz u.P'(sinu)du = jicos2 u.P'(sinu)du
2 2 2 2




Finalement, on obtient bien : A,(A,(P))=0.

7.d.iii. — Ceci montre donc que Im(A,)CKer(A,). Or il a été établi que Im(A,) est un
hyperplan de R,[X], et c’est aussi le cas du noyau de la forme linéaire non nulle A,. Ces deux

ensembles sont donc de méme dimension (finie), et donc Im(A,)=Ker(A,).

P=> pX*
7.d.iv — On va en fait chercher a déterminer Ker(A,). Soit PER,[X], avec k=0
2 k 3)...1
ankak_n p0+zpk k( 2) )2
Alors i . Une équation de Im(A,) est
2 k—1)(k-3)...1 2
Do+ Z 12 ( )( ) =0 ou de facon équivalente : z po, =0
k=2 k(k—z)...2 k=0
donc : k pair k pair

7.e — D’apres 1’équivalence entre les propriétés i et ii du I1.7.b, on peut dire qu'une CNS pour

que (E,) admette une solution polynomiale est que O< Im(A,), c'est-a-dire :

L k 3)...1
QO+zqk (k( 2) )2 =0
k palr

7.f — Pour n=4, cette condition s’écrit donc :

1 3
9o+9-+4q,5=0 . . .

2 8 , ou encore : 8¢q,+4g,+3¢,=0 : on retrouve bien I’expression du 7.c.ii.

Partie 111

1.a — Soit ¢ une solution de (E)), et soit y=¢(0). On a alors :

Vxel,p(x)=

1 /(1)
—_—| y, + dt
J1-x? ( ’ J J1-¢ J .
Or, f est développable en série entiere (DSE en abrégé pour la suite) de rayon de convergence
1

t—(1+1)2

>1. Or, est, d’aprés le cours DSE de rayon 1. Donc, en substituant —* 4 ¢, on en



1
-

/ 2
déduit que I=1" st DES de rayon Ji=1 , et donc par utilisation de la série produit,
t x t
/(1) /(1) dt

[ 2 0o 2
I=1" est DSE de rayon 2>1. Enfin, par primitivation de série entiere, -t
est DES de rayon =1. Puis on applique a nouveau le théoréme sur la série produit, et

t—>

x|

finalement ¢ est DES de rayon >1.

o0 0
2 k-1 K+l _ k
-X )Zkakx —Zakx —Zbkx

I.b.i — On a alors, pour tout x&/: k=1 k=0 k=0 . Donc, en
réindiciant, on obtient :

On met tout sous une méme somme :
+(2a2 —ao))c+§:((k+l)ak+l —ka,_, )xk = ibkxk
=2 k=0 .

Ce qui, d’apres 'unicité du DES équivaut a :
a, =b,
2a,—a, =b,
Vk>2,(k+1)a,, —ka,  =b,

2

donc (la deuxieéme relation rentre dans le cas général) :

k 1
Vk > la(k"'l)alm —ka,_, =b, , Ou encore : vkzla,, = k+1 B ¥ k+lbk )
i+l
1.b.ii — On rappelle d’abord que, pour iSN, on a : o2 et que a0 pour i pair.
Ay = el Ay + LbZk—l Qo = ﬁaz(/{—l)

Donc, pour k21 : 2k 2k et 2k ; donc :

Dok _ Dafk-1) 1 by,

Oye  Oyyyy 2k =Ty,

, Ou €ncore :



l.biv — On a, pour k=1: (2k+1)a2"*':2ka2"*1+b2", puis on multiplie par

2k—-1
ok :7(12(/(71) .
(2k+1)a7k+1a,k (2k l)a7k 104y + Dy Oy

U = (2k + 1)a2k+la2k

1.b.v — Ainsi, si on pose , on a alors w=u;,+b,Q,, et par suite

p p
u, :u0+zb2k(x‘2k . (2p+l)a2p+la‘2p :alao"'zbzkazk
k=1 , Soit : k=1 , et finalement (sachant a,=b,)
1 p
a,  =—————boa,+ ) b,a b, a
2 p+l1 (2p+1)0{,2p ( 0~~0 ; 2k 2kj (2p+1)a2p ; 2k 2k

NB : Sauf erreur de ma part, il semblerait qu’il y ait une petite erreur dans I’énoncé (£ entre 1
et p).

continue sur |x,I[ et f est continue en 1 (car DSE de rayon R>1). Donc J (t) T 0(1) , et
/(1)
NIE S

intégrable sur |x,1[ pour x<I, et donc ¢ est bien définie sur ]-1,1[.

S L (s
S et e

ZHIO(;j > t—> !
im0 o 1= = (1= 0)(140) = 2(1-1) V=t et

(écrire ), or

2.b — Posons y=¢(0)= Vi-¢* , de sorte I-x —t et donc
d’apres 1.3.a : ¢ est la solution de (E;) qui vérifie ¢p(0)=y,.
2.c.i—On a ainsi :
1 cos0 f( ) J . 1 ( cosO f(f)
o(x)=—F— ——=dt+y, |=lim dt+y
(x) \/l—cosze('[l V-1 ‘0 J1—cos’ 0 '[l_s J1-¢£ ’
Puis on fait le changement de variable /=cosu :
cos0 f( f(COSM)
I dt = I 7(—sin u)du
I-¢ arccosl a o 2
VI-£* vsin- u . Or, sur ’intervalle considéré, on a sinu>0, et
donc a la limite quand € tend vers 0 on obtient :
cosu
(p ~sin E)J. f



2.c.ii — La fonction % —>COSU est continue sur ]-T,T1[, et a valeurs dans ]-1,1[, et f est

u— f(cosu)

continue sur |-1,1[. Donc est continue sur |-T1,TT[, et donc :

F est dérivable sur ]-11,11[ et pour 8 € ]-11,17[, on a F”(0)=f(cosO).

Le théoréme utilis¢ est le suivant : si g est une fonction continue sur un intervalle / contenant

x—)j:g(t)dt

au moins deux points, et si a =1, alors G : est une primitive de g sur /.

F(0 F(0)-F(0
o Re FOEO) S eo)=-r ()
2.c.iii — Par suite, sin® 0 00 . Donc :

lim p(x)=~/(1)

x—1

2.d.1 — On fait un calcul direct :

. s
aresin x ——
7 —arccosx

NI ) VI-x? ‘

- [arcsin t]f =

ol e a1
(pO(X)_\/l—xz J B Ji—x

[\/ﬁ}le

1

0 (x)z 1 J‘x tdt _ -1
‘ -2 v Ji-2 Ji-¢
2.d.11 — Soit k=2 et xE 1. Pour 0<€<2 :

X tl\dt |k _ 2j|x _ A ) 42
Iuﬁ‘[f Ji-t 175+(k l)th 1—£2dt

, puis, en faisant tendre € vers O :
tk—z (1 _ t2 )

k-1 J'x
Ji-x 7 1=

(pk(x)=—xk‘l+ k-1 J‘xtk‘zx/ﬁdt=—xk"'+ dt
1_x2 1

T

Py (x)=—x""+(k _1)(@/{*2 (x) - (x)) , et finalement :

X k-1
0, (x)= );{ +T(Pk—2(x)

Donc :

2.d.iii — Sachant ¢,(x)=1 et la formule de récurrence ci-dessus, il est immédiat (avec une

récurrence) que pour pEN : §,,.; est une fonction polynomiale de degré 2p.

2.div — Posons HR, la propriét¢é a montrer: ‘3P, ER[X], (d°(P,,)=2p-1 et Vx&I,
$op(X)= P, (X) 0, Bo(x) ).

- HR,, pose probléme, dans la mesure ou aucun polyndme n’est de degré -1. On est obligé ici
d’adopter la convention que le polyndme nul est de degré -1. Il s’agit alors d’établir que

$o=0,9,, ce qui est vrai car a,=1. Donc HR est vraie avec P=0.




-Soit p=0 tel que HR,, soit vraie. Alors (pour x&/), on a :

—x*" 2p+1
(p2l7+2 (x): 2p+2+ 2p+2(f)217 (.X)+O(.2p(PO(X)) .

) Gl +2p+1

P
2p+2 2p+2 7

2p42 —

On pose alors
P,, est de degré 2p-1<2p+1), de sorte que :

2p+1
Prpi2 (x) = P2p+2 (’0"’#0‘2;@0 (x) = Pzp+2 (x)+ Ay 2Py (x)

Ce qui prouve HR,,; et achéve la démonstration.

: Py,., est bien un polyndme de degré 2p+1 (car

2.d.v — D’aprés 2.d.iii, si k est impair alors ¢, est polynomiale et a donc par continuité une

limite finie en -1.
Si k est pair, le résultat de la question précédente assure que ¢, a une limite finie en 1 si, et

—arccos x

P, (x) = >

/ ~ 2(1-
seulement si c’est le cas de ¢,. Or I=x" gt ArCCOS Y oo ( x) et donc @,
tend vers -1 en 1.

Finalement ¢, a une limite finie en 1 pour tout k= N.

On pouvait répondre plus rapidement en remarquant que ¢, n’est autre que ¢ lorsqu’on prend

flx)=x*, en remarquant qu’une telle fonction f est bien somme d’une série entiére de rayon >1
(R=m), et le 2.c.iii assure alors le résultat.

2 b (x)
2.e — Soit x & ]-1,1[. On regarde les sommes partielles : =0
z 1 & bt
bo,(x)= Lt
;" k( ) /l—xzjl par /1_t2
b,t*
g (t)= —
Posons, pour 1< [x,1] : 1=
Les g, sont continues et intégrables sur [x,1[, et ng converge simplement sur [x,1[ vers g
g(x)= f/—(x)
> k
définie par : I-x (car Zb"t est une série entiére de rayon >1, de somme f).

[ !b\ff

dt <

‘”|bk’

VI-¢° , et de la convergence absolue en =1 de Zb"t ,

Z,‘-” gk\

s n|b
on déduit que Z | k ’ converge, et donc Lol converge.

Enfin,

10
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Donc, d’apres le théoréme d’intégration terme a terme, on en déduit que
(x

/(%)

1-x*

R e > b0, (x)=0(x)
que : *° , et par suite =0 :

converge et

Zb"(p" converge simplement vers ¢ sur J-1,1] .
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