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Ensemble Grand Canonique

[. Introduction :

L’ensemble canonique permet d’étudier, soit un systeme en équilibre
avec un thermostat, soit un systeéme dont 1’énergie moyenne est fixée.
Nous allons maintenant nous intéresser a I’ensemble grand canonique
qui permet de décrire les propriétés d’un systeme en équilibre avec un
réservoir de chaleur et de particules. On suppose ce réservoir
suffisamment grand pour que les échanges de chaleur et de particules
avec le systeme étudi¢ ne modifie pas ni sa temperature ni son
potentiel chimiques.

L’ensemble grand-canonique est [’ensemble (u, V, T). C’est
I’ensemble adapté a 1’étude des systemes ouverts a I’équilibre.

II. Définition :

Un ensemble grand canonique est un systtme en équilibre
thermodynamique avec un réservoir de chaleur (un thermostat) et de
particules. Ce réservoir est caractérisée par une température T et un
potentielle chimique p.

L’ensemble grand canonique peut étre aussi un ensemble (V, u, T).

L’ensemble grand canonique regroupe tous les systémes en équilibre,
capable d’échanger avec I’extérieur I’énergie et particules.

Par exemple un systeme fermé dans lequel on s’intéresse a la
coexistence de deux phases dont ’une est gazeuse et I’autre est soit
liquide ou solide, ou dans le cas ou on considere des photons.

La phase gazeuse est le systeme ouvert et la phase solide (ou liquide)
est le réservoir de particules et de chaleurs (thermostat) qui impose sa
température a la phase gazeuse

;
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[II.  Condition d’équilibre:

L’ensemble grand canonique s’applique, a priori a des systemes
pouvant ¢changer de 1’énergie (chaleur) et des particules avec leur
environnement. Lorsque le systeme est a 1’équilibre, 1’énergie totale et
le nombre total de particules peuvent fluctuer autour de leurs valeurs
moyennes qui sont respectivement <E> et <N>.

Les parametres du systeme sont T (température), p (le potentiel
chimique) et V (volume occupé¢ par le systeme).

La question qui reste est donc d’attribuer a chaque micro €tat m sa
probabilit¢ Pro(m) (c’est-a-dire son poids dans le calcul des moyennes
statistiques), afin de pouvoir calculer les grandeurs macroscopiques.
Lattribution de ces probabilités est fondée sur le postulat d’entropie
maximale :

Un état macroscopique est a I’équilibre lorsque son entropie
(statistique) est maximale compte tenu des contraintes imposées
au systéme.

Le calcul de I’entropie donne :

Ona § =— K, Y. Pro(m) In In Pro(m) (entropie thermodynamique)
m
Avec s =— ), Pro(m) In In Pro(m) D’entropie statistique du systeme
m

dlnin ¥
Sy — KBT( o )
wv

Les contraintes de S sont aux nombre de trois :

Y Pro(m)=1 ; D Pro(m)Em =<E >=FE ;
m m

rzn]Pro(m)Nm =<N >=N



Les calculs relatif a ces valeurs sont effectuer en ‘’fonctions
thermodynamique”.

IV. Particules en translation sans interaction :
Le model du type gaz parfait :

C’est un systéme assez simple pour que l'on puisse tout calculer et
donc de mesurer la cohérence des concepts avancés; c'est un systeme
que l'on peut observer en laboratoire, puisque la plupart des gaz a
température et pression ambiante se comportent pratiquement comme
parfait ; c'est un bon modele pour avancer ensuite vers des fluides plus
complexes.

On peut retrouver la fonction de partition des particules en translation
obtenue avec la mécanique quantique dans le formalisme classique
(dans D’hypothese ou la température n’est pas trop basse). En
mécanique classique, le hamiltonien de N particules indiscernables en
translation sans interaction se limite a 1’énergie cinétique :

N
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Dans ce cas la fonction de partition s’écrie

N

Y (V. T, W= i1=11 Z 1

1 désigne les états quantiques accessibles.

On en déduit pour les particules discernables et identiques

N
¥ (V,T,W=2 VT

Les particules étant sans interaction et indiscernables, on a pour la
fonction de partition totale :

N
Z (VT
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Ou 7 Cl(V, T) est la fonction de partition particulaire ;
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L’intégrale multiple est séparable; et la contribution des trois
composantes de I’énergie cinétique d’ou :
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(En utilisant ces fonctions de partition on peut trouver les équations
d’un gaz parfait, pour cela on peut appliquer les méthodes qui nous
serviront d’avoir les fonctions thermodynamique(V))

PV=NKT

V. Fonctions thermodynamique :

Les fonctions thermodynamique sont reliées a la grande fonction de
répartition qui peut Etre obtenue par la loi de probabilit¢ grande
canonique.

Loi de probabilit¢ grande canonique :

On considére un systeme de volume fixé mis en contact avec un
réservoir de température 7 et de potentiel chimique x avec lequel il



¢change de 1’énergie et des particules. On montre que la probabilité

d’observer un micro-¢tat m est donnee par
1 B,
Pro(m) = e

Ou Em et Nm sont respectivement 1’énergie et le nombre de particules
du systeme quand il est dans le micro-état m. Le dénominateur, ¥ ne
dépend ni du micro-état m, ni des détails du réservoir, mais seulement
du systeme ¢tudié, de la température et du potentiel chimique. Il est
donné par normalisation de la probabilité :

~B(E,~uV,)
Y.Pro(m)= 1l,etdonc ¥ =e
m

(La somme porte sur fous les micro-¢tats m, quels que soient le
nombre de particules ou I’€nergie.)

Ce dénominateur ¥ s’appelle la grande fonction de partition. Le
calcule WY permet d’obtenir toutes les propriétés thermodynamiques du
systeme.

En particulier, en dérivant par /S et par u, on obtient :

<E> p<N >=— al“(;’glp
_ Olnin ¥
B <N >=+-o

De méme, les variances de E et de N s’obtiennent par des
combinaisons linéaires des dérivées secondes de Inln¥. Pour un
systeme grand, thermodynamique, on vérifie que les fluctuations de E
et de N sont négligeables devant leurs valeurs moyennes, et I’on peut
donc confondre valeur moyenne, valeur typique, valeur la plus
probable, valeur observée : <E> = E et <N> = N. Pour un systeme de
petite taille, il faut bien str garder les valeurs moyennes.

Connaissant la probabilit¢ de chaque micro-état m, on peut écrire la
probabilité que le Systéme ait N particules :

1 o BE,w,)
Pour N,=N alors Pro(N) =Y Pro(m) = X e
m m

Micro-ctats m tels que Micro-ctats m tels que
M= N Nuw=N




Puis que N est constante donc Pro(N) a pour variable Em on retrouve

alors la fonction de partition Z(T, N, V) :

—B(E ) —B(-uN B(kN)
(m)e (um)ze; Z(];MI/)

Pro(N} Lo

Micro-états m tels que
_"nll = _"u'

En appliquant In dans Pro(N), on obtient :
Inln¥ = BuN + InlnZ(T,N,V) — In In Pro(N)

(N~<N> or Pro(<N>) ~%, avec V la taille du systeme) donc on

néglige In Pro(N) devant les autres termes.

En multipliant ’expression IninW = BuN + InlnZ(T,N,V) par
— KBT on trouve J (potentiel grand canonique) en fonction de F

=— KBT InilnZ (I’énergie libre) ¥ =— uN — KBT IninZz ,

= F — uN
La potentielle grand canonique thermodynamique J vérifie :
d] =— SdT — PdV — Ndp

En dérivant J par rapport a ses variables, on peut donc obtenir les
différentes fonctions thermodynamiques:
9] 9] 9]
s =-=L p=—-9L N = - -L
or ol or |
En particulier, on peut vérifier que 1’expression donnant N est la méme

que dans
<E>>u<N >=—

_, Olnin¥Y
B<N>=+-——

En fait, les choses sont encore plus simples que ¢a : J est une fonction
extensive qui dépend de V (extensif), de 7 (intensif) et de u (intensif).
J est donc nécessairement proportionnel a V.

dlnin ¥
B




]
Comme —-——-, ona

] =— PV ou

PV

KBT

(En d’autres termes, E — TS — Ny =— PV).

=InlnV¥.



Conclusion

En conclusion, on voit que cet ensemble est intéressant :

1. pour des systémes avec N variables, par exemple :

— La coexistence d’une phase gazeuse et d’une phase liquide

— la coexistence d’une phase gazeuse et solide (c’est I’adsorption dans les 2 cas)
— pour traiter des problémes ou le photon intervient : N est non constant
(rayonnement cosmologique)

2. pour des systémes avec N constant mais que 1’on va laisser fluctuer (peu si N
tend vers I’infini). N n’est plus avec une contrainte "dure" (ou N est une
constante fixée, comme en micro canonique) mais est une contrainte "molle"
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