
BAB II 

PERSAMAAN DIFERENSIAL  TINGKAT SATU BERDERAJAT SATU 

 
A.​ Persamaan Diferensial Linier Order Satu Homogen 

Persamaan diferensial biasa order satu dapat dinyatakan dalam : 

​ ​ ​ ​   𝐹 𝑥, 𝑦( ) = 𝑑𝑦
𝑑𝑥

atau dalam bentuk turunan  

​ ​ ​ ​ ​  𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 +  𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =  0 ............ (1)

Contoh . 1​    𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 2𝑦+𝑥

𝑦−2𝑥 = 0

dapat ditulis :   

 2𝑦 + 𝑥( )𝑑𝑥 + (𝑦 − 2𝑥)𝑑𝑦 =  0 
dimana,  

, ​ dan      𝑀 𝑥, 𝑦( ) =  2𝑦 +  𝑥 𝑁(𝑥, 𝑦 ) =  𝑦 – 2𝑥.

Contoh . 2​        𝑑𝑦
𝑑𝑥 = sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑦 

dapat ditulis 

   𝑑𝑦 = (sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥  +  𝑦 ) 𝑑𝑥

atau  

  ​  sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥  +  𝑦 ( )𝑑𝑥 − 𝑑𝑦 = 0

dimana, 

   ; ​ dan        𝑀 𝑥, 𝑦( ) = sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥  +  𝑦 𝑁(𝑥, 𝑦) =− 1.

Persamaan diferensial pada persamaan (1) dan penyelesaian-nya adalah menafsirkan 
  sebagai kemiringan dari garis singgung pada lengkungan (kurva) 𝑑𝑦

𝑑𝑥  𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦' 
penyelesaian di titik ( .  𝑥, 𝑦)

 

B.​ Penyelesaian Langsung 

Persamaan diferensial terpisah dalam bentuk implisit : 

 𝑓 𝑥( )𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦( )𝑑𝑦 = 0
Penyelesaian umum suatu persamaan difeensial terpisah sebagai berikut : 

 ∫ 𝑓 𝑥( )𝑑𝑥 + ∫ 𝑔 𝑦( )𝑑𝑦 = 𝑐

 𝑐 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎 𝑠𝑒𝑏𝑎𝑟𝑎𝑛𝑔
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Contoh . 3​  Tentukan penyelesaian umum dari   

 𝑥 𝑑𝑥 − 6𝑦2 2𝑦3 + 5( )𝑑𝑦 = 0
Penyelesaian 3 : persamaan di atas pada contoh 3 sudah terpisah, maka dapat di 

integralkan sebagai berikut : 

 ∫ 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 6𝑦2 2𝑦3 + 5( )𝑑𝑦 = 0

 1
2 𝑥2 + 1

2 2𝑦3 + 5( )
2

= 𝐶
1

Catatan : 

 ∫ 6𝑦2 2𝑦3 + 5( )𝑑𝑦 = ∫ 𝑎 𝑑𝑎 = 1
2 𝑎2 = 1

2 2𝑦3 + 5( )
Misalkan  𝑎 = 2𝑦3 + 5   ,  𝑚𝑎𝑘𝑎 𝑑𝑎 = 6𝑦2 𝑑𝑦

PUPD :  𝑥2 + 2𝑦3 + 5( )
2

= 2𝐶
1
         𝑎𝑡𝑎𝑢      𝑥2 + 2𝑦3 + 5( )

2
= 𝐶    ∎      ; 2𝐶

1
= 𝐶

Contoh . 4​  Tentukan persamaan diferensial  2𝑥

𝑥2 + 1( )𝑑𝑥 + 1
𝑦+1( )𝑑𝑦 = 0

Penyelesaian 4 : perubah  sudah terpisah, maka dapat diintegralkan sebagai 𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑦

berikut : 

 ∫ 2𝑥

𝑥2+1( )𝑑𝑥 + ∫ 1
𝑦+1( )𝑑𝑦 = 0

 ∫ 1

𝑥2+1( )𝑑(𝑥2 + 1) + ∫ 1
𝑦+1( )𝑑𝑦 = 𝐶

 ln 𝑙𝑛 𝑥2 + 1( ) + ln 𝑙𝑛 𝑦 + 1( ) = 𝐶  
 𝑙𝑛 𝑥2 + 1( ) 𝑦 + 1( ) = 𝐶       𝑎𝑡𝑎𝑢   𝑥2 + 1( ) 𝑦 + 1( ) = 𝑒𝐶

Penyelesaian umum PD :   𝑥2 + 1( ) 𝑦 + 1( ) = 𝐶          ∎                 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 :  𝑒𝐶 = 𝐶

 

C.​ Penyelesaian Peubah yang dapat Dipisahkan 

Jika persamaan   dapat ditransformasikan, maka persamaan tersebut dapat ditulis (1)

dalam bentuk :​ 

​

......................​ ​  𝑓
1

𝑥( )𝑔
1

𝑦( )𝑑𝑥 + 𝑓
2

𝑥( )𝑔
2

𝑦( )𝑑𝑦 = 0                            (2)
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Faktor pengintegral adalah ​ ​ maka  didapati  1
𝑓

2
𝑥( )𝑔

1
𝑦( )

​ ​ ​

 
𝑓

1
𝑥( )

𝑓
2

𝑥( ) 𝑑𝑥 +
𝑔

2
𝑦( )

𝑔
1

𝑥𝑦( ) 𝑑𝑦 = 0                      ………………       (3)

​ ​  
Jika persamaan  tidak eksak namun persamaan (3) adalah eksak sehingga teknik (2)

penyelesaiannya menyesuaikan dan dapat dilakukan integral langsung dalam bentuk 

berikut ini ​ : 

 ∫
𝑓

1
𝑥( )

𝑓
2

𝑥( ) 𝑑𝑥 + ∫
𝑔

2
𝑦( )

𝑔
1

𝑥𝑦( ) 𝑑𝑦 = 𝐶                            

​ ​  

Contoh . 5​ Selesaikan persamaan diferensial berikut ini : 

 1 + 𝑥( )𝑦𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑦 = 0
Penyelesaian 5 :  

 1 + 𝑥( )𝑦𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑦 = 0
Faktor Integrasi adalah   , persamaan menjadi :  1

𝑥𝑦

 1
𝑥𝑦 1 + 𝑥( )𝑦𝑑𝑥 + 1

𝑥𝑦 𝑥 𝑑𝑦 = 0     

  1+𝑥
𝑥 𝑑𝑥 + 1

𝑦 𝑑𝑦 = 0
Karena persamaan sudah terpisah maka dapat diintegralkan : 

 ∫ 1+𝑥
𝑥( )𝑑𝑥 + ∫ 1

𝑦 𝑑𝑦 = 𝐶

 ∫ 1
𝑥 + 1( )𝑑𝑥 + ∫ 1

𝑦 𝑑𝑦 = 𝐶

 ln 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥 + 𝑙𝑛𝑦 = 𝐶 
 ln 𝑙𝑛 𝑥𝑦 + 𝑥 = 𝐶    

 𝑙𝑛𝑥𝑦 + ln 𝑙𝑛 𝑒𝑥 = 𝑒𝐶 
              𝑥𝑦𝑒𝑥 = 𝐶          ∎ 𝑒𝐶 = 𝐶

Penyelesaian umum persamaan diferensial   (PUPD) :    𝑥𝑦𝑒𝑥 = 𝐶 

 

D.​ Selesaikan persamaan diferensial berikut ini :  𝑦' + 𝑥𝑦 = 3

Penyelesaian 17 :  

 𝑦' + 𝑥𝑦 = 3𝑦     
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    𝑑𝑖 𝑟𝑢𝑏𝑎ℎ 𝑚𝑒𝑛𝑗𝑎𝑑𝑖    
 𝑑𝑦

𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 = 3𝑦
 𝑑𝑦 + 𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 3𝑦 𝑑𝑥   

  𝑑𝑦 + 𝑥𝑦 − 3𝑦( )𝑑𝑥 = 0
       𝑑𝑦 + 𝑦 𝑥 − 3( )𝑑𝑥 = 0       

Faktor integral adalah , maka persamaan tereduksi menjadi  1
𝑦

 1
𝑦 𝑑𝑦 + 1

𝑦 𝑦 𝑥 − 3( )[ ]𝑑𝑥 = 0           

  𝑑𝑦
𝑦 + 𝑥 − 3( )𝑑𝑥 = 0   

Karena persamaan diferensial sudah  terpisah, maka dapat di integralkan : 

 ∫ 𝑑𝑦
𝑦 + ∫ 𝑥 − 3( )𝑑𝑥 = 𝐶  

 ln 𝑙𝑛 𝑦 + 1
2  𝑥 − 3( )2 = 𝐶            𝑑𝑖𝑘𝑎𝑙𝑖 2 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑟𝑜𝑙𝑒ℎ

 𝑦 +  𝑥 − 3( )2 = 2𝐶          =>    ln 𝑙𝑛 𝑦2 + ln 𝑙𝑛 𝑒 𝑥−3( )2

= 𝑙𝑛𝑒2𝐶  

PUPD :                      𝑦2𝑒 𝑥−3( )2

= 𝐶     𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦2 = 𝐶𝑒− 𝑥−3( )2

𝑙𝑛𝑒2𝐶 = 𝐶

E.​ Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut ini : Rumus Volterra  

 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑥(𝑎

1
+ 𝑎

2
𝑦)

 𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑦(𝑏

1
+ 𝑏

2
𝑥)

Fungsi tersebut menggambarkan persaingan dua spesies yang hidup dilingkungan yang 

disediakan.  

Penyelesaian 7 . Diketahui bahwa   𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑡 . 𝑑𝑡
𝑑𝑥

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑦 𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

𝑥 𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

 𝑑𝑦 =  
𝑦 𝑏

1
+𝑏

2
𝑥( )

𝑥 𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

Faktor integrase :  1
𝑦 𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( )

 1
𝑦 𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  1

𝑦 𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦

𝑦 𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

𝑥 𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

 1
𝑦 𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  1

𝑥 𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

Persamaan diferensial sudah terpisah dalam bentuk ekplisit, maka 
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 ∫ 1
𝑦 𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  ∫ 1

𝑥 𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

 ∫ 𝐴
𝑦 + 𝐵

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  ∫ 𝐷

𝑥 + 𝐸
𝑏

1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

Dicari nilai   diperoleh : 𝐴,  𝑑𝑎𝑛  𝐵 

 𝐴 𝑎
1

+ 𝑎
2
𝑦( ) + 𝐵𝑦 = 1

 𝐴𝑎
1

+ 𝐴𝑎
2
𝑦 + 𝐵𝑦 = 1

 𝐴𝑎
1

= 1
 𝐴𝑎

2
+ 𝐵 = 0

Jika  𝐴𝑎
1

= 1     𝑚𝑎𝑘𝑎         𝐴 = 1
𝑎

1

Jika  𝐴𝑎
2

+ 𝐵 = 0               𝑚𝑎𝑘𝑎  1
𝑎

1
𝑎

2
+ 𝐵 = 0       ,  𝐵 =  −

𝑎
2

𝑎
1

       

Diperoleh   , lalu subtiusikan kepersamaan  𝐴 = 1
𝑎

1
   𝑑𝑎𝑛  𝐵 =  −

𝑎
2

𝑎
1

       

 ∫ 𝐴
𝑦 + 𝐵

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  ∫

1
𝑎

1

𝑦 +
−

𝑎
2

𝑎
1

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦
𝑑𝑦 = ∫ 1

𝑎
1
𝑦 𝑑𝑦∫−

𝑎
2

𝑎
1

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( ) 𝑑𝑦

 1
𝑎

1
ln 𝑙𝑛 𝑦 −

𝑎
2

𝑎
1

ln 𝑙𝑛 𝑎
1

+ 𝑎
2
𝑦( ) 1

𝑎
2

( ) =  1
𝑎

1
ln 𝑙𝑛 𝑦 − 1

𝑎
1

𝑙𝑛 𝑎
1

+ 𝑎
2
𝑦( ) + 𝐶

Sama-saman dikalikn factor , maka : 1
𝑎

1

 ln 𝑙𝑛 𝑦 − 𝑙𝑛 𝑎
1

+ 𝑎
2
𝑦( ) + 1

𝑎
1

𝐶 = 𝑙𝑛 𝑦
𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( ) + 𝐶   

 ∫ 𝐴
𝑦 + 𝐵

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 = 𝑦

𝑎
1
+𝑎

2
𝑦( ) + 𝐶       ∎

 

Dicari nilai D dan E sebagai berikut : 

 ∫ 1
𝑥 𝑏

1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥 = ∫ 𝐷

𝑥 + 𝐸
𝑏

1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥 =

 𝐷 𝑏
1

+ 𝑏
2
𝑦( ) + 𝐸𝑦 = 1

 𝐷𝑏
1

+ 𝐷𝑏
2
𝑦 + 𝐸𝑦 = 1

 𝐷𝑏
1

= 1
 𝐷𝑏

2
+ 𝐸 = 0

Jika  𝐷𝑏
1

= 1     𝑚𝑎𝑘𝑎         𝐷 = 1
𝑏

1
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Jika  𝐷𝑏
2

+ 𝐸 = 0              𝑚𝑎𝑘𝑎  1
𝑏

1
𝑏

2
+ 𝐸 = 0       ,  𝐸 =  −

𝑏
2

𝑏
1

       

Diperoleh   , lalu subtiusikan kepersamaan  𝐷 = 1
𝑏

1
   𝑑𝑎𝑛  𝐸 =  −

𝑏
2

𝑏
1

       

 ∫ 𝐷
𝑥 + 𝐸

𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥 =  ∫

1
𝑏

1

𝑥 +
−

𝑏
2

𝑏
1

𝑏
1
+𝑏𝑦( )

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦
𝑑𝑥 = ∫ 1

𝑏
1
𝑥 𝑑𝑥∫−

𝑏
2

𝑏
1

𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( ) 𝑑𝑥

 1
𝑏

1
ln 𝑙𝑛 𝑥 −

𝑏
2

𝑏
1

ln 𝑙𝑛 𝑏
1

+ 𝑏
2
𝑥( ) 1

𝑏
2

( ) =  1
𝑏

1
ln 𝑙𝑛 𝑥 − 1

𝑏
1

𝑙𝑛 𝑏
1

+ 𝑏
2
𝑥( ) + 𝐶

Sama-saman dikalikan faktor , maka : 1
𝑏

1

 ln 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛 𝑏
1

+ 𝑏
2
𝑥( ) + 1

𝑏
1

𝐶 = 𝑙𝑛 𝑥
𝑏

1
+𝑏

2
𝑥( ) + 𝐶   

 ∫ 𝐷
𝑥 + 𝐸

𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥 = 𝑥

𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( ) + 𝐶       ∎

Jadi  

 ∫ 1
𝑦 𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑦 =  ∫ 1

𝑥 𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( )

⎡⎢⎣
⎤⎥⎦
𝑑𝑥

 𝑦
𝑎

1
+𝑎

2
𝑦( ) − 𝑥

𝑏
1
+𝑏

2
𝑥( ) = 𝐶   ∎    

F.​ Penyelesaian Homogen 

Suatu persamaan diferensial homogen adalah suatu persamaan dari bentuk :   

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑀 𝑥,𝑦( )

𝑁 𝑥,𝑦( )
Persamaan diferensial dikatakan homogen jika  dan  adalah fungsi-fungsi 𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑁(𝑥, 𝑦)

homogen dan berderajat sama. Subtitusi  dan PD 𝑦 =  𝑣𝑥 ;  𝑑𝑦 = 𝑣 𝑑𝑥 +  𝑥 𝑑𝑣

Homogen dapat diubah menjadi PD dengan perubah terpisah. Atau 

 𝑥 = 𝑣𝑦 => 𝑑𝑥 = 𝑦𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑦

Suatu fungsi  disebut homogen berpangkat  jika  Disini 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑛 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑛𝑓(𝑥, 𝑦).

diberikan contoh -contoh persmaan diferensial homogen 

Contoh . 3​ Diberikan persamaan   adalah homogen berpangkat 2  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦

Bukti :​​  

       𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦

 𝑓(𝑥, 𝑦) =  (𝑥)2 + (𝑥)(𝑦)
                     = 2𝑥2 +  2 𝑥𝑦( ) =  2(𝑥2 + 𝑥𝑦) =  2 𝑓 𝑥, 𝑦( )∎
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Contoh . 4​ Diberikan persamaan adalah homogen tingkat Satu  sin 𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝑦    

Contoh-contoh persamaan diferensial homogen dan penyelesaiannya : 

Contoh . 5​ Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial 

  ;     𝑦' = 2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2 𝑦(1) = 2

Penyelesaian 5  

 𝑦' = 2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2                =>             𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2

 2𝑥𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2( )𝑑𝑦 = 0                 ……….    (5. 1)
Tranformasikan        𝑎 = 𝑦

𝑥        =>      𝑦 = 𝑎𝑥     =>        𝑑𝑦 = 𝑎𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑎

Lalu subtitusikan dan       ke pers. , diperoleh : 𝑎 𝑑𝑦 = 𝑎𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑎 (5. 1)

              2𝑥𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2( )𝑑𝑦 = 0                 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑒𝑛𝑔𝑎𝑙𝑖  1

𝑥2

 1

𝑥2 (2𝑥𝑦 𝑑𝑥) − 1

𝑥2 𝑥2 − 𝑦2( )𝑑𝑦 = 0                 

                    2 𝑦
𝑥  𝑑𝑥 − 1 − 𝑦2

𝑥2( )𝑑𝑦 = 0  

 2𝑎 𝑑𝑥 − 1 − 𝑎2( ) 𝑎𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑎( ) = 0  

 1
𝑥 𝑑𝑥 − 1−𝑎2( )

𝑎 𝑎2+1( )  𝑑𝑎 = 0            ………..     (5. 2) 

Persamaan (5.2) sudah terpisah, maka persamaan diferensial dapat di integral sebagai 

berikut : 

 ∫ 1
𝑥 𝑑𝑥 − ∫ 1−𝑎2( )

𝑎 𝑎2+1( )  𝑑𝑎 = 0  

 𝑙𝑛 𝑥 − ∫ 1−𝑎2( )
𝑎 𝑎2+1( )  𝑑𝑎 = 𝐶

 ln 𝑙𝑛 𝑥 −  − ln 𝑙𝑛 𝑎2 + 1( ) + ln 𝑙𝑛 𝑎  [ ] = 𝐶
 ln 𝑙𝑛 𝑥 + ln 𝑙𝑛 𝑎2 + 1( ) − ln 𝑙𝑛 𝑎 = 𝐶   

 ln 𝑙𝑛 𝑥 𝑎2+1( )
𝑎 = 𝐶           ;   𝑥 𝑎2+1( )

𝑎 = 𝐶            ; 𝐶 = 𝑒𝐶 

Jika   𝑎 = 𝑦
𝑥  ,  𝑚𝑎𝑘𝑎
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 𝑥 𝑎2+1( )
𝑎 = 𝐶      =>      

𝑥 𝑦
𝑥( )2

+1( )
𝑦
𝑥

=
𝑦2

𝑥 +𝑥
𝑦
𝑥

= 𝑦2+𝑥2

𝑦 = 𝐶                  

PUPD : dengan syarat    artinya    dan    lalu disubtitusikan 𝑦(1) = 2 𝑥 = 1 𝑦 = 2

diperoleh : 

  𝑦2+𝑥2

𝑦 = (2)2+(1)2

2 = 5
2 = 𝐶                  

​ Penyelesaian partikulir persamaan diferensial (PPPD)  

 𝑦2+𝑥2

𝑦 = 5
2       𝑎𝑡𝑎𝑢 2𝑦2 + 2𝑥2 − 5𝑦 = 0    ∎

Catatan : 

 ∫ 1−𝑎2( )
𝑎 𝑎2+1( )  𝑑𝑎 = ∫ 𝐴𝑎+𝐵

𝑎2+1
𝑑𝑎 + ∫ 𝐶

𝑎 𝑑𝑎

 𝐴𝑎 + 𝐵( )𝑎 + 𝐶 𝑎2 + 1( ) = 1 − 𝑎2

 𝐴𝑎2 + 𝐵𝑎 + 𝐶𝑎2 + 𝐶 = 1 − 𝑎2

 𝐴 + 𝐶( )𝑎2 + 𝐵𝑎 + 𝐶 = 1 − 𝑎2

    𝐴 + 𝐶 =− 1      ; 𝐵 = 0       ;        𝐶 = 1

JIka  𝐶 = 1     𝑚𝑎𝑘𝑎    𝐴 + 𝐶 =− 1     => 𝐴 + 1 =− 1   ; 𝐴 =− 2

 ∫ 𝐴𝑎+𝐵

𝑎2+1
𝑑𝑎 + ∫ 𝐶

𝑎 𝑑𝑎 =  ∫ (−2)𝑎+0

𝑎2+1
𝑑𝑎 + ∫ 1

𝑎 𝑑𝑎 =

 ∫ −2( )𝑎

𝑎2+1
𝑑𝑎 + ∫ 1

𝑎 𝑑𝑎 = ∫− 1

𝑎2+1
𝑑(𝑎2 + 1) + ln 𝑙𝑛 𝑎 

 − ln 𝑙𝑛 𝑎2 + 1( ) + ln 𝑙𝑛 𝑎 = 𝐶   
 𝑎

𝑎2+1
= 𝐶           ∎

    

(****)Tranformasikan        𝑧 = 𝑥
𝑦        =>      𝑥 = 𝑦𝑧     =>        𝑑𝑥 = 𝑧𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑧

   2𝑥𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2( )𝑑𝑦 = 0                 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑒𝑛𝑔𝑎𝑙𝑖  1

𝑦2

 2𝑥𝑦 𝑑𝑥− 𝑥2−𝑦2( )𝑑𝑦

𝑦2 = 0

 2 𝑥
𝑦( )𝑑𝑥 − 𝑥2

𝑦2 − 1( )𝑑𝑦 = 0

 2𝑧(𝑧𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑧) − 𝑧2 − 1( )𝑑𝑦 = 0
 2𝑧2𝑑𝑦 + 2𝑧𝑦 𝑑𝑧 − 𝑧2𝑑𝑦 + 𝑑𝑦 = 0

 𝑧2𝑑𝑦 + 𝑑𝑦 + 2𝑧𝑦 𝑑𝑧 = 0
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 𝑧2 + 1( )𝑑𝑦 + 2𝑧𝑦 𝑑𝑧 = 0
 𝑑𝑦

𝑦 + 2𝑧

𝑧2+1( ) 𝑑𝑧 = 0

 ∫ 𝑑𝑦
𝑦 + ∫ 2𝑧

𝑧2+1( ) 𝑑𝑧 = 0

 ln 𝑙𝑛 𝑦 + ln 𝑙𝑛 𝑧2 + 1( ) = 𝑐
1
  

 𝑦 𝑧2 + 1( ) = 𝐶

 𝑦 𝑥2

𝑦2 + 1( ) = 𝐶

 𝑦 𝑥2 + 𝑦2( ) = 𝐶𝑦2

 jawaban sama (item) 𝑦2+𝑥2

𝑦 = 𝐶                  

Catatan : 

 ∫ 2𝑧

𝑧2+1( ) 𝑑𝑧 = ∫ 2𝑧

𝑧2+1( )
𝑑 𝑧2+1( )

2𝑧  

 

Contoh . 6​    Cari penyelesaian persamaan diferensial dari ​​ ​ ​

 𝑥 + 2𝑦( )𝑑𝑥 + 2𝑥 + 3( )𝑑𝑦 = 0  ; 𝑦 2( ) = 1

Penyelesaian 6 : persamaan diferensial homogen berderajat satu 

      faktor pengali adalah   , diperoleh  𝑥 + 2𝑦( )𝑑𝑥 + 2𝑥 + 3𝑦( )𝑑𝑦 = 0 1
𝑦

       1
𝑦 𝑥 + 2𝑦( )𝑑𝑥 + 1

𝑦 2𝑥 + 3𝑦( )𝑑𝑦 = 0

       𝑥
𝑦 + 2( )𝑑𝑥 + 2 𝑥

𝑦 + 3( )𝑑𝑦 = 0

Penyelesaiannya adalah  𝑎 = 𝑥
𝑦      ; 𝑥 = 𝑎𝑦     ;    𝑑𝑥 = 𝑦𝑑𝑎 + 𝑎𝑑𝑦

Lalu disubtitusikan : 

 𝑎 + 2( ) 𝑦𝑑𝑎 + 𝑎𝑑𝑦[ ] + 2𝑎 + 3( )𝑑𝑦 = 0
 𝑎 + 2( )𝑦 𝑑𝑎 + 𝑎 + 2( )𝑎 𝑑𝑦 + 2𝑎 + 3( ) 𝑑𝑦 = 0

 𝑎 + 2( )𝑦 𝑑𝑎 + 𝑎2 + 4𝑎 + 3( ) 𝑑𝑦 = 0
 𝑎+2( )

𝑎2+4𝑎+3( )  𝑑𝑎 + 1
𝑦  𝑑𝑦 = 0

Karena persamaan sudah terpisah, maka persamaan dapat di integralkan 

 ∫ 𝑎+2( )

𝑎2+4𝑎+3( )  𝑑𝑎 + ∫ 1
𝑦  𝑑𝑦 = 0
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 ∫ 𝑎+2( )
(𝑎+1)(𝑎+3)  𝑑𝑎 + ∫ 1

𝑦  𝑑𝑦 = 0

 1
2 ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( ) + 1

2 ln 𝑙𝑛 (𝑎 + 3)  + ln 𝑙𝑛 𝑦 = 𝐶                      𝑑𝑖𝑘𝑎𝑙𝑖𝑘𝑎𝑛 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 2

diperoleh 

 ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( ) + ln 𝑙𝑛 (𝑎 + 3)  + 2 ln 𝑙𝑛 𝑦 = 2𝐶 
 ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( ) + ln 𝑙𝑛 (𝑎 + 3)  + ln 𝑙𝑛 𝑦2 = 2𝐶 

       atau       𝑎 + 1( ) 𝑎 + 3( )𝑦2 = 𝐶 (𝑎2 + 4𝑎 + 3)𝑦 = 𝐶

Lalu subtiusikan   diperoleh  𝑎 = 𝑥
𝑦

 ( 𝑥
𝑦( )2

+ 4( 𝑥
𝑦 ) + 3)𝑦 = 𝑥2

𝑦2 + 4𝑥
𝑦 + 3( )𝑦 = 𝐶

 𝑦𝑥2

𝑦2 + 4𝑦2𝑥

𝑦2 + 3𝑦3

𝑦2( ) = 𝐶

        merupakan PUPD 𝑦𝑥2 + 4𝑦2𝑥 + 3𝑦3 = 𝐶𝑦2         ∎

Jika      maka   𝑦 2( ) = 1 𝑦𝑥2 + 4𝑦2𝑥 + 3𝑦3 = 𝐶𝑦2

C  (1)(2)2 + 4 1( )2(2) + 3(1)3 = (1)2

 4 + 8 + 3 = 𝐶       ; 𝐶 = 15
Penyelesaian partikulir persamaan diferensial (PPPD) : 

15  𝑦𝑥2 + 4𝑦2𝑥 + 3𝑦3 = 𝑦2       ∎

 

Catatan : 

 ∫ 𝑎+2( )
(𝑎+1)(𝑎+3) = ∫ 𝐴

𝑎+1 𝑑𝑎 + ∫ 𝐵
𝑎+3 𝑑𝑎 = ∫ 1/2

𝑎+1 𝑑𝑎 + ∫ 1/2
𝑎+3 𝑑𝑎

 ∫ 𝑎+2( )
(𝑎+1)(𝑎+3) = 1

2 ∫ 1
𝑎+1 𝑑𝑎 + 1

2 ∫ 1
𝑎+3 𝑑𝑎

 ∫ 𝑎+2( )
(𝑎+1)(𝑎+3) = 1

2 ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( ) + 1
2 ln 𝑙𝑛 (𝑎 + 3)  

Harga A dan B dapat dicari dengan : 

 𝐴 𝑎 + 3( ) + 𝐵 𝑎 + 1( ) = 𝑎 + 2
 𝐴𝑎 + 𝐵𝑎 + 3𝐴 + 𝐵 = 𝑎 + 2
 𝐴 + 𝐵( )𝑎 + 3𝐴 + 𝐵 = 𝑎 + 2

  ……….. (1) 𝐴 + 𝐵 = 1   

 3𝐴 + 𝐵 = 2    …….. (2)
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Dengan cara eliminasi dan subtitusi diperoleh : 

      ;  jika  2𝐴 = 1   =>   𝐴 = 1
2  𝐴 = 1

2    =>      1
2 + 𝐵 = 1   

   𝐵 = 1 − 1
2 = 1

2

 
 
 
E.​ Persamaan diferensial dengan koefisien fungsi linear  

Persamaan diferensial pada persamaan (1), jika  adalah fungsi 𝑀 𝑥, 𝑦( ) 𝑑𝑎𝑛 𝑁(𝑥, 𝑦)

linear dalam  dan  , maka persamaan tersebut dinamakan persamaan diferensial dengan 𝑥 𝑦

koefisien fungsi linear. Persamaan ini mempunyai bentuk : 

 (𝑎𝑥 +  𝑏𝑦 +  𝑐) 𝑑𝑥 +  (𝑝𝑥 +  𝑞𝑦 + 𝑟) 𝑑𝑦 =  0
Dimana  𝑎,  𝑏,  𝑐,  𝑝,  𝑞,  𝑑𝑎𝑛 𝑟 ∈𝑅 

a.​ berbentuk Jika : ​ atau    𝑎𝑞 – 𝑏𝑝 =  0 𝑝
𝑎 = 𝑞

𝑏 = 𝑚

Untuk mendapatkan PUPD gunakan subtitusi ,  maka PD 𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 𝑑𝑦 = 𝑑𝑢−𝑎𝑑𝑥
𝑏  

tersebut dapat diubah menjadi perubah terpisah.  

 

Contoh  12​  Selesaikan persamaan diferensial 

 𝑥 − 2𝑦 + 9( )𝑑𝑥 − 3𝑥 − 6𝑦 + 19( )𝑑𝑦 = 0

Penyelesaian 12 diketahui 

 𝑎 = 1 ; 𝑏 =− 2  ; 𝑐 = 9  ; 𝑝 =− 3  ; 𝑞 = 6  ; 𝑑𝑎𝑛 𝑟 =− 19

Berdasarkan   𝑎𝑞 – 𝑏𝑝 = 1( ) 6( ) − − 2( ) − 3( ) = 6 − 6 = 0

Maka penyelesaian persamaan diferensial adalah  

 𝑢 = 𝑥 − 2𝑦         ;         𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 − 2𝑑𝑦
 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥−𝑑𝑢

2
 𝑥 − 2𝑦 + 9( )𝑑𝑥 − 3 𝑥 − 2𝑦) + 19( )𝑑𝑦 = 0

          𝑢 + 9 ( )𝑑𝑥 − 3𝑢 + 19( ) 𝑑𝑥−𝑑𝑢
2( ) = 0

                   − 𝑢 + 1( )𝑑𝑥 + 3𝑢 + 19( )𝑑𝑢 = 0

                                                                    𝑑𝑥 = 3𝑢+19( )𝑑𝑢
𝑢+1

Persamaan tersebut sudah terpisah maka dintegral , diperoleh :  
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 ∫ 𝑑𝑥 = ∫ 3𝑢+19( )𝑑𝑢
𝑢+1

 𝑥 = ∫ 3 𝑢+1( )+16
𝑢+1 𝑑𝑢 = ∫ 3𝑑𝑢 + 16

𝑢+1 𝑑𝑢

 𝑥 = 3𝑢 + 16 ln 𝑙𝑛 𝑢 + 1( ) + 𝐶
Kemudian subtitusikan  , maka 𝑢 = 𝑥 − 2𝑦

 𝑥 = 3 𝑥 − 2𝑦( ) + 16 ln 𝑙𝑛 𝑥 − 2𝑦 + 1( ) + 𝐶
   2𝑥 − 6𝑦 + 16 ln 𝑙𝑛 𝑥 − 2𝑦 + 1( ) = 𝐶               ∎

Merupakan penyelesaian umum PD. 

 

Contoh  13​ Selesaikan persamaan diferensial  𝑥 + 𝑦 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 + 𝑦( )𝑑𝑦 = 0

Penyelesaian 13 : Diketahui  𝑎 = 1   ;   𝑏 = 1  ; 𝑐 = 1 ; 𝑝 = 1 ;    𝑞 = 1  ; 𝑟 = 0

 𝑎𝑞 − 𝑏𝑝 = 1( ) 1( ) − 1( ) 1( ) = 0
Penyelesaiannya  𝑢 = 𝑥 + 𝑦     ;    𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦      ;    𝑑𝑦 = 𝑑𝑢 − 𝑑𝑥

 𝑥 + 𝑦 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 + 𝑦( )𝑑𝑦 = 0
 𝑢 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑢( ) 𝑑𝑢 − 𝑑𝑥( ) = 0

 𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑢 = 0
Karena persamaan sudah terpisah maka dapat dintegral : 

 ∫ 𝑑𝑥 + ∫ 𝑢𝑑𝑢 = 0        

  𝑥 + 1
2 𝑢2 = 𝐶

 ​  2𝑥 + 𝑢2 = 2𝐶

jika  𝑢 = 𝑥 + 𝑦

     merupakan PUPD 2𝑥 +  𝑥 + 𝑦( )2 = 𝐶            ∎

 

b.​ Jika :  𝑎𝑞 – 𝑏𝑝  0

 𝑎
𝑝 ≠ 𝑏

𝑞  𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 ≠ 𝑢 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦( )𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑢 ∈ 𝑅
Untuk mendapatkan penyelesaian umum   gunakan subtitusi      dan  𝑥 =  𝑥

1
 +  ℎ

 dimana   dan    . Jadi penyelesaian diferensial  menjadi 𝑦 =  𝑦
1
 +  𝑘,  𝑥 =  ℎ  𝑦 =  𝑘

peprsamaan diferensial  Homogen : 

​ ​ ​    𝑎𝑥
1
 +  𝑏𝑦

1( )𝑑𝑥
1
 +  𝑝𝑥

1
 +  𝑞𝑦

1( )𝑑𝑦
1
 =  0  
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Contoh  14​ Selesaikan persamaan diferensial 

 7𝑥 − 3𝑦 − 7( )𝑑𝑥 + 3𝑥 − 7𝑦 − 3( )𝑑𝑦 = 0

Penyelesaian 14 :  diketahui   𝑎 = 7,  𝑏 =− 3 ,  𝑐 =− 7 ; 𝑝 = 3,  𝑞 =− 7,  𝑟 =− 3 

 𝑎𝑞 − 𝑏𝑝 = 7( ) − 7( ) − − 3( ) 3( ) =− 49 + 9≠0
Penyelesaian persamaan diferensial : 

Dicari nilai  . dipilih dengan determinan : ℎ 𝑑𝑎𝑛 𝑘

 𝑥 = ∆𝑥
∆ = 7 −3 3 −7 | |

7 −3 3 −7 | | = −40
−40 = 1

 𝑦 = ∆𝑦
∆ = 7 7 3 3 | |

7 −3 3 −7 | | = 0
−40 = 0

Diperoleh  nilai   kemudian subtitusikan : 𝑥 = ℎ = 1   ;   𝑦 = 𝑘 = 0

 𝑥 =  𝑥
1
 +  ℎ                               𝑑𝑎𝑛                   𝑦 =  𝑦

1
 +  𝑘

 𝑥 =  𝑥
1
 +  1                               𝑑𝑎𝑛                   𝑦 =  𝑦

1
 +  0

  ​ ​ ​      ​   𝑑𝑥 = 𝑑𝑥
1
        𝑑𝑦 = 𝑑𝑦

1

 7 𝑥
1
 +  1( ) − 3𝑦

1
− 7( )𝑑𝑥

1
+ 3(𝑥

1
 +  1) − 7𝑦

1
− 3( )𝑑𝑦

1
= 0

 7𝑥
1

− 3𝑦
1( )𝑑𝑥

1
+ 3𝑥

1
− 7𝑦

1( )𝑑𝑦
1

= 0
Persamaan sudah homogen, maka diselesaikan dengan penyelesaian homogen derajat satu 

Misalkan :  𝑎 =
𝑥

1

𝑦
1

     ;    𝑥
1

= 𝑎𝑦
1
      :     𝑑𝑥

1
= 𝑎𝑑𝑦

1
+ 𝑦

1
𝑑𝑎

 7𝑥
1

− 3𝑦
1( )𝑑𝑥

1
+ 3𝑥

1
− 7𝑦

1( )𝑑𝑦
1

= 0

Persamaan di kalikan dengan factor  diperoleh 1
𝑦

1

 7
𝑥

1

𝑦
1

− 3( )𝑑𝑥
1

+ (3
𝑥

1

𝑦
1

− 7) = 0

 7𝑎 − 3( ) 𝑎𝑑𝑦
1

+ 𝑦
1
𝑑𝑎( ) + 3𝑎 − 7( )𝑑𝑦

1
= 0

 7𝑎2 − 3𝑎( ) 𝑑𝑦
1

+ 3𝑎 − 7( )𝑑𝑦
1

+ 7𝑎 − 3( )𝑦
1
𝑑𝑎 = 0

 7𝑎2 − 7( ) 𝑑𝑦
1

+ 7𝑎 − 3( )𝑦
1
𝑑𝑎 = 0

 
7𝑑𝑦

1

𝑦
1

+ 7𝑎−3( )

𝑎2−1( ) 𝑑𝑎 = 0

 ∫
7𝑑𝑦

1

𝑦
1

+ ∫ 7𝑎−3( )

𝑎2−1( ) 𝑑𝑎 = 7∫
𝑑𝑦

1

𝑦
1

+ ∫ 7𝑎−3
(𝑎−1)(𝑎+1) 𝑑𝑎( ) = 𝐶

 7 ln 𝑙𝑛 𝑦
1

+  ∫ 𝐴
𝑎−1 𝑑𝑎 + ∫ 𝐵

𝑎+1 𝑑𝑎⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
= 𝐶

 
20 

Modul -1Persamaan Diferensial Tingkat Satu dan Berderajat Satu 



Dengan mencari nilai  dan  dengan reduksi diperoleh :    dan  lalu 𝐴 𝐵 𝐴 = 2 𝐵 = 5

subtiusikan nilai  dan  diperoleh : 𝐴 𝐵

 ln 𝑙𝑛 𝑦
1( )7 +  ∫ 2

𝑎−1 𝑑𝑎 + ∫ 5
𝑎+1 𝑑𝑎⎡⎢⎢⎣

⎤⎥⎥⎦
= 𝐶

 ln 𝑙𝑛 𝑦
1( )7 + 2𝑙𝑛 𝑎 − 1( ) + 5𝑙𝑛 𝑎 + 1( ) = ln 𝑙𝑛 𝐶 

 ln 𝑙𝑛 𝑦
1( )7 + 𝑙𝑛 𝑎 − 1( )2 + ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( )5 = ln 𝑙𝑛 𝐶 

 ln 𝑙𝑛 𝑦
1( )7 + 𝑙𝑛 𝑎 − 1( )2 + ln 𝑙𝑛 𝑎 + 1( )5 = ln 𝑙𝑛 𝐶 

 ln 𝑙𝑛 𝑦
1( )7 𝑎 − 1( )2 𝑎 + 1( )5 = ln 𝑙𝑛 𝐶 

 𝑦
1( )7 𝑎 − 1( )2 𝑎 + 1( )5 = 𝐶                  𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 ln 𝑙𝑛 𝐶 = 𝐶

Subtitusikan     diperoleh : 𝑦
1

= 𝑦  ; 𝑥
1

= 𝑥 − 1   𝑑𝑎𝑛 𝑎 =
𝑥

1

𝑦
1

 𝑦
1( )7 𝑥

1

𝑦
1

− 1( )2 𝑥
1

𝑦
1

+ 1( )5( ) = 𝐶

 𝑦( )7 𝑥−1
𝑦 − 1( )2 𝑥−1

𝑦 + 1( )5( ) = 𝐶

 𝑦( )7 𝑥−1
𝑦 − 𝑦

𝑦( )2 𝑥−1
𝑦 + 𝑦

𝑦( )5( ) = 𝐶

 𝑦( )7 𝑥−𝑦−1
𝑦( )2 𝑥+𝑦−1

𝑦( )5( ) = 𝐶

 𝑥 − 𝑦 − 1( )2 𝑥 + 𝑦 − 1( )5 = 𝐶               ∎
 𝑚𝑒𝑟𝑢𝑝𝑎𝑘𝑎𝑛 𝑝𝑒𝑛𝑦𝑒𝑙𝑒𝑠𝑎𝑖𝑎𝑛 𝑢𝑚𝑢𝑚 𝑝𝑒𝑟𝑠𝑎𝑚𝑎𝑛 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑠𝑖𝑎𝑙

 

Contoh  15​ Selesaikan penyelesaian khusus dari persamaan yang diberikan  𝑦 1( ) = 1

 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑥−5𝑦+3

2𝑥+4𝑦−6
Penyelesaian 15.  

 2𝑥 − 5𝑦 + 3( )𝑑𝑥 − 2𝑥 + 4𝑦 − 6( )𝑑𝑦 = 0                                (15. 1)
diketahui   𝑎 = 2,  𝑏 =− 5 ,  𝑐 = 3 ; 𝑝 =− 2,  𝑞 =− 4,  𝑟 = 6 

 𝑎𝑞 − 𝑏𝑝 = 2( ) − 4( ) − − 5( ) − 2( ) =− 8 + 10≠0
Karena  , maka Penyelesaian persamaan diferensial : 𝑎𝑞 − 𝑏𝑝≠0

 𝑥 = 𝑥
1

+ ℎ      ;   𝑦 = 𝑦
1

+ 𝑘
Lalu dicari nilai  dari persamaan (15.1). dipilih dengan determinan : dimana ℎ 𝑑𝑎𝑛 𝑘

persaman linear sebagai berikut : 
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 2𝑥 − 5𝑦 =− 3  
 2𝑥 + 4𝑦 = 6

 𝑥 = ∆𝑥
∆ = −𝑐 𝑏 −𝑟 𝑞 | |

𝑎 𝑏 𝑝 𝑞 | | = −3 −5 6 4 | |
2 −5 2 4 | | = 18

18 = 1

 𝑦 = ∆𝑦
∆ = 𝑎 −𝑐 𝑝 −𝑟 | |

𝑎 𝑏 𝑝 𝑞 | | = 2 −3 2 6 | |
2 −5 2 4 | | = 18

18 = 1
Diperoleh  nilai   kemudian subtitusikan : 𝑥 = ℎ = 1   ;   𝑦 = 𝑘 = 1

 𝑥 =  𝑥
1
 + ℎ                               𝑑𝑎𝑛                   𝑦 =  𝑦

1
 +  𝑘

 𝑥 =  𝑥
1

+ 1                               𝑑𝑎𝑛                   𝑦 =  𝑦
1

+ 1
  ​ ​ ​      ​   𝑑𝑥 = 𝑑𝑥

1
        𝑑𝑦 = 𝑑𝑦

1
                            

Persamaan (15.1) direduksi menjadi  : 

 2𝑥 − 5𝑦 + 3( )𝑑𝑥 − 2𝑥 + 4𝑦 − 6( )𝑑𝑦 = 0                                
 2(𝑥

1
+ 1) − 5(𝑦

1
+ 1) + 3( )𝑑𝑥

1
− 2 𝑥

1
+ 1( ) + 4 𝑦

1
+ 1( ) − 6( )𝑑𝑦

1
= 0

                 2𝑥
1

− 5𝑦
1( )𝑑𝑥

1
− 2𝑥

1
+ 4𝑦

1( )𝑑𝑦
1

= 0        ………………..  (5. 2)
Persamaan (5.2) sudah homogen, maka penyelesaian persamaan (5.2) dengan 

penyelesaian homogen,  diperoleh sebagai berikut : 

Dengan factor pengali , maka persamaan (5.2), menjadi 1
𝑦

1

 1
𝑦

1
(2𝑥

1
− 5𝑦

1
)𝑑𝑥

1
− 1

𝑦
1

2𝑥
1

+ 4𝑦
1( )𝑑𝑦

1
= 0

 (2
𝑥

1

𝑦
1

− 5)𝑑𝑥
1

− 2
𝑥

1

𝑦
1

+ 4( )𝑑𝑦
1

= 0

Penyelesaian dengan subtitusikan : ​   maka​    𝑥
1

= 𝑎𝑦
1
  => 𝑦

1
=

𝑥
1

𝑎

 𝑑𝑥
1

= 𝑎𝑑𝑦
1

+ 𝑦
1
𝑑𝑎

 𝑑𝑦
1

=
𝑑𝑥

1
−𝑦

1
𝑑𝑎

𝑎

  2𝑎 − 5( )𝑑𝑥
1

− 2𝑎 + 4( )𝑑𝑦
1

= 0

 2𝑎 − 5( )𝑑𝑥
1

− 2𝑎 + 4( )
𝑑𝑥

1
−

𝑥
1

𝑎 𝑑𝑎

𝑎( ) = 0

 𝑎2 2𝑎−5( )

𝑎2 𝑑𝑥
1

− 2𝑎 + 4( )
𝑎𝑑𝑥

1
−𝑥

1
𝑑𝑎

𝑎2( ) = 0

 2𝑎3 − 5𝑎2 − 2𝑎2 − 4𝑎( )𝑑𝑥
1

+ 2𝑎 + 4( )𝑥
1
𝑑𝑎 = 0

 2𝑎3 − 7𝑎2 − 4𝑎( )𝑑𝑥
1

+ 2𝑎 + 4( )𝑥
1
𝑑𝑎 = 0

 
𝑑𝑥

1

𝑥
1

+ 2𝑎+4( )

2𝑎3−7𝑎2−4𝑎( ) 𝑑𝑎 = 𝐶
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 ∫
𝑑𝑥

1

𝑥
1

+ ∫ 2𝑎+4( )

2𝑎3−7𝑎2−4𝑎( ) 𝑑𝑎 = ln 𝑙𝑛 𝑥
1

+ ∫ 2𝑎+4
𝑎 2𝑎+1( )(𝑎−4) 𝑑𝑎 = 𝐶 

 𝑙𝑛𝑥
1

+ ∫ 𝐴
𝑎 𝑑𝑎 + ∫ 𝐵

2𝑎+1 𝑑𝑎 + ∫ 𝐶
𝑎−4 𝑑𝑎 = 𝐶

1

 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑐𝑎𝑟𝑎 𝑟𝑒𝑑𝑢𝑘𝑠𝑖 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑟𝑜𝑙𝑒ℎ 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝐴 =− 1      ;   𝐵 = 4
3     ;   𝐶 = 1

3

 𝑙𝑛𝑥
1

+ ∫ −1
𝑎 𝑑𝑎 + ∫ 4/3

2𝑎+1 𝑑𝑎 + ∫ 1/3
𝑎−4 𝑑𝑎 = 𝐶

1

 ln 𝑙𝑛 𝑥
1

− ln 𝑙𝑛 𝑎 + 2
3 ln 𝑙𝑛 2𝑎 + 1( ) + 1

3 ln 𝑙𝑛 𝑎 − 4( ) = 𝐶               ∎
 

F.​ Persamaan Diferensial berbentuk :  𝑦𝑓(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑥𝑔(𝑥𝑦) 𝑑𝑦 =  0
Untuk mendapatkan PUPD subtitusikan maka 𝑎 =  𝑦𝑥,        𝑦 = 𝑎

𝑥      𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑎−𝑎 𝑑𝑥 

𝑥2   

dapat diperoleh PD dengan perubah terpisah. 
 

Contoh  16​ Selesaikan persamaan diferensial  𝑦 𝑥𝑦 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2( )𝑑𝑦 = 0
Penyelesaian 16 

 𝑦 𝑥𝑦 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2( )𝑑𝑦 = 0       ………….  (16. 1)
 
Subtiusikan    kepers. (16.1) diperoleh : 𝑎 = 𝑥𝑦 ,       𝑦 = 𝑎

𝑥     ;       𝑑𝑦 = 𝑎 𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑎

𝑥2

Persamaan diferensial berubah menjadi : 

 𝑦 𝑎 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 1 + 𝑎 + 𝑎2( ) 𝑎 𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑎

𝑥2( ) = 0

 𝑎
𝑥 𝑎 + 1( )𝑑𝑥 + 𝑥 1 + 𝑎 + 𝑎2( ) 𝑥 𝑑𝑎−𝑎𝑑𝑥

𝑥2( ) = 0

 𝑎 𝑎+1( )𝑑𝑥+ 𝑥 1+𝑎+𝑎2( )( )𝑑𝑎−𝑎 1+𝑎+𝑎2( )𝑑𝑥
𝑥 = 0

Direduksi menjadi : 

 𝑥 1+𝑎+𝑎2( )( )𝑑𝑎− 𝑎3( )𝑑𝑥
𝑥 = 0

 𝑑𝑥
𝑥 − 1+𝑎+𝑎2( )

𝑎3 𝑑𝑎 = 0         ……  (16. 2)

Persamaan (16.2) diferensial sudah terpisah, maka dapat dintegralkan  
 

 ∫ 𝑑𝑥
𝑥 − ∫ 1+𝑎+𝑎2( )

𝑎3 𝑑𝑎 = 𝐶
1

 ln 𝑙𝑛 𝑥 +  1

2𝑎2 + 1
𝑎 − ln 𝑙𝑛 𝑎 = 𝐶

1
  

 ln 𝑙𝑛 𝑥
𝑎 +  1

2𝑎2 + 1
𝑎 = 𝐶

1

Lalu subtitusikan  𝑎 = 𝑥𝑦
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 1

2(𝑥𝑦)2 + 𝑥𝑦

𝑥𝑦( )2 − ln 𝑥2𝑦2

𝑥𝑦( )2 𝑙𝑛 𝑦 = 𝐶
1
  

 1 + 2𝑥𝑦 − 2𝑥2𝑦2 ln 𝑙𝑛 𝑦 = 2𝐶
1
𝑥2𝑦2

 1 + 2𝑥𝑦 − 2𝑥2𝑦2 ln 𝑙𝑛 𝑦 = 𝐶𝑥2𝑦2                 ∎
                

 dimana  2𝐶
1

= 𝐶
 

Contoh  17​ Selesaikan persamaan diferensial singular dari persamaan  
 𝑦 1 + 𝑥𝑦( )𝑑𝑥 + 𝑥 1 − 𝑥𝑦( )𝑑𝑦 = 0                           𝑦 0( ) = 2

       
Penyelesaian 17 : 
Subtiusikan  𝑎 = 𝑥𝑦   ;   𝑥 = 𝑎

𝑦     ;   𝑑𝑥 = 𝑦 𝑑𝑎−𝑎 𝑑𝑦

𝑦2

Persamaan berubah menjadi  
                ​

 𝑦 1 + 𝑎( ) 𝑦 𝑑𝑎−𝑎 𝑑𝑦

𝑦2( ) + 𝑎
𝑦 1 − 𝑎( )𝑑𝑦 = 0                           

 𝑦2 1 + 𝑎( )𝑑𝑎 − 𝑦𝑎 1 + 𝑎( )𝑑𝑦 + 𝑎𝑦 1 − 𝑎( )𝑑𝑦 = 0
 𝑦2 1 + 𝑎( )𝑑𝑎 − 2𝑦𝑎2𝑑𝑦 = 0

 1+𝑎

𝑎2 𝑑𝑎 − 2𝑑𝑦
𝑦 = 𝐶

Persamaan sudah terpisah, maka dapat diintegral menjadi : 
 

 ∫ 1+𝑎

𝑎2( ) 𝑑𝑎 − ∫ 2𝑑𝑦
𝑦 = 𝐶

1

 − 1
𝑎 + 𝑙𝑛𝑎 − 2 ln 𝑙𝑛 𝑦 = 𝐶

1
 

 
Lalu subtitusiskan  , diperoleh : 𝑎 = 𝑥𝑦
 

 1
𝑥𝑦 − ln 𝑙𝑛 𝑥𝑦 − 𝑙𝑛𝑦2 = 𝐶

1
  

PUPD : 
  1

𝑥𝑦 − ln 𝑙𝑛 𝑥
𝑦 = 𝐶    ∎           𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝐶

1
= 𝐶 

Jika syarat  ;  ; maka 𝑦 1( ) = 2
 1

1(2) − ln 𝑙𝑛 1
2 = 𝐶     ; 𝐶 = 1

2 − ln 𝑙𝑛 2   
PPPD : 

 1
𝑥𝑦 − ln 𝑙𝑛 𝑥

𝑦 = 1
2 − ln 𝑙𝑛 2     ∎           𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝐶

1
= 𝐶 
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