| CORRECTION CENTRALE TSI II 2008

| PARTIE I : INTERFEROMETRE DE MICHELSON

I.A.1 La lame séparatrice réelle a une épaisseur non nulle. Le rayon qui se réfléchit sur le
miroir 1 ne traversera qu’une fois la lame quand celui qui se réfléchit sur M, I’aura traversé
trois fois. Il faut donc rajouter sur le chemin du rayon « 1 » une lame compensatrice de méme
épaisseur que la lame séparatrice placée parallelement a cette derniere.

M;

La compensation n’est pas parfaite si les rayons ont des angles d’incidence différents.
I1 faut placer le détecteur dans le plan focal de la lentille pour observer les interférences.

IA.22)5,=201,-20I,=2¢

b) Soits, = A el = a, et 1a vibration arrivant en F’ apres réflexion sur M,
Soits, = A ¥ = a, e' ' celle arrivant en F’ aprés réflexion sur M,. ( ¢ = 217 5/A)
s=s T8, =A(+ e'i¢) et=gel™

L’éclairement regu en F’ est : E; = a . a* = (E;,./4)2 (1+cos(21r(2¢)/A)

c¢) Ecran a grande distance : éclairement uniforme sur la section du faisceau laser.

LB.1a)(Ol,)=nL, =(I -hy2)L,
b) (OL)=n,L,=(1+hy2) L,

c)0=2(L,-L)+hy(L,+L,)=2e+hy (L, +L,)

L.B.2 E = (E,,/2)(1 + cos (2T/A)(2e + 2h,L))
= (Eine/2)(1 + cos(211/A)(2¢) cos(211/A)2h,L - sin(211/A)(2¢) sin(211/A)2h,L)

Au premier ordre en h, : E ~ (E;,o/2)(1 + cos@®, - 2h, Lk sin@,)
I.LB.3a)P,.,=E S = (P, /2) (1 + cosd,- 2h Lk sin,)

b) si non OG : P, = (P;,/2) (1 + cosdy) , si OG P = (Pi/2)(1 + cosd, - 2h,Lk sing)
done 18Pmes| AP, | = P,.h, Lk |sing, | |sing,|
Cette variation est maximale pour ¢, = (T1/2)[TT] et AP, | AP, .| max = Pinc hg L kK

Application numérique : |AR,,..| AR, max = 3,5 101 W << P, donc difficilement

détectable !



1.B.4 a) signal/bruit = P;,. hy L k |sing, | Ising, | /ff[Pmﬁ,.’Ej[l + cosgy)
V (Pinc/2)(1 + cosgy)

Ce rapport sera maximal si cosd, = -1 ou ¢,= T7[21T] : frange sombre

b) ¢o=3187 10° 11 ... cohérent...(précision illusoire ?)

I.B.5Sh,;,=2,7 10"
I.B.6 a) h,,,, >> 10" : le dispositif ne permet pas de détecter les ondes gravitationnelles

provoquées par les supernovae de I’amas de la Vierge.
. 2 D . . .
b) h,,;, varie en 1/v “'inc ¥ ©'inc donc h,,;, varie en 1/a (a amplitude) donc h,;, varie

proportionnellement a la distance a la source. Les ondes gravitationnelles détectées
proviennent de supernovae 100 fois plus proche que celles de I’amas de la Vierge.

| PARTIE II : ISOLATION SISMIQUE

I1I.A Pendule simple

—_— —_— —

IL.A.1 Dans R galiléen, avec une base cylindrique (*r ™8 -~ %y Urota 7y
Bilan des forces sur M :

Le poids Mg = Mg(—sinf ug + cos8 u,) Mg = Mg(—sinf ug + cosfu,)

- Latensiondufil? = —Tu, T = -Tu,

Le principe fondamental de la dynamique donne : M a(M/R) = Mg + T
a(M/R)=Mg + T

avec A(M/R) =—L,6%u + L buga(M/R) = —L,6%u + L ,6ug

En projection sur Ugug :ML, g6 —_ Mg sin? @

Comme 6 est petit (petit déplacement), on a X, —X, = L, 8 d’ou I’équation vérifiée par X, :

= 2 2 = g/l w-= .[g/L.
Xy Xy =@y Wy (x,-Xx,) avec “¢ V@/Ly @ =g/l

Solution : x,(t) = A cos(wt+a) + X,

—_— . —

. . . o o o , . .
I1.A.2 Si on rajoute la force d’amortissement (avec Y8 ™~ €xUg ™ €x) 1’équation devient :
a a z 2 " "
Xy Xy =_p @ (x,—x,) - X1/Tx,/T
. c : . z 2
ou en utilisant X, = X; — X, : X X, +x,/T+x,/T 4 wy wy X, =0

En multipliant par M X3 X3 onobtient le bilan : dE./dt — Py + dE,/dt : on retrouve le
théoréme de la puissance mécanique.

II.A .3 L’équation caractéristique de I’équation différentielle est : r*+r/T+wy*=0
S 2
Son discriminant est A = (1/7)*- 4w,
+ e't/zT (AE_"J'EE'.I'I: _I_ Be"a'Ef.l'IZ} e—‘m‘Et.:"E _l_ BEWJ'EE'.I'I:}

Si A >0, le régime est apériodique : X; = X,

Si A=0, le régime est critique : x, = x, + €% (At+B)



Si A <0, le régime est pseudopériodique : x, = x, + €2 (A cos( V=4a/2)tV=4/2)t + B sin(
V=4/2)t) V=4/2)t)

T est un temps caractéristique du retour de X, vers X,.

Courbes :
x1 xl
Régime apériodique Régime critique
Xg X
e
t t
=l
Régime pseudopériodique
[
/ l n
Xg———— - -

2T

On obtient T en tracant les exponentielles enveloppes, I’intersection entre la tangente a

’origine et I’asymptote X, = x, donne 2T...

II.B.1 I’équation différentielle est toujours : Xy %) = _wy wyp (xX; —Xq) - X /tx,y/T

I1.B.2 a) En passant en complexe x, = X, €' ', x, = X, €, on obtient :

X (-w” + wyHwIT) = Wy, X,

I [
[ 2 5 s . . —
2 2 [(wg—w” )+ e ft° [(wy—w” )"+ wft°
b) [X,/Xy| = “o ‘”D/"ql( . ) d,ql[ 0 )

On pose f(w) = (Wy*-w?)?* + w12

! % = i b ]
£2(W)=0 si w =0 ou W=w, = w, v (1 —1/277w5 /(1 — 1/27°w5 quj n’existe que si W, >1/T

V242

Courbes :

| |
1~ Casouw,>1/7v2 V2




W,

Dans le cadre du projet Virgo, il faut que |X,/X,| soit le plus petit possible donc w>>w,.

¢) Application numérique : X, =2,5 10" m . La différence de marche introduite par

I’onde gravitationnelle est 8,,, = 2hyL =3 10™"* m : I’isolation n’est donc pas suffisante.

d) Au contraire, pour mesurer I’amplitude des ondes sismiques, il faut W<<w,.

I1.C Amélioration du dispositif

I1.C.1 a) Dans R galiléen, avec une base cylindrique (%r %8 r— %y WrsUg 7y
Bilan des forces sur M :
Le poids Mg = Mg(—sinf ug + cosfu,)Mg =Mg(—sinf ug + cosfu,)

- Latensiondufil Tw = ~Tyu, Ty = —Tyu,
Le principe fondamental de la dynamique donne : M a(M/R) =Mg + Ty
a(M/R) =Mg + T,
a(M/R) = —L,6%u + L, 6usa(M/R) = —L, 6% u +L,6u; & L,Buy~ L,Bu, (

avec
petits déplacements)
d’ou en projetant sur Ur ¥ "€z Up ¥ —€- . T = Mg = kmg

- 'u-?,. ,'u-g: o

ruE: ¥ _u}

b) Dans R galiléen, avec une base cylindrique (*r %y ) relative &
la iéme masse

Bilan des forces sur cette ieme masse :

Le poids mg = mg(—sinfi u,, + cosbiu, )mg = mg(—sinfi u,, + cosfiu_)

- Les tensions des fils T €f —Tisa T, ef — T,y
En projetant sur I’axe Oz, on obtient pour les angles petits :

T; =mg+T,,
De méme : T;,, =mg + T,
Ti,=mg+ Ti;
Ty =mg+ Ty

En ajoutant toutes ces égalités, on obtient : T; = (N-i)mg + Ty = mg (N+k-i)

—_— L —

I1.C.2 a) d’apres 1IC.1.a, la projection de la loi fondamentale sur Ugy Ve Ugy Ne,
donne :

I s 2 . .
Xy Xy =05 @5 (Xy—Xny) - Xy/tx,/T
Up rlhgy s~y UpoUg Uy ) relative &

b) Dans R galiléen, avec une base cylindrique ( ¥

la iéme masse
Bilan des forces sur cette iéme masse :
Le poids mg = mg(—sinfi ug, + cosbiu, )mg = mg(—sinfi uy, + cosbiu, )

—r —3 —_—

- Latension du fil entre la (i-1)éme masse et la iéme masse LT =_7 U u,
- Latension du fil entre la iéme masse et la( i+1)éme masse :

e
—_— — —

—Ti41 —Tisg= Ty (sin(B;:,-6;) 1e: U + cos(B;,,-6;) Ur Ur

_ 3, =
En projetant sur “&: ™ €x Ug: ™ €x etavec x;—x;; = L,6; et x;,;-x; = L0y,



mi ; = —(m/t)x ; — mg (x;—xy) + T (X, — 2 —x+x4)
Comme T;,; = mg(N+k-(i+1)), on obtient :
mi ; +(m/r)x; + mgx,(1+2(N+k—(i+1)))=
mg(x,  (IN+TEk—(i+1))+(N+k—(i+1)+ 1)x,_;)
mg(x,  (INTEk—(i+1)+(N+k—(i+ 1)+ 1)x,_;)
. +(1/0x;, +w;(2(N+k—-i)—1)
= wi((N+k—i—1)x,., +(N+k—-i)x_,)

II.C.3 En passant a la notation complexe : xn(-W*HWw/T-we?)=Ww,* Xx.; 0u Xn(AN) =Xn

De méme : x; (A;) = (k+N-i) x;,; + (k+tN-(i+1)) xiiy
II.C.4 a) BN - 1 ; BN-] = AN = 1 + AO

b) Pour w>>w,, A; = A, avec |Ay| = ouz/ouo2 >>1 donc B, & ’N‘:Al =- ouz/ouo2 (N=1=k)
¢)B, ¥ ¥ (JL)2/(;JO2 A=A, +9 ¥ ¥ B,

B, ¥ ¥ w¥swy A, ¥ ¥ A,

B, ¥ ¥ . w'/64 wo6 A, ¥ FA,

o A

[T 8,.3 8
B, w8 w, A .

1

w ome 10,04 10
By~ T w /8 w,

. 10 . .
xx =(1/By) %, d’0t une atténuation de 8*.(w,/w)  soit pour 10 Hz, une atténuation de 4 10™"°.

Ce n’est pas encore suffisant pour le projet car Xy =4 10"°m >> §,,, = 2h,L = 3 10""* m mais

on a bien amélioré le dispositif.

| PARTIE III : CONTROLE DE LA POSITION DU MIROIR

ITI.A.1 Le régime est linéaire donc V' =V =0.
En appliquant le théoréme de Millman, on obtient V(t) = V, = € (t)/(2+ RCw)
D’ou H, = Hy/(1+j(w/w,)) avec Hy =-1/2 et w, = 2/RC

Il s’agit d’un filtre passe-bas du premier ordre.

II1.A.2 Etude asymptotique du gain G4 = 20 log [H,|
Quand w<<w, , H; = H, d’ou G4z = 20 log[H,| = - 6 dB

Quand w>>w,, H, = Hy/(jw/w,) d’ou G4 = 20 log|H,| - 20 log(w/w,)

Quand w = w, H, = Hy/(1+)) d’ou Gy =20 log [Hy| - 3

Diagramme de Bode :
‘ Gas

log(w/w,)




pente
20dB/décade

IIL.B Asservissement du miroir
ITL.B.1 Pour passer de V(t) a x(t), il faut la fonction « intégrateur ».
II1.B.2 Le montage intégrateur idéal est :

e
[

|—|R

voy |, x(t)
(Mais ce r{nontage idéal netomctionne pas...il se sature car le condensateur se charge par le
courant d tsation ! i dre le montage intégrateur réel ?7?77?)

H,=x/V=-1/jRCw

II1.B.3 Si x(t) est différent de x,., une tension €(t) apparait et met en mouvement le miroir

jusqu’a ce que X(t) = Xep.
II.B4a)S=x=H, V=H, H, (Es—S) d’ou F = H,H,/(1+H,H,)
En remplagant : F = 1/(1+2jRCW-(RCW)*) = 1 / (1+jRCW)*
Il s’agit d’un filtre passe-bas du second ordre.
Stabilité : I’équation différentielle vérifiée par S(t) = x(t) est :
(RC)* d*S/dt* + 2RC dS/dt + S =E,;
L’équation caractéristique de I’équation homogéne s’écrit: ar* +br+c=0
La solution est stable si (—b/2a) <0 ce qui est le cas ici.
b) Etude asymptotique du gain en décibel G4z = 20 log|E]|

Quand w<<w, =1/RC:E=1,Gyp=0dB

Quand w>>w, : E = 1/GRCw)" , Gy = - 40 log(RCw)

Quand w = w, : Gy =-6dB

Diagramme de Bode : Ggp

c¢) La bande passante a — 3dB du systeme asservi est f, = [0, a/2TTRC] avec



[ [
(WZ-1 [(V2-1.n N
a=+ (v \ v )~ 0,64. % 0,64 L’amplitude maximale de S(t) ou de x (t) est Ol/2

donc le déplacement maximal du miroir est de 81 pendant T/2 d’0Ul Ve =2 f, 81

ITL.B.5 I’équation différentielle vérifiée par S(t) = x(t) est :

(RC)* d*S/dt* +2 RC dS/dt + S=E, ;=0

Le discriminant de 1’équation caractéristique est nul : le régime est critique
S(t) = e"RY(At+B) = Sy(1+t/RC)e ¢ compte-tenu des conditions initiales.
Allure : S(t)

- t

L’asservissement est correct car, pour le régime critique, c’est le retour le plus rapide vers
zéro, ici la référence.

PARTIE IV : LE LASER

IV.A A propos de I’émission stimulée

IV.A.1 Ni/Ny Ny/Ny = exp(-(E,-Eo)/kT

IV.A.2 Quand T tend vers 0, N, tend vers 0 : les atomes sont tous dans leur état fondamental,
A haute température, N, tend vers N, : tous les atomes sont dans un état excité.

N, =N, est impossible ( ?)

IVA3 E o =hv=hc/Ad’ 00 E ., = 1,87 10"°J=E, —E,

N,/N, = 1,8 10" : rapport extrémement faible.

IV.B.1 dN,,,, = C N, u(v) dt

IV.B.2 dN,., = A N, dt
IV.B.3 Le nombre d’atomes doit rester constant donc dN,,, = - AN,

D’ou Ny/N, =- C u(v)/A
IV.B.4 En remplagant u(v) : Ny/N, = -C D(V) (exp(hppV/kT)-1)"/A

Ce résultat n’est pas compatible avec la distribution de Maxwell-Boltzmann

IV.C.1 Le nombre d’atomes doit rester constant donc dN . = - AN, — dNjg
CNjpu(v)dt =- AN, dt — BN, u(v)dt

N/N, = -C u(V)/(A+Bu(V)) = -C D(V)/[BD(V)+A(exp(hpianeV/KT)-1)]

On retrouve la forme de la distribution de Maxwell Boltzmann si A = B D(V)
IV.C.2 Schéma fonctionnel :

~
R .;,

L\ Milien actif WA ]
N /Y

——— T T
- Angle de Brewster







