Capitulo 1

TRACCION Y COMPRESION

§ 8. Fuerzas interiores y tensiones que se desarrollan en las
seceiones transversales de una barra en la traccién y compresion

Como se indicé en el § 3, se entiende por traccion el caso de soli-
citacidén cuando en las secciones transversales de las barras aparecen
solamente fuerzas normales, mientras que el resto de las fuerzas

interiores (fuerza cortanie, momento torsor y momento flector)
es igual a cero.

Lo més usual es el caso de tracci6n de una barra por fuerzas apli-
cadas a sus extremos. La transmisién de los esfuerzos a la barra pue-
de sor realizada de distintas formas, como se indica en la figura 19.
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En todos los cases, sin embargo, el sistema de fuerzas exteriores se
reduce a una fuerza P dirigida a lo largo del eje de la barra. Por
eso, independientemente de las condiciones de sujecién de la barra
t.r.am:iinnada, el esquema de célculo es unico, el indicado en la figura
{5, d.

Si empleamos ol método de lassecciones, es evidente que en todas
las secciones transversales de la barra aparecerin las mismas fuer-
zas nermales IV, iguales a P (fig, 16).

N=PpP,
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La compresion se diferencia de la traccién, desde el punto de
vista formal, por el signo de la fuerza N. En el case de traccidn la
fuerza normal N va dirigida desde la seccién hacia afuera, en el de
compresidn, hacia la seccidn. Asi pues, al analizar las fuerzas interio-
res se mantiene el mismo método para la traccién y compresion.
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Al mismo tiempo, entre estos dos tipos de solicitacién pueden apre-
ciarse diferencias cualitativas, como, per ejemplo, al investigar
los procesos de rotura de los materiales o al investigar el comporta-
miento de barras largas y esbeltas, cuando la compresién va acompa-
fiada generalmente de flexidn.

Consideremos lag tensiones que aparecen en la seccién transver-
sal de una barra traccionada. La fuerza normal N es la resultante
de las fuerzas interiores en la seccidn (fig. 17). Es natural suponer que

Flg. 17.

en el caso de una barra homogénea, las fuerzas interiores se distri-
buyeu uniformemente en la seccién transversal. Entonces las ten-
siones normales serdn idénticas en todos los puntos de dicha seccidn.
N
0= T = ci-i]
siendo F el 4rea de la seccién transversal.

Esté claro, que la suposicién anterior sobre la distribueién uni-
forme de las tensiones internas en la seccidén transversal, es vilida
siempre y cuando no se analizan las particularidades de apoyo en
los extremos de la barra dada. Aqui se obra de acuerdo con el prin-
cipio de Saint Venant, conocido cientifico francés del siglo pasado.
El principio de Saint Venant es un principio general, pero en el caso
concreto de barras se le puede formular como sigue: el modo con.
crelo de aplicacion de las fuerzas exteriores a la barra traccionada, co-
mo regla general *), influye solamente a distancias no superiores

*) Exeluyendo las barras de parodes delgadas (véase cap. XI).
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a las dimensiones caracteristicas de la seccidén transversal. Esto
guiere decir que al analizar una barra traccionada es suficiente tener
en congideracidn sclamente la resultante de las fuerzas exteriores P,
sin interesarse por el modo concreto de aplicacion de las fuerzas,
Para ello es necesario prescindir de la parte de la barra situada en
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el lugar de aplicacién de las fuerzas exteriores, lo que se indica en
la figura 15. Ignorando las partes de la barra situadas en los extre-
mos se obtiene ol esquema de célculo (fig. 15, d) fnico, independien-
temente del modo de aplicar las fuerzas exteriores.

Este razonamiento es aplicable también a les tramos especiales
de la barra, donde varian bruscamente las formas geométricas de la

barra. Por ejemplo, en el caso do la barra
P escalonnda de la figura 18, se debe ex-
i cluir la zona donde el diamelro varia
tﬁ"(%m subitamente y las zonas vecinas al agu-
H jero. En todes los tramos restantes las
B tensiones en las secciones transversales
§|fuerzas oo distribuyen uniformemente y se ob-
- tienen por la férmula (1.1).

t|frepe En el ¢ase des uma barra homogénea
} traccionada solicitada en sus extremos,
las tensiones permanecen constanies ian-
it to dentro de la seccién tramsversal como
T a lo largo de la barra, es decir son con-
@ Yp by stanies en todos los puntos del volumen
gue ocupa el sblido. Este estado tensional
Flg. 19, se denomina estado tensional hemogéneo.
En estecaso todos les puntos del cuerpo

se encuentran en ias mismas condiciones.

El concepto de estado tensional homogéneo esta relacionado con
el de la continuidad del medio que occupa el gblido. Esta clare, que
la distribucién. de las fuerzas interiores en las cendiciones reales
no puede ser uniforme, debido a que los cristales del metal noson
homogéneos y a la compesicion molecular de la materia. Por eso,
cuando se habla de la distribucién uniforme de las fuerzas interiores
en la seccidn, se sobreentiends la distribueion en dreas muy superio-
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res a lag dimensiones de las secciones de los cristales, es decir, sin
contar con los detalles microscopicos. Esta reserve se refiere no sola-
mente a la traccién y compresién sino, también, a todes los casos de
solicitacién gue serdn analizades més adelante.

En el caso de traccidn no siempre surge un estado tensional ho-
mogéneo. Asi, por ejemplo, en el caso de la barra de seccién trasversal
variable (fig. 19, @) las tensiones varian a lo largo de la barra, re-
sultando que el estado tensional no es homogéneo. Lo mismo ocurre
cuando la barra estd solicitada por su pese propie (fig. 19, b).

§ 9. Alargamiento de la barra y tey de Hooke

Las dimensiones de la barra traccionada varian segin sea la mag-
nitud de las fuerzas aplicadas. Si antes de aplicar la carga su longitud
era I, después de aplicarla, serd ya I4+Al (fig. 20). La magnitud Al
se denomina alargamiento absoluto de la barra.
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Fig. 20,

Consideraremos gue el alargamiento absoluto y la deformacién
son consecuencias solamente de las tensiones que surgen en la barra.
En realidad existen otros factores que también influyen sobre la
magnitud de la deformacidn. Asi per ejemplo, la deformacion depende
de la temperatura y del tiempo de duracidén de la carga. Le magnitud
de las deformaciones no eldsticas depende de la «historia» de la soli-
citacion, es decir, de la manera en que tuvieron de crecer y disminuir
las fuerzas exteriores. Por ahora, no trataremos estas cuestiones,

Puesto que en la barra solicitada (fig. 20), el estado tensional es
homogéneo y todos los trames se encuentran en las mismas condicio-
nes, la deformacibén & & lo largo del aje de la barra serd la misma, €
igual al valor medio en la longitud /,

e:i}'. (1.2)

Esta magnitud se denomina deformacién unitaria de la barra.
En el caso de que el estado tensional no fuese homogéneo, la
deformacion en la seccién A (fig. 20) se determinaria estableciendo

oy
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el limite para el tramo pequeno dz y entonces,

_Ads
E=T

(1.3)

Observemos, que en virtud de la distribucién uniforme de las
tensiones en la seccién, los alargamientos de todos los tramos ele-
mentales de longitud ab (fig. 20) del segmente dz son iguales. Por
1o tanto, si los extremos de log tramos se encontraban antes de la
solicitaci6én en un mismo plano, formarén después de ella, también
un plano, pero desplazado a lo largo del eje de la barra. Esto puede
ser admitido eomo base para la interpretacién del mecanismo de la
traccién y compresién y constituye la hipdtesis de las secciones planas
(hip6tetsis de Bernoulli). Si considerames esta hipétesis como base,
entonces la distribucién homogénea de las tensiones en la seceion
transversal se podrd deducir de ella. Cuando se trata de alargamientos
pequefios, para la inmensa mayoria de los materiales es vilida la ley
de Hooke que establece la relacién de propoercionalidad directa entre
las tensiones y las deformaciones,

o= Ee. (1.4)

E es el coeficiente de proporcionalidad denominado mddulo de
elasticidad de primer género. El médulo de elasticidad es una cons-
tante fisica del material que se obtiene experimentalmente y se mide
en las mismas unidades gue ¢, es decir, en kgf/em?®. El mdédulo de
elasticidad para los materiales de mayor uso es el siguiente: (en
kgfiem?):

REBTG v & oioasis W o woSEL R ACKALTRL W N E={2,0=21).10°
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LELBI & e 5 & @ad W s Y §ia E=(1,0+ 1,2)-10*
Aluminioc y sus alenciones con magnesio E=(0,7 + 0,8) 10¢
Madera (a Io largo de las fibras) . . . . . E=(0,08 + 0,12).10¢

La ley de Hooke es aproximada. En el caso de algunos materiales,
comio por ejemplo el atero, se cumple con gran exactitud dentro de,
emplios limites de variacién de las tensiones. En otros casos, se oh-
servan apreciables desviaciones de la ley de Hooke. Por ejemplo,
en el caso del hierro fundide y de otros materiales de construccién
incluso para tensiones pequefias, la ley de Hooke s6lo puede ser ad-
mitida de manera aproximada. En los casos cuando la ley de Heoke
no es vélida, las deformaciones vienen dadas por medio de una fun-
¢ién no lineal de la tensién '

e=f(0)

de tal manera, que esta funcién corresponda a la curva que se
obtiene del ensayo del material
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Volviendo & la expresién (1.4) y sustituyendo en ella o por
N Adz '
+ ¥ & por o, obtendremos,

"N
&d‘z = —E}-— "

El alargamiento absoluto de la barra en el tramo de longitud
i serd,

i
Ndz

Cuando la barra esti cargada solamente en sus extremos, la fuerza
normal ¥ =P no depende de z. 8i, al mismo tiempo, la barra es de
secciébn constante F, entonces de la expresién (1.5) obtendremos,

Pi
Al =g (1.6)

Al resolver muchos problemas précticos surge la necesidad de
considerar, no solamente los alargamientos debidos a las tensiones
&, sino también los relacionados con el cambio de temperatura. En
este caso se emplea el principio de superposicién, obteniendo & comg
la suma de la deformacién debida a la carga y la originada exclusi-
vamente por el cambio de la temperatura,

E=-E—+a£,

siendo o« el coeficiente de dilatacién lineal del material.
En el caso de una barra homogénea, solicitada en sus extremos
y calentada uniformemente, obtendremos,

Al =5 - lut. (1.7)

As{ pues, las deformaciones correspondientes a la carga y a la tempe-
ratura se consideran independientes. Esto se basa sobre el hecho es-
tablecido experimentalmente de que el médulo de elasticidad E
varia muy poco cuando se trata de un calentamiento moderado, al
igual que &, que prdcticamente, no depende de la tensién o. En el
caso del acero esto ocurre hasta temperaturas del orden de 300 a
400° C. Para mayores temperaturas es necesario contar con la depen-
dencia de £ de 1.

Veamos algunos ejemplos de determinacién deo las lensiones y
desplazamientos en los casos més simples de traccién y compresién.

Ejemplo 1.1, Determinar la ley de distribucién de las fuerzas normales, ten-
siones y desplazamicntos & 1o largo de la barra escalonada, solicitada en su extre-
me por la fuerza P (fig. 24, a), asi como también las magnitudes numéricas de la
méxima tensién y del desplazamiento maximo, P=5 tf, F=2 cm® y I=1 m.

El material de la barra es acero para el cual E=2.10% kgffom®. Puesto que la
fuerza P es considerable, el peso propio de la barra no tiens importancia.
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De lag condiciones de equilibrio de cualguiere de las partes separadas de la
barra, se deduce gque Ia fuerza normal N en cada seccién de la barra es igual a la
fuorza exterior P. Construyamos el diagrama de la variacién de la fuerza N a lo
largoe del eje de la barra, Los diagramas de manera muy clara expresan las Ieyes
de variacitn do lag distintes magnitudes que so examinan, En este caso, el dia-
grama de la fuerza normal estd representado em la fig, 21, b por un rectingulo,
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ya gue N=P=constante. En la [igura, el diagrama de N esta rayado por lineas
orientadas en la misma direccién en gque seé ¢olacan los valores de N, es decir,
vertical mente.

Para obtener el diagrama de las tensiones o, €s necesario dividir las ordena-
das del diagrama de N por el érea F {fig. 21, ¢). El valor méximo de ¢ es,

P 5000
Tnay = = = 2 500 kef/em?®.

Determinemos ahora ol desplazamisnto u (en cm) de cads seccién de la ha-
rra, en ba direcci6n de la fuerza P, El desplazamiante de la seccidn z coincide con
el alargamiento del tramo de longitud s y, por lo tanto, de acuerdo con la [6r-

mula (1.8,
oy S
“=FEF

Esa decir, en el tramo donde z varfa de cero a I, el desplazamientd u es pro-
pumiaml oz (fig. 21,d). En el segundo tramo de la barra el desplazamicnto es

_ Pl Py
W= TIEF -

Lo dependencia entré u y z, también sert lineal. El desplazamiento miximo
ocurro en-la seccifn de! extremo de la barra,

e P =3s5ﬂﬂﬁ'~100_

max T ZEF  2.2-100.2 T

Ejemplo 1.2. Construir el diagrama de las fuerzas normales, tensiones y des-

plazamientos en el caso de una barra cilindrica colgada libremente y solicitada

or log fuerzas de su peso propio (fig: 22). La langlﬁ.!ud de la barra es !, el frea
¢ la seccifn transversal, F y el peso especifico del material, y.

0,187 em.
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La fuerza normal en la seccién z es igual al peso de la parte de la barra que
se encuentra debajo de la seccibn,

N=+Fz.

Es decir que la fuerza normal es propor¢ional a =. El diagrama de N en cste caso
se raya con lineas horizontales, puwesto que las magnitudes de N se orientan

horizontalmente. La tensién en la seccibn indicada es g=yz (véase ¢l diagrama
de la fig. 22).

LT
\ﬂf
Fig. 22.

El desplazamiento u de la seccion 5 es igual ul alargamiento del tramo su-
perior de la barra. Por la [6rmula (1.5) obtendremaos:

!
= (U =gy e,

As! pues, la ley de variacién de u se interpreta por uma funcién cuedriticn
de 3. El maximo desplazamiento ., ocurre en la seccién del exiremo infe-
rior (z=10), ¥ €5
fﬁ
Hmay == TE"
Ejemplo 1.3. La columna de la figura 23 esti cargada con la fuerza P y con

su peso propio. Determinar la ley de variacién del drea de la seccidn transversal
F=F (z), de tal manera gue las tensiones en todes las secciones sean las mismas

¢ iguales a ;— Constriyese el diagrama de las fuerzas normales, tensiones y des-

plasami.nntos?. )
En la seceibn # la distapcia z del borde la fuerza normal de compresién & es,

N=Pity s Fdg,
b

Segin la condicidn del problema

n-—i—- —wf-:::on.et
v F - F !
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donde se obtiene,

P

Dariu;dgrim dos partes de la igualdad con relacidn a z, hallaremos que
¥F E.F_u i sea,

P
di=—
Yo

%

B

Flg. 23.

Integrando obtendrermos,
P
= lnF—In€
z m (in In €)

‘FF*Z
F=Ce P .

Cuando :=0, F=F, vy, por lo tanto, C=F,, es decir, que lpo loy de
varjacidn de F en cuesti&n rairl.'é.. 2

g
Pt P

Conviene comenzar la construccidén de los diagramas por el de &, gue no va-
ris a lo largo deol eje do la columns (fig. 23). Puesto que la tensidn os constante,
soré constanie tambifn el alargamiento unitario e. Es decir, ¢! desplazamiento
u aumenta proporcionalments a la distapcis & la base de la columna.

La fuerza normal on la seccifn z serad,

] yF g2
B

N=gF = Pe

El diagrama de N estd representado ep la figura 23.

El problema analizado se refiere & un caso muy frecuente en la resistencia de
materiaies ciando se busca la condicién de igualdad de resistencia. Si la tensién
on cierto punto del cuerpo {en nuestro caso de. la columna) es igual para todos
los puntos del volumen ocupado por el cuerpo, este tipo de constriucciones se
- llama de ggal: rosistencia. En estas estrmyucturas e] material se aprovecha de la
manera mas efectiva posible,
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Ejemplo 1.4, El soporte. A8C tione una carga P en su extremo (fig. 24).
Determinar la seccién transversal de las barras AR y BC de tel manera que las
tensiones que en ellas surgen sean idénticas ¢ iguales a o. El dnguloa dobe esco-

rse de la condicién del peso minimo de 1a construccibn, para la longitud I-dada
EZI voladizo.
~ De la condicién de equilibrio del nu- i . N
do 8 (fig. 24) se obtienen las fuerzas nor- AL !
males en laa barras,

P
NI. = P'l!-l.! Lr 9 ﬁ.r_—m
Determineamos ahora fas &reas de las
secé¢iones transversales de las barras, dada
la tensién o,

Ny _ P .
F=—i=odga) Fi3. 24.
¥, P 1
F.=——:."— —_—
¢ O sena
El peso de la estructura del soporte ea proporcicnal a su volumen,
V=1UF +1F,.

lntroduciendo aqui las longitudes y las émas de las barras, obteadremos,

Pl 1
Ve (“E“*'m'a—m)-

El volumen V resulta ser minimo cuande

i:us"am;la; o == 55°.

g 10. Energfa potencial de la deformacifn

Veamos el proceso de deformacién del sélido eldstico desde el
punto de vista energético.

Las fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo eldstico realizan cierto
trabajo, que designaremos por 4. Como resultado del trabajo reali-
zado, en el cuerpo, se scumula cierta energia potencial U del sélido
deformado. Al mismo tiempo, parte del trabajo sirve para trasmitir
ciertas velocidades a la masa del sélido, es decir, se transforma en
energia cinétice K. El balance de la energia es el siguiente:

A=U+K.

Si la carga se aplica lentamente, la velocidad del desplazamiento
de las masas del cuerpo serd pequefia. Este proceso de carga se deno-
mina estdtico. El cuerpo en cads momento se encuentra en estado de
equilibrio y, en este caso, -

A=U.

El trabajo de las fuerzas exteriores se trasforma totalmente en ener-
gia potencial de la deformacibn.

Al descargar el cuerpo a cuenta de la energia potencial se realiza
cierto trabajo, Es decir que el sélido eldstico es un acumulador de
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energia. Esta propiedad de los slidos eldsticos se aprovecha amplia-
mente, por ejemplo, en los resortes del mecanismo de los relojes
y en diversos tipos de amortiguadores elfsticos (resortes, muelles,
ejes de torsiom, etc.).

En la figura 25 estd representada una barra traccionada. Para
mayor claridad en los razonamientos, el alagramiento de la barra se
representa en escala exagerada. De acuerdo con el segmento A/,
en la parte inferior, esta representado el grafico de la variacién
de la fuerza P.

Como en el desplazamiento Al la fuerza P no permanece constante,
el trabajo realizado al traccionar la barra tiene que ser determinado

I A

Z ] P
Z _—
":'": 4 d‘i P &
?

NN FE i

-I—_:I-— u J‘ £ T

e adl)
Flg. 25.

integrando sobre los tramos elementales del camino recorrido. En el
desplazamiento elemental d(Al) el trabajo de la fuerza P serd,

dA = Pd(AD).
Claro estd gue el trabajo correspondiente al desplazamiento Al es
numéricamente igual al frea del triangulo OBC, es decir,

1

Asi pues, el trabajo de la fuerza en el desplazamiento elastico se
determina como la mitad del producto del valor mdximo de la fuerza
por el desplazamiento Al. Si la relacién entre la fuerza y el despla-
zamiento no fuera, lineal, entonces en el lugar del coeficiente Y2
figuraria otro coeficiente . Cuando la fuerza es constante el coefi-
ciente se hace igual a la unidad. En adelante, al ealcular el trabajo
de las fuerzas exteriores, escribiremos el coeficiente 2 sin més ex-
plicaciones. Eliminando Al de la expresién de U-obtenida, hallaremos

- P ;
U p— m - Ei-g}
Si la fuerza normal N varia a lo largo del eje de la barra entonces
la energfa potencial de la deformacidn se determinard sumando sobre
todos los tramos dz (fig. 23). Para un tramo elemental se obtieneg,
Nids

dU = 755



§ 11. Sistemas isostdiicos e hiperestdticos 43

y para toda la barra,

F§|‘

i
5 (1.9)
b
Las relaciones energéticas se emplean ampliamente al determinar

los desplazamientos en sistemas elésticos complicados. Los teoremas
generales que a esto se refieren serdn estudiados en, el capitulo V.

§ 11, Sistemas estdticamente determinados (isostdticos)
y estdlicamente indeterminados (hiperesiaticos)

En todos los casos analizados hasta ahora, las fuerzas normales
en las secciones transversales de las barras se determinaban por el
método de las secciones, analizando el equilibrio de la parte separada.
FPero este métode de determinacién de las fuerzas normales y, en
general, de las fuerzas interiores en la barra no siempre es posible. En
la préctica, constantemente nos encontramos con sistemas con gran
numero de ligaduras y, para determinar las fuerzas interioresen es-
los sistemas, las ecuaciones de la estdtica son insuficientes. Estos
sistemas se denominan sistemas eskiticamente indelerminados (li-
perestaticos).

A i A
lF J‘P
Ny A _f_l‘_ A
- 7i’ w==7)
,rr::? A ”;,’/ 2
@ ‘o

Fig. 28,

En la figura 26, a estd representado un voladizo compuesto por
dos barras. Los esfuerzos en las barras que lo constituyen se hallan
sin dificultad de las condiciones de equilibrie del nudo 4. Si com-
plicamos la estructura del voladizo, agregdndole una barra més
(fig. 26, b) entonces, por el método anterior, serd, imposible determi-
nar los esfuerzos en las barras, puesto que, como antes, se pueden
plantear para el nudo A solamente dos ecuaciones de la estdtica, mien-
tras que el nlmero de incOgnitas es tres. En estos casos se dice que el
sistema tiene un grade de hiperestaticidad. Complicandoe la estruc-
tura mas aun, introduciendo nuevas barras, se pueden obtener sis-
temas de doble grado de hiperestaticidad (fig. 26, ¢), de triple grado



